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Abstract. Let A =3 >_ gD’ ¢ F:|[q]] be the reduction mod 2 of the A series.
A modular form of level 1, f = Z,@O c(n) ¢, with integer coefficients, is congruent
modulo 2 to a polynomial in A.

Let us set Wy(x) = anx’ c(n) odd
of index < z. The order of magnitude of Wy (x) (for £ — oco) has been determined by
J.-P. Serre in the seventies. Here, we give an asymptotic equivalent for Wy (z).

Let p(n) be the partition function and Ag(x) (resp. Ai(z)) be the number of n < z
such that p(n) is even (resp. odd). In preceding papers, the second-named author has
shown that Ag(x) > 0.28+/x loglogx for x > 3 and A:(z) > % for x > 7. Here, it

log
is proved that Ag(x) > 0.069/z loglogz holds for z > 1 and that A;(x) > %
holds for z > 2.

The main tools used to prove these results is the determination of the order of
nilpotence of a modular form of level 1 modulo 2, and of the structure of the space of
those modular forms as a module over the Hecke algebra, which have been given in a
recent work of J.-P. Serre and the second-named author.

1, the number of odd Fourier coefficients of f
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1 Introduction
Ramanujan a obtenu plusieurs congruences célébres vérifiées par des fonctions
arithmétiques. Par exemple, p(n), la fonction de partition définie par

oo

(1) > s = 1] =
n=0

m=1

vérifie (cf. [19], ou [8, §19.12])
p(bn+4)=0 (mod 5)

tandis que la fonction de Ramanujan, 7(n), définie par

A=Al =qJa-g)*=> r(n)qg"
n=1 n=1
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vérifie
o0

(1.2) A=A(q) = Z 7(n)q" = Z q®™*  (mod 2).
n=1 m=0

La formule (1.2), qui montre que le n-iéme coefficient de Fourier de A est impair
si et seulement si n est le carré d’'un nombre impair était connue de Ramanujan.
Mais on ne I’a su que récemment, lorsque plusieurs de ses manuscrits longtemps
inconnus ont été rendus publics (cf. [20, p. 135-169], [1, p. 81-172]).

Peut-on caractériser les coefficients de Fourier impairs de AF ou, plus gé-
néralement, d’une forme modulaire de niveau 17 Pour cela, il faut étudier ces
formes modulo 2. 11 est facile de montrer qu’une telle forme est un polynéme
en A a coefficients dans Fa (cf. par exemple [13, 23|) ; nous l'identifierons a une
série formelle en la variable ¢, & coeflicients dans F :

(1.3) f= Z e(n) g™, c¢(n)€{0,1}.
n=0

Ainsi, a partir de (1.2), nous nous permettrons d’écrire

oo

(1.4) A=Ag) = ¢ D" e Fyflq)).

m=0

Soit f une forme modulaire de niveau 1 modulo 2, dont on définit les coeffi-
cients ¢(n) par (1.3). On pose

(1.5) W(z)=Wy(z) =Y c(n).

n<

Il est commode d’introduire le sous-espace, noté F, de ’espace des formes
modulaires modulo 2, engendré par les puissances impaires de A : A, A3, A% ...
Toute forme modulaire modulo 2, f =Y ¢(n)q", s’écrit en effet de manieére
unique f =¢(0) + > o, f52 ou les formes f, appartiennent & F et sont presque
toutes nulles. Comme les formes de F n’ont d’aprés (1.4) que des coefficients
¢(n) non nuls pour n impair, on a pour x > 0,

(1.6) Wi(z) = e(0) + Y Wy, (27"2),
s=0

ce qui rameéne en principe I'étude de Wy (z) au cas ou f € F.

Pour f une forme modulaire de niveau 1 modulo 2, soit g = g(f) l'ordre
de nilpotence de f, dont la définition est rappelée au §3.6. On a g(f) > 1 pour
toute forme f # 0, et il est prouvé dans [14] que A est la seule forme de F telle
que ¢g(f) = 1. Il en résulte aisément (voir ci-dessous §5.4 pour plus de détails)
que les formes telles que g(f) = 1 sont les combinaisons linéaires de A% pour
s=0,1,2,.... Pour une telle forme, qu'on peut écrire f = ¢(0) + Zsesl A% ou
S7 C N est un ensemble fini, il résulte facilement de (1.4) et de (1.6) que

(17) Wi(z) = (Z wﬂ) VE+0(1), g(f)=1.

SsES,



Soit donc f une forme modulaire de niveau 1 modulo 2 telle que g(f) > 2.
Serre a donné dans [22, §6.6] I'estimation suivante :

(1.8) Wy(z) < 1on(10g10g z)9)=2,

Une formule simple énoncée dans [14] (cf. aussi [16] et [6]), et que nous rappelons

ci-dessous au §3.6, donne la valeur de g(f) (et de h(f)) quand f = AF, et permet

de calculer facilement g(f) quand f est donnée comme un polyndome en A.
Dans cet article, nous nous proposons de préciser 'estimation (1.8) en don-

nant un équivalent de Wy (z) (cf. ci-dessous le théoréme 3). Plus précsiément, si

g(f) = 2, nous montrons qu’il existe une constante §(f) > 0 telle que

T 1
1.9 Wy(z) =6 loglogz)?=2 (1+0( —— ).
(1.9) 5(@) = 0(f) g5 loglog ) + O\ foglog s
Nous donnons également une formule pour la valeur de 6(f) (voir (5.7) et (5.16)
ci-dessous), qui, quand f € F, est de la forme

7.‘.2

(1.10) 5(f) = Wfso(f),

ott §o(f) est un entier compris entre 1 et 2971, lui méme donné par une formule
simple qui fait intervenir les témoins de f, notion que nous définissons et étu-
dions au §4. Nous donnons un algorithme permettant de calculer les témoins
de A* par récurrence sur k, et de 1a les témoins d’une forme modulaire donnée
comme polynoéme en A. Nous proposons également une formule simple, mais
conjecturale, permettant de calculer directement les témoins de AF : voir la
conjecture 1 ci-dessous.

L’équivalent (1.9) ne dit rien sur la dépendance en f du terme d’erreur
en O (m) de Wy (z). Pour remédier partiellement & cela, nous donnons
également une minoration effective de Wy(x) (voir le théoréme 4) : pour toute

forme f telle que g(f) > 5, et pour tout nombre réel z tel que z > ees's(gm_l),

on a

x

(1.11) Wi(z) > 046(f) (loglog 2 — loglog log )92

log

Ramanujan s’était aussi intéressé a la parité de la fonction de partition p(n).
Quelques mois avant sa mort, il avait écrit & MacMahon pour lui demander s’il
savait déterminer la parité de p(n) (cf. [11]).

Pour i € {0,1}, on définit

(1.12) Ai(z) =#{0<n <z, p(n)=i (mod 2)}.

Les calculs de [18] indiquent que, vraisemblablement, on a Ag(z) ~ Ay () ~ /2
mais ce résultat semble trés difficile & prouver. On trouvera dans [3, §2.5] une
minoration élémentaire de Ag(z) et de A;(x).

Les meilleures minorations étaient (cf. [13])

(1.13) Ao(x) = 0.28y/x+/loglogx, z > e,



_ 45TV

1.14 > ) >
( ) Aq(x) og =7

et

JT

(1.15) Ai(z) >k (loglogz)®X, VK >o0.

log x

Au §6, nous améliorons légérement ces inégalités en prouvant :

(1.16) Ag(x) = 0.069y/xloglogx, x> 1,
0.048/7

1.17 A(z) > VT s

( ) (@) (log x)7/8 v

Ces minorations utilisent la valeur de I'ordre de nilpotence g(f) pour f = AF
et certaines valeurs impaires de k, et aussi, en ce qui concerne (1.17), I'inéga-

lité 6(f) > W ainsi que la formule (1.11). On peut légérement amélio-
rer (1.17) si 'on admet la conjecture 1.

Notations

Dans tout l'article, p désigne un nombre premier, P = {2,3,5,7,11,...} l'en-
semble de tous les nombres premiers, et P; I’ensemble des nombes premiers p = ¢
(mod 8). La fonction de Mobius est notée p.

Soit n un entier > 1; pour p premier, sa valuation p-adique, v,(n), est le
plus grand exposant « tel que p® divise n.

On désigne par x un nombre réel assez grand. La notation de Landau f(z) =
O(g(x)) signifie qu’il existe xo réel et une constante B telle que, pour = > x,
on a |f(2)| < By(x).
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2 Estimation de fonctions arithmétiques
2.1 Les fonctions N(z;u,v) et Ny(z;u,v)

Soit n un entier > 1. Posons

(2.1) w(n) = Zl,
pln

(2.2) W'(n) = Z 1

pln
vp(n)=1



et

(23) = YL

pln
vp(n) impair

On a
(2.4) W'(n) < W' (n) <w(n).

Soit p(n) la fonction de Mobius et k& un entier > 1. On pose
(2.5) m(z) = > 1.
nLx
()20, w(n)=k
Landau a montré que, pour k fixé > 1, on a (cf. [9], § 56)

z  (loglogx
logz (k—1)!

)kfl

(2.6) m(x) ~

On trouvera une autre démonstration dans [8, chap. XXII]. Pour estimer (),
la meilleure méthode est sans doute celle de Selberg-Delange (cf. [25, I1.6]) que
nous utilisons ci-dessous au §2.2 pour la preuve du théoréme 1.

Hardy et Ramanujan ont obtenu la majoration (cf. [7, Lemma A] et [13,
lemme 2.1])

z (loglogx + 1.87)k!
log x (k—1)! ’

(2.7) () < 1.26 k=1, 2>2

Pour k£ > 0, posons

(2.8) m(x)= Y L
n<x
w'(n)=k
Dans [13, lemme 2.2], pour = > 2, on donne les majorations
(2.9) mo(z) < 218z
et, a partir de (2.7), pour k > 1,

< 2.46 x 3.11Y (loglogz + 1.87)k—1
log x (k—1)!

(2.10) 7 (z) +4.36 2%/4.

= loga
Soit I ={1,3,5,7}. Pour i € I, on pose

P; = {p premier, p=i (mod 8)}
et
(21) s = YL
pln, peP;

Soit u et v deux entiers vérifiant v > 0, v > 0, u +v > 1. On désigne par
N (z;u,v) le nombre de n < = qui sont des produits de u + v nombres premiers
distincts

n =pip2 ... PuPut+1Pu+2 - - - Putv

avec P1,P2, ..., Pu S P?) et Pu+1sPu+2;5 -+ s Putv S P5~



Théoréme 1 Pour u,v fixés et x — 00, on a

o) N(oi.0) Plozlogz) ! (1 o (1>)

log = log log x
avec
u+v 1 u+v
2.13 = = = :
(213) = r(u,v) qutv gl ol 4qutv(y 4o —1)! ( u )

[ Par les méthodes décrites dans [25, I1.5 et I1.6], il est possible d’obtenir pour N (z; u, v)
une estimation plus précise.

On peut aussi généraliser le théoréme 1 de la fagon suivante : soit a un nombre
entier > 1, b1, ba, ..., b, des classes inversibles distinctes modulo a, u1,uso,. .., u, des
nombres entiers > 0 non tous nuls et N(x;u1,...,ur) le nombre de n < = qui sont
produits de u1 + u2 + ... + u, nombres premiers distincts

N =P1P2---Puy Pui+1---Puituz -+ Pui+t..+up_1+1 - Pur+...4ur
avec p1,P2,...,Pu; = b1 (mod a), ..., Puj+..dup 141y -+ Pus+...dur. = br (mod a).
On a

1 1 up+...tupr—1 1
(2.14) N(z;u1,...,ur) =K z(loglog ) 140 ——
log x loglog x

avec,
(2.15) o = ur +uz + ...+ ur

p(a)ratuattur gl ysl oo w,!’
en notant ¢ la fonction d’Euler. |

Désignons par Ni(x;u,v) le nombre d’entiers impairs n < x qui s’écrivent

(2'16) N =pip2 - - PuPu+1Pu+2 - - - Putv MM

avec p1,P2,...,Pu € 733a Pu+1;Pu+25 -+ Putv S P5; P1,D2; -5 Putv distincts et
m > 1 premier avec 2p1p2 ... Dyto-
Nous déduisons du théoréme 1 le corollaire suivant :

Corollaire 1 Pour u,v fixés et x — 0o, on a

72 x(loglog z)u vt 1
2.1 Ny (z; =K— 1 —_— .
(2.17) H(ziu,0) = & 8 log = ( +O<logloga§)>

Nous allons démontrer le théoréme 1 ainsi que le corollaire 1 par la méthode
de Selberg-Delange aux paragraphes 2.2, 2.3 et 2.4.

2.2 La formule de Selberg-Delange

Soit z3 et z5 deux nombres complexes dans la boule fermée B(0,29) C C de
centre 0 et de rayon zg > 0. Pour R(s) > 1, on pose

F(s) = F(s; 23, 25) i e || H(1+ )

j€{3,5} pEP;




n=1 peP v’
On écrit L
) P = 106 = 17 T (-%)
(2.18) H(s) = H(s; z3, 25) Jel;[5}pg (( > (1 - pl>>
et
(2190  H'(s) =[] ((1 + ;°> <1 - ;)) =) I] (1 + ;0) .

pEP pEP

Lemme 1 Pour R(s) > oo > 1/2 et 23,25 € B(0, z0), les produits infinis H(s)
et HY(s) convergent uniformément et il existe une constante B = B(oq, %) telle
que

|H(s)| < B et |H'(s)<B.
La fonction H(s; 23, 25) est analytique pour R(s) > 1/2, (23,25) € C?, et l'on a

(2.20) H(1;0,0) =

Démonstration : L’idée de la preuve est d’isoler dans (2.18) ou (2.19) les
facteurs contenant les nombres premiers p < 222 puis de développer en série le
logarithme des facteurs restants. Pour une démonstration similaire, cf. [4, §3]

ou [2, p. 237]. O
On définit
(2.21) Alz) = Y [p(n) 252257
n<x

Proposition 1 Lorsque x — oo on a

. —z3/ —z5/
(292) A(x) x <H(1,Z3,z5)03 405 4-|-O< 1 >>

(log )1~ (zsF25)/4 I'((25 + 25)/4) log z
avec, pour j € {3,5},
3 —1 .
1 1 0.678... =3
223) ¢ =1]] (1 - ) 11 (1 - ) - { st
peP, p pEP=P, D 1.595... si1j=5

ot, P désigne ’ensemble de tous les nombres premiers. Dans (2.22), le O est
uniforme pour z3,z5 € B(0, zp).



Démonstration : On applique le théoréme 1 de [2] avec b =1, =1, k = 8,
J={3,5}, g(n) =, Fyue =F, Hyye = H, Ff;. = F" Hj, = H,
fi(s) = zj, f(s) = (23 +25) /4 et fH(s) = 20/2.

Pour ¢ suffisamment petit, le domaine D, défini dans |2, (1.14)] par

c

R 2 BT BON

est contenu dans le demi-plan R(s) > og, avec 1/2 < gp < 1 et les conditions
requises sur H et H' dans |2, (1.17) et (1.19)] sont assurées par le lemme 1.
La formule [2, (1.23)] donne alors la partie principale de (2.22).
Comme il est expliqué dans [2, p. 233, lorsque g(n) = n et que les fonctions
fj(s) sont constantes, on peut remplacer le terme de reste O((loglogz)/log x)
de [2, (1.23)] par O(1/logx). O

Les valeurs de C3 et C5 calculées par la méthode décrite dans [2, p. 231]
sont :

C3 =0.6788804287... et (5 =1.5955189583...

2.3 Preuve du théoréme 1
Démonstration : Posons

H(1; 23, 25) C’B_za/4 C’5_z5/4 _ H(1;23,25) C'3_Z3/4 C’E)_ZSM.

G(23a35) = T (1 + z3jl»z5) - (Z3ZZ5) T (ZBZZS)

Par le lemme 1, H(1; 23, 25) est analytique pour (z3,z5) € C?; donc G(zs3, 25)
est aussi analytique dans C? et, par (2.20), on a

G(0,0) = 1.

Nous allons imposer & z3 et z5 de parcourir les cercles C3 et Cs; de centre O et
de rayon

1
7’ en notant ¢ = loglog x.
Lorsque x tend vers +o00, on a donc
1
(2.24) G(z3,25) = 14 Ro(z3,25) avec Ra(zs,25) =0 (f)

et le O est uniforme pour z3 € C3 et z5 € Cs.
La formule (2.22) devient alors

X z3+z25 23 + 2
(2.25) Alx) = gz’ ¢ (345 ((1+R2(Z3,Z5))+R3(z3,Z5)>
avec
1
(226) R3(23,Z5) =0 <10g$> .



En appliquant la formule des résidus, la définition de N (z; u,v) et (2.25) donnent

m U dZ5 dZ3
(&) LLw

N(z;u,v)

2.27 = ——— | (L + L + I
( ) <(2@7r)2 logac)( 1+ L+ L)
avec
23+Zse
I3 = / / u+1 v+1 3(23, Z5) dZ5 dZ3,
C3 JC5 %
3+ z3t25y
z3 + z5
Ig / / u v ( ) R2(23,Z5) dZ5 ng
s Jes +1 +1 4

et

23+ z5
Il / / u v ( ) dZ5 dZ3.
e Jes 2 +1 +1 4

En utilisant, pour j € {3,5}, les 1negahtes R(zj) < |zj] = 1/4, et les estimations
(2.26) et (2.24), on majore |Z3| et |Z3] :

u—+v
(228) |Ig‘ < €u+v+2\/é / / |Rg(237 Z5)| dZ5 d23 =0 <€ > 5
C3 JCs

logz
et
€u+v+1 e
(229) |IQ| < J/ / |R2(Zg, Z5)| dZ5 ng =0 (€u+v72) .
Cg C5
Enfin, U'intégrale Z; se calcule par la méthode des résidus, en développant 'ex-
ponentielle :
n3 u—1 _ns—v—1 €n3+n5
o= / / 4n3f35 | | (ZS Z 25) dZS dZ3
Ccs Jcs s, n5>0 ns: ns:
B 227T €u+'u 1 N €u+'u 1
B 4 qutv=l (g — 1)l ol quito=lyl (v = 1)!
A T
_ i \2
Le théoréme 1 découle alors de (2.27), (2.30), (2.29) et (2.28). O

2.4 Preuve du corollaire 1

Rappelons d’abord que

o0 o0 oo
> Z : Z L
n2 6 24 8
m=1 = =1
m lmpalr m pall‘

et que, lorsque y — oo,

1 o dt 1 1
. - < _— = — = —_ .
(2.31) E - /y_1 2 0 ( )

m>y
m impair



Lorsque y — oo, on a donc

1 2 1
2.32 § - - 2.
(2.32) m? 8 +O(y>
msy
™m 1mpalr

Appelons Ny (z;u,v) le nombre des n < 2 qui s’écrivent sous la forme (2.16)
avec (m,pi1ps ... Puty) > 1. Pour un tel n, on a w'(n) < u+ v —1 et, avec la
définition (2.8) et les majorations (2.9) et (2.10), il vient

. / — z +v—2
(2.33) Ny(wsu,v) < Y m(z)=0 (log:rgu ) .
0<kut+v—1

Par ailleurs, si I’on désigne par N3(z;u,v) le nombre des n < x qui s’écrivent
sous la forme (2.16) avec m quelconque, on a

(2.34) Ny (z;u,v) = N3(x;u,v) — No(z;u,v).

Pour évaluer N3(z;u,v), posons y = (logx)?; en utilisant la majoration banale
N3 (t;u,v) < t, il vient

x
(2.35) Ni(z;u,v) = Z N(ﬁ;u,v>+R
m<y

m impair
avec, par (2.31),

x x x
2.36 R = N(=5u,v) < 2 —ol—" 1.
230 T ox(Ee)s Xomeo(pn)

m impair m impair

Uniformément pour m < (logx)?, on a log(z/m?) = (logx) (1 + O(¢/logz)) et
log log(x/m?) = ¢ (1+ O(1/log x)), ce qui, reporté dans (2.12), donne

T _ T 1 1

Les formules (2.35), (2.36), (2.37) et (2.32) entrainent alors

oz utv—1 1

ce qui, avec (2.34) et (2.33), prouve le corollaire 1. O

2.5 Minoration effective de N(z;u,v)

Lemme 2 Pour tout i € {1,3,5,7}, il existe une constante réelle M; telle que
pour tout x > €% on ait

1 1 1

1 1
Zloglogm—i—Mi—@ < Z ]; < Zloglogx—f—Mi—}—

= log x
P

On a Mgz ~ 0.162323 et M5 ~ —0.000324.

10



Démonstration : C’est la formule de Mertens (parfois appelée "second théo-
réme de Mertens") pour les nombres premiers d’une progression arithmétique.
Elle est bien connue (pour les valeurs de M3 et Mg, voir [10] et le fichier informa-
tique associé) sauf pour le fait que le terme d’erreur est en valeur absolue < loéw.
Nous en donnons donc une preuve, qui montrera méme que ce terme d’erreur
est plus petit que m. Les estimations qui vont suivre sont d’ailleurs assez
grossiéres, et on pourrait certainement les améliorer en utilisant notamment les
calculs de Platt! sur les zéros des fonctions L de Dirichlet concernées jusqu’a la
hauteur 12500000.

Pour i € {1,3,5,7}, posons 6(z;i) = Zpep logp. Le théoréme 5 de [5]

donne un estimation de 6(x;4), que nous allons rappeler Dans ce théoréme, on
prend k = 8, et H = 1000, ce qui est possible d’aprés le lemme 2 loc. cit. La
constante C (8) qui apparait dans ’énoncé du théoréme vérifie 9 < C;(8) < 32,
d’aprés loc. cit. page 1139. Les constantes X, ..., X5 du théoréme 5 vérifient
donc Xg, X1, X3 < 10 et X5 < 32, d’ou Xy = maX(Xo,XhXQ,Xg,].O) < 32.

On pose, comme dans loc. cit., e(X) = 3 mﬁe’x. On a e(X) <

V2Xe X < W pour X > 32. La conclusion du théoréme 5 loc. cit. est que,

pour R~ 9.6459, si X = logx > X4, donc en particulier dés que x > €990,

N log x TR T
0(x; —f‘ X) = ,
‘ (w33) = 7| < ze(X) “(V R ) < 1000logz ~ 101logz

Nous écrirons 0(z;i) = /4 + o(; i) 55 avec la(x;4)] < 147 pour = > e

En sommant par parties (précisément en appliquant la formule (22.5.2) du
théoréme 421 de [8]), on obtient

DEREED S

9900

PEP; PEP; plogp
p<az p<z
0(x;1) e ~ 1+logt
= 0(t; 1) ———=dt
zlogx +/2 ( 72)t?'(logt)2
1 a(z;i) 1 / 1/4 + a(t; i) + a(t; 1)/ log(t)
= —(logl — loglog 2 dt
410g:p+(logm)2+4(0g ogz —loglog2) + 9 t(logt)?

= lloglogz + M, + +“W>_/ Lo+ alti) + alt) loglt),

4logz = (logx)? t(logt)?
afx;i) /°° at;i) + alt; i)/ log(t) dt
(logz)? /. t(logt)?

ou M; = —1loglog2 + [;° 1/4+a(tt’()li§t(; 0/108(t) gt (noter que Dintégrale est
convergente). Quand x > €99 on a a(x;4)/logz < 1/999900, et donc |

1
= Zloglogoc—kMi +

a(xz;i)
(log x)? | <

799990})1()“ De méme pour t > = > %990 on a |a(t;i) + a(t;i)/log(t)| <

1 00 a(t;i)+al(t;i)/ log(t) 1 1
101 T 999900 et donc | [, t(log £)2 | < (w1 + 999900)10gL En addition-

nant ces inegalités, on trouve que pour z > 9900,

1 1 1 1
ZloglogaerMi - < IJEZ; - < Zlogloga:qLMi +

1001log 100log =’

ps®

1 Numerical computations concerning the GRH. PhD Thesis,
http ://arxiv.org/abs/1305.3087
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ce qui implique le lemme. [l
Pour u > 0 et v > 0 deux entiers, introduisons les fonctions

4 4
Ryt (z) = (loglogz + 4M3 £ ——)“(loglogx + 4M5 + ——)°.
” log x log x

Siu < 0ouwv <0, posons simplement R, , +(z) = 0.

Lemme 3 Soitu >0, v >0, h=u+v et supposons que x satisfait
(2.38) z> e
Alors, pour h >4, on a

0.97(loglog )" < Ry..+ () < 1.4(loglog x)"

Démonstration : On a

4 M3 4
log(Ry.» loglogz)") = wlog(l +
08 (R +(z)/(loglog 2)") ulog( +loglogac logxloglogx)
4 M5 4
log(1
+ vlog( +loglogx loga:loglog:v)

En utilisant la majoration log(1 + ¢) < ¢, on trouve

duMs + 4vMs 4h

log(Ru’U,i(x)/(log log x)h) < loglog x log x log log x

On a
duMs + 4vMs

< 4hMs/loglogx < 2M5 < 0.33
log log x

en utilisant ’hypothése (2.38). De méme,

4h

- <2/ < 2/e*h < 2/e® < 0.001.
log x log log x [logz /e /e

D’ott log(Ry,v,+(7)/(loglog z)") < 0.331 et Ry, +(z)/(loglogz)" < 1.4.
Notons que \10;\;{;’ = 4 | < 3= < 1/12 et que la méme inégalité est

log z log log «
vraie avec M3 remplacé par Ms. En utilisant la minoration?

(2.39) log(1+4t) >t —t* pour t > —1/2,

on trouve

4'LLM3 + 4’UM5 4h 1
_ h—
log log = log z log log 9h?2

log(Ry v+ (z)/(log logx)h) >

4uMz+4vMs 4h M5 _ _ . :
On a Tog Tog 5 > loglogiz- > 2Ms > —0.001. Le terme est aussi
1

plus petit que 0.001 en valeur absolue comme on ’a vu ci-dessus, et ;—}1 > 55 >
—0.028. D’ou

4h
log z log log ©

log(Ry.v +(2)/(loglog z)") > —0.03

2Dont voici une preuve : si |t| > 1/2, log(l +1t) = t — t2/2 + Zn>3(fl)"+1t"/n >
t—12/2 = L33, o [tm =t —12/2 = 2|3 >t —t2/2 — 42 /3 > t — 12
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et le lemme. O

Notons N, , I’ensemble des nombres entiers sans facteurs carrés ayant exac-
tement u + v facteurs premiers, u d’entre eux dans P3 et les v autres dans

Ps.

Proposition 2 Soit u > 0, v > 0 deux entiers, et h = u+v. Alors, si h > 4,
et si x est un nonbre réel satisfaistant

(2.40) x> eeSh/Z7
on a
1 1 N
(2.41) m; — > 0637 (loglog 2)".
p\mﬁpgx

Démonstration : Notons S,, ’ensemble des suites de h = u + v nombres
premiers < x, dont les u premiers termes sont dans Ps et les v derniers termes
dans Ps. Soit S{w le sous-ensemble de S, ,, formés des suites dont les h éléments
sont distincts, et S;”U son complémentaire dans S, .

On a
u v
1 1 1
T I N (i
(pl’,’fi’;lh'j'é’gu . p<z, pEPs3 p<z, pEPs
1
(2.42) > 4—h(log logz +4Ms — 4/ log )" (loglog z + 4M5 — 4/ log x)”
1
= ERU,M?CE).

Pour passer de la premiére ligne a la deuxiéme, on a utilisé le lemme 2, ce qui
est possible puisque sous les hypothéses de la proposition, z > e® > ¢9900,

Décomposons la somme sur S,, du membre de gauche de (2.42) en une
somme sur S, , et une sur S, , :

(2.43) _Z’ %: _Z %+ _Z %

La somme sur S/ . est a un facteur prés celle que nous voulons minorer.

U,v
Précisément, tout élément m de N, , dont tous les facteurs premiers sont plus
petits que z s’écrit m = py...p, pour exactement ulv! suites (pi,...,pn) de
S~ Donc
1 1 1

(244) Z m ulol :Z m’

mENy, v m=pi...pp

plm=p<z (P12 PR)ESY o

Majorons la somme restante, celle sur S{L’m. Lorsque u > 2, pour tout couple
d’entiers (¢, j) satisfaisant 1 < ¢ < j < u, définissons 'application f; ; : Ps X
Su—2,0 =+ S, , qui envoie (p, (p1,...,pn—2)) sur la suite de h nombres premiers
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obtenue en intercalant dans (pi,...,pr—2) deux fois p, en positions ¢ et j. De
méme, lorsque v > 2, pour (i,j) satisfaisant u +1 < ¢ < j < h = u + v,
définissons une seconde application fl’] : Ps X Syp—2 — S,’LU. Comme toute
suite (p1,...,pn) dans Sy, satisfait par définition p; = p; pour un couple (3, j)
de 'un des deux types considérés ci-dessus, on voit que S!’ est la réunion des

u,v
images des applications f; ; et fz/j On a:

Z 1/m < Z 1/p? Z 1/m

M=P1--Ph =3 (mod 8 M=P1:Ph—2
(P1,---»pp) Eimage(f; ;) p ( ) (P1se-es Ph—2)ESy_2.y

u—2 v
1
< Gl - >
p<z, pEP3 p p<z, pEPs

Cs
< WRu—2,v,+ (z)

==

oul'onapose Cs =3 4 (mod 8) 1/p? ~ 0.1238 et une estimation similaire pour
les f; ; faisant intervenir C5 = 35 _5 (.04 ) 1/p” = 0.04899. On obtient donc si

u > 2et v > 2 en sommant sur les différents couples (4,5) possibles (il y en a
ulu—1)/2+v(v—1)/2< h(h—1)/2))

1 _
(2.45) Z < A (CsRu—2,0,4 () + C5Ruy—2+ (1))

m=pi---Ph
(P1s--es PRIESY 4

L’inégalité (2.45) reste valable si u < 1 ou si v < 1 grace a la convention
Rap.4(z) = 0 pour a ou b négatif. En utilisant (2.42), (2.43), (2.44), (2.45) on
obtient :

(2.46) > % >

mENy, v
plm=p<z
1 CsRu—2,0.4(@)+Cs Ruu_2.+ ()
R (@) (1= 8h(h — 1) Celtemtanset Coftunasle))
Pour minorer le facteur entre parenthéses, on majore :
Sh(h o 1) Ru—2,’u,+(x) < 8h(h — 1) Ru,v,-‘r(a:)
Ry —(z) (loglogx + 4M3 + 4/ log(x))? Ry »,— ()
h? 14
< (logslT:E)Qm (en utilisant le lemme 3)
8 1.
< 5097 (en utilisant ’hypothése (2.40))
< 19
De méme
o — -1 ;
8h(h — 1)Ru,v 2,+(2) < 8h(h ) Ryw,+(2)
Ry, (2) (loglogz 4+ 4Mj5 + 4/ log(x))? Ryv,—(2)
8h? 14
(0.991og log )2 0.97
8 1.4
< < 1.9.

2.520.97 x 0.992
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On a utilisé que log log x+4Ms5+4/ log(z) > 0.99 log log x ce qui résulte aisément
de nos hypothéses loglogx > 5h/2 > 10 et de la valeur de My. On a donc

CSRu72,7J,+ (:L') + C5Ru,u72,+(x)
Ry, ()

1—8h(h—1) >1-1.9(Cs + Cs5) > 0.65.

En introduisant cette minoration dans (2.46), et en utlisant la minoration de
R, —(z) donnée par le lemme 3, on obtient

1 1 h
P\m:’;gz
Ceci prouve la proposition. O

Théoréme 2 Pour tout entier h > 4, toute paire (u,v) d’entiers positifs tels
que u + v = h, et tout x nombre réel tel que

3.5h

(2.47) x>e® e loglogx > 3.5h,

on a

1 h\ =z 1
N(z;u,v) > 0.5024h(h —i (u> logz(IOgIOgm — logloglog x)"~".

Démonstration : Posons z = g1/ leglogz,

On peut évidemment minorer N(z;u,v) par le nombre de n € N, ,, n < z,
qui satisfont la condition supplémentaire® que tous les facteurs premiers de n
sauf exactement un sont < z. Si pour un tel n, on note p 'unique facteur
premier qui est > z, et m le produit des autres facteurs premiers, on a n = mp
et m € Ny_1,51p€P3,mE Nyy_15ip€Ps. On a donc

(2.48) N(z;u,v) > Z Z 1

MENy 1,4 z<p<xz/m
plm=p<z pEP3
MEN,, »_1 z<p<xz/m
plm=p<z PEPs

D’aprés une version effective du théoréme des nombres premiers dans une pro-
gression arithmétique due & Ramaré et Rumely (cf. [21]), on a |0(z;4) — x/4] <
0.0008z pour x > 101° et donc 0.249z < O(z;i) < 0.251z. Comme z > 1019
sous les hypothéses faites sur h et x, on en déduit que

Z 1> O(xz/m;i) — 0(z;4) N 0.249zx/m — 0.2512.

= log x log x
PEP;

3Cette méthode consistant & séparer les n € Ny,» entre ceux qui ont un facteur premier
supérieur a z1/108108% ¢t ceux qui n’en ont pas a été expliquée par Kannan Soundararajan a
Bellaiche, qui ’en remercie ici.
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Comme m est le produit de h — 1 nombres premiers < z, on a m < 2", et donc
x/m > gl=h/loglogz ~ 45/7 tandis que z < 2/ puisque loglog z > 14 d’aprés
(2.47) et h > 4. Donc z < 0.0001z/m, et I'on obtient :

x
2.49 1>0.2 .
( ) Z ~ "mlogx
z<p<xz/m
PEP;

Introduisant (2.49) dans (2.48), il vient

T 1
2.50 N(x; > 0.2 —.
(2.50) @uo)>020 3

MENy —1,0UNy v—1
plm=p<=z

On a loglogz = loglogx — logloglogx > 3/4loglogx pour x > e comme
dans nos hypotheéses, ce qui implique loglog z > %3.5h > 5h/2 d’apres (2.47).
On peut donc appliquer la proposition 2 avec x remplacé par z afin de minorer
la somme sur Ny_1, (si w > 1) et celle sur N, ,_1 (si v > 1) dans (2.50). On
obtient siu>1letv>1

1 n 1
u—1!  ul(v—=1)!

1 _
N(z;u,v) > 0'1264h—1 (( )h=t

x
> og 7 (loglog x — log loglog x
Si w = 0, 'inégalité ci-dessus est vraie en omettant le terme ﬁ et de méme
. u) siu,v =1, le
théoréme est prouvé. O

si v = 0. Tenant compte de ce que u,(vlfl)! + (ufl)!vl = (hil)! (h

3 Formes modulaires modulo 2

Dans ce paragraphe, nous rappelons certaines propriétés des formes modulaires
de niveau 1 modulo 2 (cf. [14, 15, 16, 6]).

3.1 Le Fs-espace vectoriel F

Soit F le sous-espace de Fa[A] engendré par A, A3 A ...
Puisque A%¥(q) = A¥(¢?), toute forme parabolique modulo 2, f = Y okek AF
(ot K est un ensemble fini de nombres entiers > 0) peut s’écrire

(3.1) f= fo avec fs € F,
s>0
en posant
L= 3 A
ke, va(k)=s

Toute forme modulaire f modulo 2 non parabolique s’écrit

(3.2) f=1+ fo avec fs € F.

s=0

16



3.2 Opérateurs de Hecke

Soit f(q) = En>0 ¢nq" une forme modulaire modulo 2 et soit p un nombre
premier > 2. L’opérateur de Hecke 7T}, transforme f en la forme

(33) Tplf =Y mq" avecy(n) =

{c(pn) si p ne divise pas n
n=0

c(pn) 4+ ¢(n/p) sip divise n.

Les opérateurs de Hecke commutent entre eux. D’autre part, ils sont nilpo-
tents. Pour p > 3, et k impair positif, on a

(3.4) T,|AF = Z A7, avec pj € Fo.

j=pk (mod 8)
1<i<k—2

L’opérateur de Hecke T}, commute avec I’élévation au carré f f2. Soit
f € F et s un entier > 0. On a

(3.5) Tl = ()7 .

L’action des opérateurs de Hecke sur les formes A, A3, A® et A7 est donnée
par :

Proposition 3 (i) Pour tout nombre premier p, on a T,|A = 0.
(ii) Si p=3 (mod 8), on a T,|A% = A; sinon, on a T,|A® = 0.
(iii) Sip =5 (mod 8), on a T,|A5 = A; sinon, on a T,|A% = 0.
(iv) On a :

0 si p=1(mod8) ousi p=-1 (mod 16)
A’ si p=3 (mod 8)
7 _
hlA"= A3si p=5 (mod 8)
A si p=7 (mod 16)

Les assertions (i), (ii) et (iii) sont faciles. L’assertion (iv) sera démontrée dans
[16].

3.3 Les nombres n3(k),ns(k) et h(k)

(oo}
Soit k£ un nombre entier > 0. Ecrivons-le sous forme dyadique : k = Zﬁﬂi

i=0
avec 3; = 0 ou 1. Posons :

na(k) = Paip12' = > B2, ns(k) = D Baipa2 = ) B2
=0 i—1 =0 i=1

i impair i pair

et
h(k) = ns(k) + ns(k).
Nous appellons
[n3(k), ns (k)]
le code du nombre k.

L’application k — [ngz(k),ns(k)] est une bijection de ’ensemble des nombres
impairs (resp. pairs) > 0 sur N2,
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3.4 La relation de domination

Si k et £ sont deux entiers natuels de méme parité, on dit que £ domine k et on
écrit

(3.6) k<t ou {£>k
si Pon a h(k) < h(€) ou bien h(k) = h({) et ns(k) < ns(£). La relation
(3.7) k< ¢ définie par k < £ ou k =/,

est une relation d’ordre total sur 'ensemble des entiers pairs (resp. impairs) > 0.

3.5 L’exposant dominant

Il est commode d’écrire une forme modulaire f € F, f # 0 sous la forme
(3.8) f=AR ARz AR avec ky - ko = - Ky

On dit que k; est 'exposant dominant de f et on définit h(f) par

(3.9) h(f) = h(ky) = max h(k:).

Lorsque f =0, on pose h(f) = —oo.
Les propositions 4 et 5 ci-dessous sont énoncées dans [14] et démontrées dans
[16] et [6].

Proposition 4 (i) Lorsque n3(k1) > 1, on a h(T3|f) = h(k1) — 1 et lexposant
dominant de Ts|f a pour code [ns(k1) — 1, n5(k1)].
(#) Lorsque ns(k1) =0, on a h(T3]f) < h(ky) — 1.

Proposition 5 (i) Lorsque ns(k1) > 1, on a h(Ts|f) = h(k1) — 1 et Uexposant
dominant de Ts|f a pour code [n3(ki),ns(k1) — 1].
(i1) Lorsque ns(k1) =0, on a h(T5]f) < h(k1) — 2.

11 résulte des propositions 4 et 5 que 'on a (cf. [14, théoréme 5.1])

3.6 L’ordre de nilpotence

Par définition, {’ordre de nilpotence d’'une forme modulaire f € Fo[A] est le plus
petit entier g = g(f) tel que, pour toute suite de g nombres premiers impairs
P1,P2, -+, Pg (pas forcément distincts), on ait T}, Tp, ... Tp, [ f = 0.

Lorsque f = 0, on convient que g(f) = —oco.

Soit p un nombre premier impair; il résulte de la définition de l'ordre de
nilpotence de f € F que l'on a

(3.11) o) > gl + 1.
Soit f € F, f # 0. Le résultat principal de [14] est
(3.12) 9(f) =h(f)+1.
On déduit de (3.11) et (3.12) :
(3.13) h(f) > h(Ty|f) + 1.

Nous utiliserons aussi (cf. [14, corollaire 5.2])
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Proposition 6 Soit f € F, f #0, et soit p un nombre premier tel que p = +1
(mod 8). Alors, on a

(3.14) 9(Tlf) <g(f) -2
et (cf. [14, corollaire 5.3])
Proposition 7 Soit f € F; si g(f) =1 alors f = A. Sig(f) <1 alors f =0.

3.7 La base m(a,b), adaptée a T3 et Tj
Dans la Note [15, §6], est démontrée la propriété suivante :

Proposition 8 II existe une base m(a,b)qp>0 du Fa-espace vectoriel F et une
seule qui a les quatre propriétés suivantes :
i) m(0,0) = A.

it) Si a+b >0, le coefficient de q dans m(a,b) est nul.

m(a—1,b) sia>0
i) Tsm(a, b) = {0 | ) sia=0.
. m(a,b—1) st b>0
i) Ts|m(a,b) = {O ( ) i b O,

L’exposant dominant de m(a, b) est I’entier impair de code (a, b). En particulier,
par (3.12), Pordre de nilpotence de m(a,b) est égal & a + b+ 1.

Une forme f € F d’exposant dominant k s’écrit de maniére unique sous la
forme

h(f) h(f)—

(3.15) f= Z Z cap ma,b) avec g4 € {0,1}.
a=0

Lorsque f # 0, le coefficient &, (k) ns (k) est non nul.
On appelle partie principale de ce développement la somme

h(f)

Zgah(f) a a’ h(f) )

que 'on écrira plutét sous la forme

(316) P(f) = Zm(aj,bj), ar <az<...<ay,

j=1
en désignant par a;,b; (pour 1 < j < J) les nombres tels que a; +b; = h(f) et
€a;,b; = 1. Notons que l'on a

(3.17) h(f = P(f) < h(f) - 1.

Ezemples (pour d’autres exemples cf. [26]) :

m(0,0) = A' m(l,O) = A3 m(0,1) = A5;

(2,0) = A% m(1,1) = AT; m(0,2) = A'T;

m(3,0) = AH m(2,1) = A3 m(1,2) = A + A9 m(0,3) = A3 + A2
(27,0) = A2 m(2r—1,0) = AGFZTTN/B of g (0,27) = ALFETT
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4 Témoins d’une forme modulaire f € F

4.1 Deéfinition

Soit f € F, f # 0, k son exposant dominant, g = g(f) son indice de nilpotence
et h = h(f) = h(k). Par (3.12), on a

g=h+1=ng(k)+ns(k)+ 1.
Un témoin ¢ de f est un nombre impair tel que
(4.1) T s f = A et ng(t) +ns(t) =h=g— L.

11 résulte de (3.10) que l'exposant dominant & de f est un témoin. Il peut
y en avoir d’autres; par exemple f = A% a quatre témoins : 85,77, 53,45 de
codes respectifs [0, 7], [2, 5], [4, 3], [6, 1].

Lemme 4 Soit t un témoin de f différent de ’exposant dominant k de f. Alors
t est dominé par k ; autrement dit, on a

ns(t) < ns(k) et ns(t) > ng(k).

Démonstration : Posons u = ns(t), v = ns(t) et supposons v > ns(k). Si

v=mns(k), on at ==k, ce qui est exclu. On a donc v > ns(k).

T5n5 (k)

Par la proposition 5 (i), 'exposant dominant de ¢ = |f a pour code

[n3(k),0]. En posant ¢ = Tslp = T:5(k)+1|f7 par la proposition 5 (ii), il vient
h(¢p) < h(p) — 2 = n3(k) — 2. En appliquant u + v — n5(k) — 1 fois la relation
(3.13), nous obtenons

MIPTENf) = WOT "7 ) <) - (u+ (0 = ns(k) - 1))
<ng(k)—2—(u+v—ns(k)—1)=—1.

Par (3.12), on a g(T3'T¥|f) < 0 ce qui, par la proposition 7, entraine T2T¥|f = 0
et t n’est pas un témoin de f. (I

[Nous ne savons pas prouver qu’un témoin de A* est < k (cf. ci-dessous le lemme 7).]

On note 7 = T(f) 'ensemble des témoins de f.

4.2 Les témoins d’une somme

Lemme 5 Soit f = Ele fs avec, pour tout s vérifiant 1 < s < S, fs € F et
9(fs) = g(f) = g. Soit xs la fonction caractéristique de T (fs), i-e.

s(t) =
Xs(t) 0 sinon.

{1 siteT(fs)

Alors la fonction caractéristique x de T (f) vérifie

S
(4.2) X() = xs(t) mod 2.
s=1
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Démonstration : Soit ¢ un nombre impair de code [u,v] avec u+ v = g — 1.
Que vaut ¢ = TyT?|f? Par (3.11), on a g(p¢) < g(f) —u —v = 1, donc (cf.
proposition 7) ¢ = 0 ou A. Plus précisément,

o = x(t)A.

En posant ¢ = T3'T¥|fs, on a de méme ¢, = x5(t)A. On a ainsi dans Fa[A]

ce qui prouve (4.2). O

Ezemple. Les témoins de A% sont 83 et 75; ceux de A®! sont 51 et 43. Les
témoins de A®® + A83 + AS! sont 85,83, 77,75, 53, 51, 45,43, de codes respectifs
[0,7],[1,6],[2,5],[3,4], [4,3],1[5,2],[6,1],[7,0] c’est-a-dire tous les nombres im-
pairs t tels que ns(t) + ns(t) = 7.

4.3 Les témoins et la base m(a,b)

Soit a et b deux entiers > 0 non tous deux nuls et la forme m(a,b) € F (cf.
§3.7).

Lemme 6 Soit u et v deux entiers > 0. On a

0 siu>a ouv>hb
(4.3) T3 T2 |m(a,b) = < A siu=aetv=">b

m(a —u,b—v) #A  sinon .

Démonstration : Supposons u > a. on a T§'|m(a,b) = m(0,b) et, par la propo-
sition 8 (iii), 75t |m(a, b) = T3|m(0,b) = 0, ce qui entraine T3 T¥'|m(a,b) = 0.
On traite de méme le cas v > b.

Reste le cas u < a et v < b. En appliquant u fois la proposition 8 (iii) puis v
fois la proposition 8 (iv), on voit que T4 T¥|m(a,b) = m(a — u,b — v) qui, par
la proposition 8 (i), vaut A lorsque u = a et v = b, mais sinon, est différent de
A par la proposition 8 (ii). O

Il résulte de (4.3) que la forme modulaire m(a, b) n’a qu'un seul témoin, son
exposant dominant de code [a, b].

Proposition 9 Soit f € F, f #0 et P(f) = Z}le m(aj,b;) la partie princi-
pale de son développement dans la base m(a,b) (cf. (3.16)). Pour 1 < j < J,
soit t; le nombre impair de code [a;,b;]. Alors, on a

T() =1t 1<i<J}

Démonstration : Soit u et v deux entiers > 0 de somme h(f). Par (4.3), les
termes de la partie non principale f— P(f) (cf. (3.16)) sont tous tués par T3" T2
D’autre part, toujours par (4.3), T3 T2|P(f) = A si et seulement sl existe j,
1<j<J, tel que u = ajy. O
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4.4 Rapport entre les témoins de T3|f et ceux de f

On note ¥ 'application de ’ensemble des nombres entiers impairs positifs dans
lui-méme qui, au nombre ¢ de code [u, v] fait correspondre le nombre ' de code
[u+1,v].

Soit f € F, f # 0, k son exposant dominant.
Proposition 10 (i) Si ns(k) > 0, alors Uapplication ¢ : T (T3|f) — T(f) est
une bijection.

(i1) Sins(k) =0 et si f n’a qu'un seul témoin, on a h(T3|f) < h(f) —2 et
T(f) = {k}.

(iii) Sinz(k) =0 et si f a plusieurs témoins, on a h(T3|f) = h(f) — 1 et
Uapplication ¥ : T (Ts|f) — T(f) — {k} est une bijection.

Démonstration : Ecrivons la partie principale de f sous la forme (3.16). En
désignant par ¢; le nombre impair de code [a;, b;], par la proposition 9, on a

T(f):{tj7 1<]<J}

et, par le lemme 4, t; = k est ’exposant dominant de f.
Supposons d’abord a; = n3(k) > 0. Par la proposition 4 (i), on a h(T3|f) =
h(f) — 1 tandis que, par la proposition 8 (iii), il vient

J

T5|P(f) = m(a; — 1,b;).

Par (3.13) et (3.17), on a
(4.4) h(T5|(f = P(f))) < h(f = P(f)) =L < h(f) =2 = h(T5]f) — 1.

Il s’ensuit que

J

(4.5) P(Ty|f) = T5|P(f) = Y _m(a; — 1,b;)

j=1

et, par la proposition 9, les témoins de T3|f sont les nombres impairs t; de code
[a; — 1,b4], ce qui prouve (i).
Supposons maintenant a; = nz(k) = 0. Par la proposition 8 (iii), on a

(4.6) Ts|P(f) :Zm(aj —1,b;).

J
Jj=2

Si J =1, par la proposition 9, f n’a quun seul témoin, son exposant domi-
nant k; la somme dans (4.6) est vide, donc T5|P(f) = 0 et, par (3.13) et (3.17),
comme en (4.4), il vient

WTs|f) = M(Ts[(f = P(f)) < h(f) —2.
SiJ > 2, on a comme en (4.5),

J

P(T3|f) = _m(a; = 1,b;),

j=2
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h(T5|f) = h(f)—1, et, par la proposition 9, les témoins de T3 f sont les nombres
impairs ¢’ de code [a; — 1,b;] pour 2 < j < J. On a donc 7(f) = {k} U
P(T(T5]1))- .

[I1 ne nous a pas été possible de transposer complétement la proposition 10 & 'opérateur
de Hecke T5. Nous n’avons pas vu comment déterminer si le nombre impair ¢ de code
[h(f),0] est un témoin de f.]

4.5 Calcul numérique des témoins

La proposition 10 permet de calculer, par récurrence sur les nombres impairs k,
les témoins de A et, via (4.2), les témoins de toute forme f € F.
On calcule d’abord T3|A* par la formule de récurrence (cf. [14, §3] ou [16,
§3])
T3|AF = A(T3|AF73) + AN (T3] A1),

On détermine ensuite les témoins de T3|AF a partir de ceux de A’ pour i < k
par la formule (4.2), puis on en déduit ceux de A* par la proposition 10.

4.6 Une condition pour étre témoin

Proposition 11 Soit f € F, f #0 et t un témoin de f de code [u,v], c’est-a-
dire que l’on a

(4.7) T3TE | f=A et h(t)=ut+v=h(f)=9g(f)—1.
Alors, sipr Kp2<...<py €P3 et put1 < Put2 < ... < Putw € Ps, on a
(4.8) Tp Tpy - Tpo | f =4, ut+v=g(f)—1

Réciproquement, s’il existe py < p2 < ... < Py € P3, Put1 < Put2 < ... <
Putv € Py vérifiant (4.8), alors le nombre impair t de code [u,v] est un témoin
de f, ce qui entratne (4.7).

Démonstration : Cela résulte du développement de 7}, dans I’algébre de Hecke
engendrée par T3 et Ty, comme exposé dans [15, §7].

Nous donnons ci-dessous une démonstration par récurrence sur le degré im-
pair d de f basée sur les propositions 4 et 5.

Sid < 5, il est facile de voir que les formes d’exposant dominant < 5 vérifient
le théoréme : par exemple, pour f = A% + A3, h(f) = 1, les témoins sont t = 3
(de code [1,0]) et t = 5 (de code [0,1]) et, si p' € Ps et p”” € Ps, par la
proposition 3, on a bien Ty |f = T3|f = A et Ty |f = T5|f = A.

Supposons maintenant d > 7 et le théoréme vrai jusqu’a d —2. Soit t € T (f)
de code [u,v], p1,p2,. .-, Du € P3 €t Put1, Put2s -+ Dutv € Ps.

Puisque d > 7, on a h(d) > 2 et donc h(f) > h(d) > 2. Par (4.7), on a
h(f) = u—+wv et 'un des nombres u ou v est non nul. Supposons v > 1 (si v =0,
on raisonnerait de méme en remplagant T5 par T3) et posons

o =T5lf.
Par (3.11), on a g(¢) < g(f) — 1 = u + v. Ensuite, (4.7) entraine

(4.9) LT3 e = TET3|f = A,
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ce qui montre que g(p) > u+ (v—1)+1=wu+ v et que le nombre impair ¢’ de
code [u,v — 1] est un témoin de ¢. On a donc

gle) =u+v=yg(f) -1

Cependant, par (3.4), le degré de ¢ est au plus égal & d — 2 et on peut appliquer
a o I'hypothése de récurrence, ce qui donne

(4.10) Tp Tpy o Ty s lp = A.
On pose alors
(4.11) Y =T, Ty, "'Tpu+u—1|f'
En appliquant u 4+ v — 1 fois 'inégalité (3.11), on obtient
9(W) <g(f) —(ut+v—-1)=2.
Par (4.11) et (4.10), on a
sl =Ty, T, - - U [(T51f) = Tp, T, - - o lp=A
ce qui implique 9 # 0. Soit d’ le degré de ¥ en A. Par (3.9) et (3.12), il vient
h(d) < h(y) =g(¥) —1<1

On a donc d' < 5 ce qui, puisque T5|tp = A, restreint, par la proposition 3, le
choix de 1 a 'une des quatre formes

(4.12) A5 A5+ A AS A3 AT AR A

Mais, pour chacune de ces quatre formes, toujours par la proposition 3, on a

Tyt |¥ = A ce qui implique
Tpl TPZ s Tpu+v f= T;Du+v I(Tpl sz s Tpu+v71 If) = T;Du+v p=A

et démontre (4.8).

La réciproque se fait de la méme facon : dans le cas v > 1, on part de (4.8), on
pose o =T), ., |f, on démontre g(¢) = g(f) — 1 et on applique a ¢ I'hypothése
de récurrence, ce qui donne T¢TY *|¢ = A. Puis 'on considére ¢ = T3T2 ! |f,
on prouve g(v) < 2, ce qui implique que 1 est égal a 'une des formes (4.12),
et I'on conclut comme précédemment en remarquant que pour chacune de ces
quatre valeurs, on a T5|ty = A. Dans le cas v = 0, on raisonne de méme en
remplacant v par u et Ty par Tj. [l

4.7 Conjecture sur les témoins de AF

Soit k un nombre impair > 0 et k = > B;2% son écriture en base 2. Observons
que

5, = 0 sik=1 (mod4)
"T)1 sik=3 (mod4).

Si ns(k) = 0, par le lemme 4, on a T(A*) = {k}.
Si ns(k) > 0, soit I le plus grand nombre tel que B3y = 1. On désigne par
Uy < ug < ...<ur < I les nombres u,, 1 <r < R, tels que u; > 1 et

Bou, =1—01 et Bay,+1=0.
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Conjecture 1 Les témoins t de A* sont les nombres impairs ayant pour code
[n3(k) + a,n5 (k) — a] o a est de la forme

(4.13) a= ZETQ ", avec g =¢g.(t) €{0,1} et a=a(t) < nsk).

La conjecture 1 a été vérifiée pour k < 222 = 4194304. Le calcul des témoins
de AF a été fait en utilisant la procédure décrite au §4.5.

Lemme 7 Sous la conjecture 1, tout témoin t de AF est < k.

Démonstration : Soit ¢t un témoin de A*, t # k, et 1 < 19 < ... < 1y les
indices tels que €,,(t) = 1. On a s > 1 car t # k. On pose ty = k, et, pour
1 < j < s, on définit le témoin ¢; par

<y
gi(tj) =0 pour r; <1 < R.

{&(tj) =¢gi(t) pourl<i
Notons que l'on a ty = t. Soit j fixé, 1 < 7 < s. Il vient

a(t;) =2" 42" 4. 4277 <2 +272 4 42" =qa(t) < ns(k)

et
ns(tj—1) = ns(t;) +27 > 2.

Si lécriture de ¢;_1 en base 2 est t;_1 = Y .o ;2" (avec a; € {0,1}), il existe
donc iy > r;+1 tel que ay;, = 1; choisissons ig minimal. Alors le nombre impair
t; de code [ng(tj_l) + 27’-7,n5(tj_1) — 2”] est égal &

io—1 2i0+1 2rj+1
. . 240 — 94T
4 2rj+1 _ o921 2% 4. _ .
t; =1t;_1+27" 2°%0 + i_rg+12 =t;_1 —5 <tj_1.
—'J
Il s’ensuit que tg =k >t > ... >ts =t. O

Supposons k = 1 (mod 4). Pour 1 < r < R — 1, on désigne par v, le plus
petit nombre tel que u, < v, < up41 €t P2, = 1; on appelle vy le plus petit
nombre tel que ur < vg < I et Ba,, = 1. La condition a < ns(k) de (4.13) est
toujours vérifiée et, sous la conjecture 1, il y a 2% témoins ¢t de A* donnés par
la formule

R vp—1 221} 41 22u7+1
(1) = k-3 e, (22 gt S ) g ZET—

r=1 i=u,+1

ot les nombres ¢, prennent toutes les 27 valeurs possibles.

Lorsque k = 3 (mod 4), il est plus difficile d’obtenir une formule du type
(4.14). Le nombre de témoins de A* peut étre < 2% et n’est pas forcément une
puissance de 2; par exemple, A% a 3 témoins.
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5 Estimation de Wy(x)

5.1 Majoration de w”(n)

Soit f =3 ,5,¢(n)g" € F C Fo[A], f # 0, k son exposant dominant et
g = h(k)+1 son ordre de nilpotence. On définit w’ par (2.2). Il est facile de voir
(cf. [13, proposition 3.2]) que

(5.1) cn)=1 = dJ'(n)<g-1.

En effet, si r = w'(n) > g, n s’écrit n = py1ps ... p-m avec (m,p1p2...p.) = 1;
par la définition de l'ordre de nilpotence, on a T, Tp, ... Tp.|f = 0 et, par la
définition (3.3) des opérateurs de Hecke, cela implique ¢(n) = 0.

Nous prouvons ci-dessous un résultat un peu plus fort (cf. (2.4)), en rempla-
gant w’(n) dans (5.1) par w”(n) défini en (2.3).

Proposition 12 On a
(5.2) cn)=1 = W'(n)<g—1.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur g = h(k) + 1. Supposons
d’abord g = 1 et h(k) = 0; on a k = 1 et, par la proposition 7, f = A. Si
c(n) =1, par (1.4), n est un carré, v,(n) est pair pour tout facteur premier p
de n et w”’(n) =0.

Soit maintenant g > 2, et supposons que, pour toute forme f’ :Zn>1 d(n)q
€ F dont 'ordre de nilpotence ¢’ vérifie ¢’ < g, on ait (¢'(n) =1) = (w"(n)
g — 1) ou, ce qui est équivalent, (w”’(n) > ¢') = (d/(n) = 0). Soit
Zn>1 ¢(n) ¢™ € F d’ordre de nilpotence g et N tel que

S

I /A

W'(N)=g>2.

Nous allons montrer ¢(N) = 0. Pour cela, on écrit N = p?a+!

impair, ptm, a > 0 et w”’(m) =w”(N)—1 > g — 1. Posons

m, avec p premier

p=Tlf = v(n)q"

n>1

Par la définition (3.3) des opérateurs de Hecke, on a ¢(pm) = ~y(m) et, pour
b>1,
c(p?Ttm) = c(p** " 'm) + v(p**m) (mod 2).

Par (3.11), on a g(¢) < g — 1 < g et on peut appliquer & ¢ I'hypothése de
récurrence : puisque w” (p?*m) = w”(m) = g—1 > g(p), il vient v(p**m) = 0 et

(p?Pim) = c(p®~1m).
Il en résulte
o(N) = c(p**im) = c(p**'m) = ... = c(pm) = y(m).
Mais, par 'hypothése de récurrence, on a y(m) = 0 et donc ¢(N) = 0. O
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5.2 Caractérisation des N tels que ¢(N) =1et ' (N)=g—1

Soit f =377, ¢(n) g™ € F avec c(n) € {0,1}, f # 0, g son indice de nilpotence,
h=g—1, et T(f) 'ensemble des témoins de f.

Proposition 13 Les nombres N > 1 tels que ¢(N) =1 et w'(N) =g — 1 sont
exactement les nombres qui s’écrivent

N =P1pP2 - -PuPu+1 -+ Putv m2

avec p1,pP2, ..., Pu € P?n Pu+1,Pu+2; -+ Putv € P57 P1,P2y -+ Putov diStZ'TlCtS,
m impair, (M, p1ps ... Putv) =1 et t € T(f) ot t est le nombre impair de code
[u, v].

Démonstration : Soit N un nombre tel que ¢(N) =1 et ' (N)=9g—1=h.
N est impair (car f € F) et s’écrit

(5.3) N=pips...0n M

avec pi,pa,- - .,pp distincts et premiers avec M et w’(M) = 0. De plus, par la
proposition 12, w”(N) < g — 1 et, puisque par (2.4), on a w'(N) < w”(N), cela
entraine w’(N) = w'(N) = g — 1. En conséquence, w” (M) = w'(M) =0 et M
est un carré, M = m?. On a donc

(5.4) N =pips...ppm2.

Posons
¢ = Tpl sz “ee Tph

F=Y g

n>=1

En appliquant h fois la relation (3.11), on voit que
9(®)<g-h=1

Donc, par la proposition 7, ® = 0 ou A. Par la définition (3.3) de opérateur
de Hecke, on a
Y(m?) = e(N) =1
d’ott 'on déduit
d=A.
Supposons que 'un des nombres p1, pa, . . ., pp soit = £1 (mod 8). En appliquant
une fois (3.14) et h — 1 fois (3.11), on obtiendrait

g(®)<g-—h-1=0

en contradiction avec g(®) = g(A) = 1. En conséquence, dans (5.4), les nombres
P1,D2, - .-, P sont tous = 3 ou 5 (mod 8). Quitte a réordonner ces nombres, dé-
signons par pi, pa, ..., Py ceux qui sont = 3 (mod 8) et par Py11,Dut2, - - -, Putw
(avec w +v = h) ceux qui sont = 5 (mod 8). On a T}, Ty, ... T}, |f = A et,
par la proposition 11, le nombre ¢ de code [u,v] est un témoin de f.

Réciproquement, si ¢ € T(f) a pour code [u,v] et si p1,pa, ..., Duty sont des
nombres premiers distincts tels que p1,p2,...,pu € P3, Dut1,Put2,-- - Putv €
Ps, par la proposition 11, on a

(5.5) T Tps - Loy

F=A=> vn)q"

n>=1
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(avec, par (1.4), y(n) =1 si n est un carré impair).
Soit m un nombre impair, (M, pi1pP2 ... Putv) = 1 et N = pipa...purom?.
Par la définition (3.3) de lopérateur de Hecke, (5.5) implique ¢(N) = y(m?) = 1.
t

5.3 Les formes f € F

Soit f € F, f # 0, k son exposant dominant, g son indice de nilpotence,
h = g—1,et T(f) I'ensemble des témoins de f. Ecrivons f = >°7 | ¢(n) ¢" avec
¢(n) € {0,1} et posons

W(x) =Wy(z) = Z c(n).

n<x

Théoréme 3 Supposons f # A. Lorsque x — oo, on a

(5.6) W(z) = 6 102 (loglog 2)°~ (1 +0 <1og110gx)>
o0 =0 == 2, ()

[Lorsque le degré de f en A est < 222, la constante §(f) peut étre calculée en déter-
minant 7 (f) & l’aide de la conjecture 1 (cf. §4.7) et du lemme 5 (cf. §4.2).
L’obtention pour Wy (z) d’un développement asymptotique plus précis que (5.6) néces-
siterait une meilleure évaluation de Wy dans (5.10). Pour cela, il faudrait caractériser
pour chaque j < g — 1 les nombres N tels que ¢(N) = 1 et w'(N) = j. C’est ce que
nous avons fait pour j = g — 1 dans la proposition 13, mais ce que nous ne savons pas
faire pour toute forme f € F et tout j < g — 1. ]

Démonstration : Puisque f # A,ona h = h(k) 21,k > 1let g > 2. En
utilisant la fonction w’ définie en (2.2), on écrit

(5.8) W(z) =Wy + Wa+ W3

avec

Wy = Z c(n), Wy= Z c(n), Ws= Z c(n).

ne n<x n<x
W' (n)<g—2 W (n)=g—1 W (n)>g

Par (5.1), si w’(n) = g, on a ¢(n) = 0. Il S’ensuit que
(5.9) Wy = 0.

Lorsque g = 2, par (2.9), la somme W7 est < 7)(x) < 2.184/z, tandis que, pour
g = 3, il résulte de (2.10) que

Wi 7o+ +... 4+ =0 (z(loglogz)!*/log z) .
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Dans les deux cas, on a

1 = loglogz)?™? ) .
(5.10) W1 =0 (12 togtoga)e )
Par la proposition 13 et (2.17), il vient
(5.11)
T 1

Wy =Y Ni(z;ns(t),ns(t) =0 loglogz)?™% (140

2= Y Milainalt). ) =0() o ogloga) (140 ().

teT(f)

ce qui, avec (5.8), (5.9) et (5.10) compléte la preuve du théoréme 3. O

5.4 Cas général

Une forme modulaire mod 2 non parabolique f s’écrit (cf. (3.2))
f:1+Zf525 avec f, € F.
s>0

La forme ¢ = f — 1 est parabolique et l'on a, pour x > 1

Wi(z) = W, (@) + 1.
Pour estimer W (z), on peut donc se restreindre au cas ou f est parabolique et
s’écrit (cf. (3.1))
(5.12) f= fos avec fs € F.

s>0

De (3.5), on déduit .
g(f2) = 9(fs)

™1, il en résulte que

et, puisque f2° € ¢* Fa[q*
g(f) = maxg(f.).
Pour 1 < j < g, on pose

(5.13) S;=8;(f) ={s 2 0; g(fs) =4}

Proposition 14 Soit f # 0 une forme parabolique modulo 2 que l’'on écrit sous
la forme (5.12), g = g(f) son ordre de nilpotence et, pour 1 < j < g, S;(f)
défini par (5.13).

Sig=1, ona
SES1
Sig>=2, ona
T B 1
(5.15) Wy(x) = 0(f) loggj(log log )7~ <1 +0 <log logm>>
avec
(5.16) JOEDY 6(]})'
sESy 2



Démonstration : Supposons g = 1; par la proposition 7, f s’écrit

f=3 a7

SES1

et, puisque par (1.4), Wa(z) = [(v/z —1)/2], on a

o= E Wantn = £ s (3) - X |yf35 3

SES, sES seS1

d’ou (5.14).
Supposons maintenant g > 2. On a

et
(5.17) Wi(z) = Wa, (o).

Par (5.14), on a
(5.18) Wa, (@) = O(Va).

Soit maintenant j, 2 < j < g; par (5.6), il vient

Wo, ) = > Wr. (5

SES;

_ x(log log(z/2%))7~2 1

= 20 T )

— 5(fs) X . 1
P N G =)

Pour 2 < j < g—1, (5.19) implique

x -3
We; =0 (k)gx(log log(z)* ))
ce qui, avec (5.17), (5.18) et (5.19) (avec j = g) prouve (5.15). O

5.5 Minoration effective de Wy (z)

Théoréme 4 Soit f = > c(n)g"™ une forme modulaire de niveau 1 modulo 2,
g = g(f) son ordre de nilpotence. On suppose que g > 5, et que x est un nombre
réel satisfaisant

£3:5(g—1)

(5.20) x>e

Alors
T g—2

W(z) > 0.4 6(f)

logz (loglog x — logloglog x)

ot 0(f) est la constante strictement positive définie par (5.7) et (5.16).
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Démonstration : Supposons d’abord f € F. La preuve du théoréme 3, et en
particulier les formules (5.8) et (5.11), montrent que

Wi(z) > > Ni(ming(t),ns(t) > Y N(zsna(t),ns(t)).

teT(f) teT(f)

3.5(g—1)

Puisque pour t € T(f), on ans(t) +ns(t) = g—1 > 4, et puisque x > e° )
le théoréme 2 donne

0.502 g—1 x 9

>0t log log  — log log log )72,

Wy (z) TG > <n3(t)) logx( oglog z — logloglog x)
teT(f)

Vu le définition (5.7) de d(f), ceci entraine que

x (loglog  — logloglog )92,

8
> 0. —_
Wi(z) > 0.502_56(/) 3~

ce qui prouve le théoréme quand f € F. Le cas général se raméne & ce cas par
la méme méthode que dans §5.4 O

6 Parité de la fonction de partition p(n)
Théoréme 5 La quantité Ag(x), définie en (1.12), vérifie l’inégalité
(6.1) Ag(x) = 0.069 /z loglogx

pour x > 1.

Démonstration : La démonstration est la méme que celle de l'inégalité ci-
dessus (1.13) dans [13, §5]; simplement, on remplace la majoration de l’ordre
de nilpotence g(A*) < (k +5)/4 (cf. [13, (3.28)]) par la valeur exacte g(A¥) =
h(k) + 1 rappelée ci-dessus en (3.12).

Soit d un nombre pair > 0. On pose

2¢ _ 1
k=1+4+42+. . 44271 = —
Le code de k est (cf. §3.3)
[07 2d/271 - 1]
et donc
(6.2) h=h(k) =221 _1, g(AF) = 2d/2-1,

11 résulte de (5.1) (avec f = A¥) que I'on a en utilisant la notation (2.8)
(6.3) War(z) < o (x) + 7y (z) + ... + m,(2).
Soit # = w9 = €' aréel, 0 <a <1, Q(a) =1—-a+aloga,

Y =Y(z) =loglogz + 1.87,
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et
(6.4) 5<h<1l+aY <1+4Y.

La majoration (6.5) ci-dessous, basée sur la formule (2.7), est donnée dans [13,
(2.22)]

3.29 x

(6.5) mo(x) +my(x) + ..+ 7 (2) < (1 — a)(logz)@@)’

On définit d pair par
(6.6) 64< (24 aY)? <29 <424+ aY)2 <42+ Y)2

Notons que la condition 2¢ > 64 impose d > 8, ce qui entraine h = 24/2-1-1 > 5
et assure la véracité de (6.4). Posons

3 x 2d
2z

8=

Puisque z > 2o = €%, par (6.6), il vient

6 loglog x + 3.87
. </ —(24+Y)2 L ———F <
(6.7) B yZEHY <V —=—"r Bo

avec
NG loglog xg + 3.87

= 4.00405...1072L.
\/50

o =

On a également

Eo29—1 24 2 . 2 ,
z < g s ghosho

(6.8) 3z 3z

La formule [13, (5.3)] donne la minoration

3-2d 1-2 2 War(8 k
(6.9) Ao(@) 2/ =3 ﬁ<1+§)<3‘w>'
Par (6.3), (6.5) et (6.8), il vient

329 (8x+k) 3.29 (8 + fo)x .
(1 - a)(log(82))2(®) = (1 —a)(1 — 26,)(log(8x)) ()

(6.10) War(8z + k) <

Par (6.6), nous avons

V2e>2+aY >aY > aloglogz
ce qui, avec (6.9) et (6.10) entraine

1-28 avz

(6.11)  Ag(z) > T %

4.935 (8 + Bo) ) .

toglog.r (1 " = )1 - 2B0)(l0g(82))@@

En observant que

1 /1-28 1 (1-26)\
(1+ﬁ>>\/6<1+60>0.40824829...

S
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et que 4.935 (8 + y)/(1 — 20p) < 39.5, (6.11) implique

(6.12) Ao(x) = 0.408 a vz loglog (1 - a)(i?g.?gx))(g(a)> '

Choisissons z1 = exp(9.7x10°) et a = 0.335. Pour x > 21, ona2+a Y > 8.015,
la condition (6.6) est remplie, I'inégalité (6.12) donne

Ao(z)
vz loglogx

tandis que, pour 3 < x < x1, par (1.13), on a

39.5
(1 — a)(log(8z1))@)

> 0.408 v <1 — ) > 0.070155

Ao(w) 028 028
Vv loglogz = /loglogz ~ +/loglog 1
ce qui prouve (6.1) pour z > 3. Or on a p(1) = 1 et p(2) = 2, donc pour

1<xz<2 Ag(z) =0et, pour 2 < z < 3, Ag(x) = 1, ce qui permet de vérifier
la validité de (6.1) pour 1 < z < 3. O

Lorsque 2 — oo, 3 — 0 et (6.11) implique Ag(z) > (a/v6)\/xloglogz, ce
qui, en faisant tendre « vers 1, entraine

> 0.069809,

Ag(x) 2 vz loglog z.

Sl

Théoréme 6 Pourx > 2 on a

NZ3
A .037——1 .
1(x) >0 03710gx og(x)

ool

Démonstration : Soit d > 2 un entier pair, si bien que k := 2L est un entier

3
impair. D’aprés [12], page 481, on a

8x 9k+3
9%k+3 (1 + 2 )

Notons g = g4 = g(k) l'ordre de nilpotence de A* et h = hgy = gq — 1.
D’aprés (6.2), on a hy = 2%271 —1 = /3k + 1 — 1, et donc hgyo = 2hg+ 1. On
peut donc choisir I’entier pair d de telle fagon que

(6.13) Ay(z) >

1 1
(6.14) A loglog 8z < hy < 1 loglog 8z + 1.
Supposons pour 'instant que = est trés grand, & savoir :
24

1
(6.15) x> gee

Cette hypothése entraine que élog log 8z > 3, et donc que l'entier h = hy est
> 4. Nous verrons comment nous passer de cette hypothése a la fin de la preuve.
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Sous ces hypothéses, le dénominateur de (6.13) satisfait, puisque v9k + 3 =
V3(h +1) < loglog 8z :

8 9k + 3 T x
1 — 1+ log 1 2 —
oF 13 ( + o ) < \/;\/8/9( +loglog8z/v2x) < ’/k’

et (6.13) entraine donc

Al(x):> LVAk(Sf‘Fk).

va/k
En notant que vk > h//3 on en déduit :
hLVAk(Sx)
6.16 A(x) > ——2.
( ) 1( ) Vﬁi%

Par (6.14), la condition (5.20) du théoréme 4 appliquée 4 AF et & 8z est
satisfaite, et 'on a vu que h > 4; la conclusion de ce théoréme s’applique donc,
et en notant que

71_2

(6.17) (S(Ak) > ma

donne la minoration
2 T

(6.18)  War(82) > 04— 1op5s

(loglog 8z — log log log 8z)" .

En introduisant cette minoration dans (6.16), on obtient

S 0.4 72h NZ3
4+4/347=1(h — 1)! log 8z

Al(.%‘) )h—l

(loglog 8z — loglog log 8z

)

et donc, en utilisant que log 8z/logx < 1.001 sur le domaine considéré,

h Vi

.19) A .
(6.19) 1(:E)>O564h*1(hf1)!10gx

(loglog 8z — log log log 8z)"~!

Puisque d’apreés (6.14), log log 8x > 4(h—1), et la fonction log log 8x—log log log 8x
est croissante, on a

(loglog 8x — logloglog 83:)}‘_1 > (4(h—1) —log(4(h — 1)))h_1

h—1
po s (1 1)

Puisque h > 4, on a % < log(12)/12 < 0.21, si bien que par (2.39), on a

4(h—1) 4 16(h —1)

log(4(h — 1))
2

log ((1 _ log(4(h - 1)))*“) o log(d(h—1)) log*(4(h — 1))

puisque h > 4.
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h—1
Donc (17%) >1//4(h—1) et

4h—1 -1 h—1
(loglog 8z — logloglog 8z)" ! > %

En incorporant cette minoration dans (6.19), on trouve

Vh—1(h— 1)1 Jz
(h—1)! log z

Ay(z) > 0.28

En appliquant la majoration de Stirling (h — 1)! < evh — 1(
h>2 ona

2 A 2geh—2 YT
(6.20) 1(x) > 0.28¢ g 7

1/8
Comme par (6.14), e"2 = el > (log;;) on obtient finalement

A1 (SC) >

1
8
x>T7 ona A (x) > 4.571(‘)21 d’aprés un théoréme de Nicolas (cf. [12]) rappelé
ici en (1.14), donc

1/8
Ar(z) > 457 YT 1o8(@) s > 457 v log(z)l/g%
log(x) (log (Lee*")) log(z) e

et le théoréme est prouvé sous I’hypothése que = > e Sz < %6524 mais

ce qui montre également la formule voulue dans ce cas puisque 4.57/e® > 0.037.
Enfin, on vérifie cette formule & la main si 2 < x < 7. O

Théoréme 7 Si la conjecture 1 est vraie, on a pour tout x > 2 :

N
Ai(z) > 0.018 (log z)7/8-Tos(2)/8"

Démonstration : La preuve suit de prés celle du théoréme précédent, dont on
reprend les notations.

Si d > 2 est un entier pair, k = ng_1 =Y B;2%, avec B; € {0,1},ona B; =1
si ¢ est pair, ¢ < d — 2, et 5; = 0 dans les autres cas. On a donc ngz(k) = 0,
ns(k) = h = 24271 — 1 et les nombres uy, ..., up définis au §4.7 sont tous les
entiers de 1 & d/2—2. D’aprés la conjecture 1, tous les entiers de code [u, v] avec
u 4 v = h et u pair sont donc témoins de A*. D’aprés la formule (5.7), on a

2 h 7T.2
AFy=—T S —
SAY) = S u<§pm (u) 8(h — 1)l4"

En remplagant dans la preuve du théoréme précédent la minoration (6.17) par
cette égalité, on gagne un facteur 2”1, si bien qu’on obtient a la fin, au lieu de
(6.20) :

(6.21) Ay(z) > 0.28¢29h-1 VL
log x
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d’ou

Al(l‘) > 0'28eh(1+10g2) \/'E

2e2 logz”
et donc /i
0.28 x 14log(2)
A > — 1 e
1(@) 2¢2 log x og(2)
sous ’hypothése (6.15), i.e. > %eem. Pour 7 < z < %ee%, on a
1+log(2)
1 — s og 1
Al(x) > 4.5710\/(5) Og(m) - 1+log 2 > 4.5710\/(5) log(x st m
x 1 _e24\\ 8 x e
B (log (gee)) &
ce qui implique la formule voulue puisque egfg,iﬁzgz ~ 0.028 > 0.018, et on vérifie
cette formule & la main pour pour 2 < x < 7. O
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