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Let p(n) denote the number of partitions of n, and for i = 0 (resp. 1}, Ai(x) denote the
number of n < x such that p(n) is even (resp. odd). In this paper, it is proved that for

K
some constant K > 0, Aj(z) > —z—{lﬂﬂ‘—;“)— holds for x large enough. This estimation

to,
slightly improves a preceding result ofgS. Ahlgren who cbtained the above lower bound

for K = 0. Let Alg) = q[32,(1 — ¢™)?* and AF(g) = T52, 7i(n)g™; the main tool
is a result of J.-P. Serre about the distribution of odd values of ri(n). Effective lower
bounds for Ag(x) and A;(zx) are also given.
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1. Introduction
Soit p(n) le nombre de partitions de n, c’est-3-dire le nombre de fagons d’écrire
n=mni+ng+---+n,avecn > ng > --- > N, > L. Dans article {23], MacMahon
rapporte que, quelques mois avant son décés, S. Ramanujan lui avait écrit pour lui
demander s'il pouvait déterminer la parité de p(n).

En fait, la fameuse formule de G. H. Hardy et 5. Ramanujan, précisée par
H. Rademacher (cf. [18,33]) s™écrit

. (C\/n—1/24)
sinh —

Vn—1/24

1 & d
p{n) = 7 ;ak(n)\ﬁc_% .1

ol O = 11'\/% = 2.565... et out les coefficients ax{n) sont un peu plus compliqués.
La série (1.1) est assez rapidement convergente: pour n > 576, il faut au plus
% termes pour calculer sa somme avec une erreur inférieure & 1/2, ce qui suffit

pour obtenir la valeur exacte du nombre entier p(n} (cf. (33, Chap. 14]). Par la

ARQ
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connaissance de la parité de p(n}, 3. Ramanujan espérait raccourcir encore ce caloul
en remplagant 1/2 par 1.

Malheureusement, la parité de p(n) se révéle dtre un probleme trés difficile.
Notons

Ai(z) = Card{n < z,p(n) =i (mod 2)}, i=0,1 (1.2)

Dans {32], en 1967, T. R. Parkin et D. Shanks calculent p(r) {mod 2} pour n <
2. 10%, montrent que, pour 10% < <2108,

niz) &L IA1($)\;EA0($)I

et conjecturent que 1 (z) = O{z°) pour tout £ > 0. Malis, les résultats théoriques
restent trés loin de cette conjecture.

Pour répondre & S. Ramanujan, MacMahon (cf. [23]) donna un algorithme de
calcul de la parité de p(n) et calcula que p{1000) est impair.

En 1959, O. Kolberg (cf. [20]) démontra que Ay{x)} tend vers 'infini avec x pour
i=0eti=1.

En 1983, L. Mirsky (cf. [25}) prouva 'inégalité A:(z) > ‘P82 pour i = 0 et
i=1.

Avec A. Sérkézy, en 1995 {cf. [27]), nous avons montré A;{z} 3 (log=)*® pour
i=0eti=1.

Grace & [. Ruzsa, en 1998 (cf. [26]), nous avons obtenu les minorations

Ag(zy > vz et Al >» \/Eexp(i-_éinwi—z) (1.4)

< 2.882 (1.3)

ol e est une constante supérieure a log 2.
Soit a et b deux entiers positils. Pour { = 0 et { = 1, posons

Ai(a,b;z) = Card{n <z, n =b (mod a), p(n) =i {(med2}}. (1.5)

Dans [39], M. Subbarao a conjectiuré que, pour tout entier e positif et pour tout b,
Agla, b; x) et Ay(a, b; x) tendent vers L'infini. En utilisant les résultats de J.-P. Serre
sur les propriétés arithmétiques des coefficients de formes modulaires (cf. [36,37,31]),
K. Ono dans [30] a presque démontré cette conjecture en prouvant que Ap(a, b;z)
tend vers I'infini et que, ou bien A;(a. b; z) = 0 pour tout z ou bien Aj{a, b; z) tend
vers Vinfini. Le comportement de A; (e, b; x) & été précisé dans [9] lorsque le module
a de la progression arithmétique est une puissance de 2.

Dans [1), S. Ahlgren a montré que Ao{a, b z) > /& et que, si A1(e, b; z) n'était
pas nul peur tout =, A;(a,b;z) > E‘g”;, ce qui implique

vz

Al(l'} 4 l_o_g-E (1.6)

En appendice de l'article [26], J.-P. Serre démontre

. AU(O‘) b; .’L’}
lim ——— =
vz

T

+00. (1.7}
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Dans cet article nous améliorons légérement la minoration (1.6) en prouvant:
Théorém 1. Soit Ai(x) défini par (1.2). Il existe une constante K strictement
positive telle que

log 1 K
A(z) > YEUoRlorz) ™ (1.8)
logx
On peut prendre dans (1.8} la valeur

K =n(4-10"%) —7(2-10'%) -1
= 142966208126 — 73301896139 — 1 = 69664311986 {1.9)

ol m(z) = 3., 1 désigne lo fonction de comptage des nombres premiers.

Pour ¢ et b quelconques, les minorations de A;{a, b; z) obtenues & 'aide des formes
modulaires ne sont pas, pour le moment, effectives alors que les minorations {1.4)
le sont. Nous prouverons

Théorém 2. On a les minorations effectives suivantes:

: VE
> > 457 ——

(i) z2T7 = Ai(z) =457 gz

et

(i) z>10 = Ag(z) > 1.05 /7.

Au prix de calculs un peu plus longs, on pourrait augmenter les constantes 4.57 de (i)
et 1.05 de (ii) et les rapprocher respectivement de %Jg =604...et gg =1.63...
qui sont les limites de la méthode.

La démonstration des Théorémes 1 et 2 reprend la Démonstration de (1.7) dans
le cas le plus simple a = 1 et b = 0. La forme modulaire qui intervient est une puis-
sance de la fonction A (définie ci-dessous en (3.1)) et I'on utilise les résultats connus
sur la distribution des coefficients du développement de Fourier de A* modulo 2,
rappelés dans le théordme 3 ci-dessous. Enfin, on emploie 'argument combinatoire
(cf. Lemmes 1 et 2) qu'un produit de deux séries formelles lacunaires ne peut pas
contenir trop de termes non nuls. L'exposant k = 5 donne des résultats effectifs sur
le coefficient de A% modulo 2 (cf. Sec. 4) qui conduisent au Théoréme 2.

Curieusement, la démonstration fait intervenir la décomposition en facteurs pre-
miers de 2" — 1 et les nombres de Wieferich (cf. Sec. 7).

Soit B un ensemble de nombres entiers naturels non nuls. On appelle p(B3,n) le
nombre de partitions de n dont les parts sont dans B. La parité de p(B,n) a été
considérée dans quelques rares cas particuliers. La. parité de p({1,2,...,k},n), le
nombre de partitions de n en au plus k parts, est étudiée dans [15]. Par ailleurs, on
peut construire des ensembles B tels que, pour n assez grand, p{B,n) soit toujours
pair (ou ait une parité donnée} of, [2-6, 26, 28, 29, 21, 22]. Enfin, dans [7, 8], on donne
une minoration de 4;(B,z) = Card{n < z,p(B,n} =i (mod2)} pouri=0eti=1
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pour certains ensembles B particuliers, par exemple, lorsque B contient tous les
nombres impairs.

Lors des Journées Arithmétiques de Limoges en 1996, J.-P. Serre m’avait de-
mandé si ’'on pouvait rendre effectif son résultat (1.7). Cet article est une réponse
trés partietle & sa question. J'ai plaisir & le remercier pour les discussions et les
échanges de lettres que nous avons eus. Je remercie K. Ono pour diverses infor-
mations, A. Schinzel qui m’a indiqué la proposition 5 ci-dessous, O. Ramaré qui
n’hésite jamais & faire partager sa grande connaissance sur les nombres premiers
dans une progression arithmétique et M. Deléglise pour les calculs sur la fonction .
Enfin, je remercie Parbitre anonyme pour sa lecture approfondie du manuscrit.

2. Séries Formelles

Soit K un corps et Fg) = 3 oo Fng™ € K[[¢]] une série formelle & coefficients dans
K. On définit

P(F,z) = Card{n,0 < n < z, Fy, # 0}. (2.1)

Lemme 1. Soit F, G, H trois sérics formelles & coefficients dans K, avec F = GH.
On a pour tout © > (:

P(F,z) < P(G,z)P(H,x).
Démonstration. Ecrivons G{g) = > 1o, Gig* et H(g) = Ero ;g7 . La relation

F = GH se traduit par F, =3 _; tj=n G Hj; si le coefficient F, est différent de 0, il
existe donc 7 et § avec ¢ + § = n et GiH; # 0. Par conséquent

S| X 1| 31| =PGa)PH, ). 0
it+j<z i<z =T
G‘-H_,-#O G‘-;EU Hj?éﬂ

On suppose maintenant que F(g) = 3 oo Fra™ € Zilg]]; on pose pour i =0, L:

Py{F,z) = Card{n,0 < n < z, Fy, =¢ {mod 2)}. (2.2)
11 résulte de cette définition que
PuF(@).2) = Pa T + Flo)a) (23)
et que, puisque F2(g) = 3% | Foq®™ (mod 2),
'PI(F r) = P1(F?, 2z). (2.4)

Lemme 2. Soit F,G, H trois séries formelles & coefficients dans Z et FF=GH.
On a pour tout x = O:

PI(FJ z) < Pl(va)pl(H’x)‘ (25)
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Démonstration. Soit ® le morphisme canonique de Z dans Z/2Z. On pose F(g) =
T2 B(Fr)q® € Z/2Z][qg]]; si l'on définit similairement G et H, la relation F' = GH
1mpl1que F =GH. Par (2.1), (2.2) et le lemme 1, il vient:

Py(F,z) = P(F, 1) < P(G,z)P(H, z) = P1(G,z)P1(H,z)

ce qui établit (2.5). O
D’autre part, Pl(F z) est le poids de Hamming (cf. [24], ch. 1, Sec. 3) du vecteur
(B(Fo), B(F1),. .., B(F|z)), et il est facile de voir que, si pour i = l et ¢ = 2,

Fid(q) € Z/22[[q]l on
PUFD 4 FO 3) > P (FOD z) — PL(FP, 2). (2.6)

On définit la congruence entre deux séries formelles & coefficients entiers G(q) =
300 0 Gag™ et H{g) =3 0" Hag™ par

(G = H (mod2))& (Vn > 0,G, = Hy (mod 2)). {2.7)
On pose f{g) = [I22, (1 —g™). L’identité d’Euler (cf. [19, Théoréme 353}) s’écrit

T n nf3ni-1)
f@) = H(l— I e e e T
=1
On pose up =1 et, pour z > 1,
Ugi—1 = Z(ﬁzi.}l et wug = ?'(3;;—}1 (29)

Les valeurs de u; sont les nombres pentagonaux:

j=[012345 6 7 8 9 10
u; =[012571215 22 26 35 40

et {2.8) entraine

= g% (mod2). (2.10)

=0

Lemme 3. Soit z un nombre réel positif et d un entier naturel. Avec les notations
(2.2) et (2.8), on a

o =3P 2) <y g + 2 (2.11)

et stz > 2¢,

.od 2¢ - ETAS
2 L5 en(f0e) s 2 (102E) e
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Démonstration. Supposons d’abord d = 0. On définit ¢ > 0 en fonction de z par

3¢ < (3 +1) _G+nEig 3(i+2)°

o Suk=—— Sz < Uity B = 2 (2.13)
Compte tenu de {2.9) et de (2.10), on a
8z . . 8z
?—35 1+ 2%<Pi{fiz) < 14+-(2i+1) < ?+2,
ce qui prouve (2.11) lorsque d = 0.
Supposons maintenant € > 0. On a
o e o
A=) ¢ (mod2) (2.14)

Jj=0
et
PL(FY,z) = Card{j, 0<j, 2%u; < x} = Pi(f,2/2%),

ce qui compléte la preuve de (2.11) pour tout d.
Soit v9 = 0 < v; < vg < --- Une suite strictement croissante d’entiers et

Flg) = Z;'iq ¢%t. On a alors

F
E—EE%El—l—q+---+q"*'l+q"2+q““+1+---+q"3ﬁ‘+q""+--- {mod 2).

On déduit ainsi de (2.14) que les coeflicients impairs dans le développement de
o

2
ﬁ—__(gl sont ceux de g™ avec 2yg; <1 < Zdugi+1 — 1; ceci implique que, pour i 2> 0,

de(Q) d _od
P T—q v2%001 — 1) = 2%(uy — o b uz — Uz +- -+ ugipl — uas)
=241+3+ -+ (2 +1)) = 2%( + 1)%
Par conséquent, en définissant 4 en fonction de = > 24 par

3(i +1)2

P 182
-1 <E :

5 5d < Uzt S

on a

2 d 2
2z . (q) ; 2z
od - < 94;2 « < 9d 2 ¢ gd
( FT 1) 2% JPl(l_q,:r: <2+ =2y g5 2

et (2.12) en découle. g
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3. La Fonction A

On définit
Alg) =q [ -q% =3 rln)g™ (3.1)
n=1 n=1

On sait que A (¢%7*) est une forme parabolique de poids 12, et 7 est la fonction de
Ramanujan (cf. [38, VIL, 4.5]).

Proposition 1. On a
o 2
Alg) = Z g#mHLT (mod 2); (3.2)
m=0
autrement dit, 7(n) est impair si et seulement si n est le carré d’un nombre impair.

Démonstration. Lidentité de Jacobi (cf. [19, Théoréme 357]) donne

o0 & [e=]
[[a-a" =3 (-)m@m+1g™F = 3 ¢ F?  (mod2).
m==0

r=1 m=0
Par (3.1), il suit
oo 8 (e o]
Alg) =4 (Z qﬂ"’-ﬁ_”) = 3 gtHmimtl) (mod2). =
m=0 m=0

Soit p un nombre premier. Désignons par vp(n) la valuation p-adique de n, .
c'est-a-dire le plus grand exposant a tel que p* divise n. On définit

W)= 3 L (3.3)

pln
vp(n}=1
Ainsi, pour n =415 =3%.5.7, on a w'(n) = 2 et pour n = 36, w'(n) = 0.
Soit k£ un entier positif. On écrit
o0
A*g) = m(n)e™; (3.4)
n=k

la congruence (3.2) entraine

— 2 _
A¥(g) = ¢* + kg™ + k:(k:2 l)quB + kk 63k +8) ¢t ... (mod2)
(3.5)

et 'on pose, pour x réel positif
Bi(z) = Pi{AF, 2) = Card{n < z,7(n) =1 (mod 2)}. (3.6)

La relation Bax(z) = Bi{z/2) permet de limiter 'étude de By aux k impairs. Nous
utiliserons le théoréme suivant (cf. [37], 6.6, [36], 6.6 et [31], 2.7):
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Théorém 3. Soit k un nombre impoir positif différent de 1. Il existe un entier
agr = 2, appelé degré de nilpotence de Ak tel que

Bi(z) = P1{AF, x) =4 @(loglogw}g"_?. (3.7)
De plus,
w'(n) = gr = Tk(n) est pair (3-8}
ce qui s'éerit encore
mr(n) est impuir = w'(n) <gr — L (3.9)
D’autre port, gp est minimal, autrement dit, il existe n > k tel que
Wwin)=gr—1 et 7i{n) est impair. (3.10)
Remarquons que, dans (3.4), 7e(k) = 1 et (3.9) implique
gk > 1+ (k). (3.11)

4. Etude de Bg(x)

Rappelons que 7x{n) est défini par (3.4) et B(z) par (3.6). Lorsque k =3 et k = 5,
on sait décrire les n tels que Tg(n} est impair:

Proposition 2. Les nombres entiers n pour lesquels m5(n) {resp. T3(n)) est impair
s’écrivent p*™ 1142 oi p est un nombre premier congru 6 5 (resp. 3) modulo 8, m
est un entier naturel ef h un nombre impair non multiple de p.

Démonstration. Ce résultat est proposé en exercice dans [37], 6.7 ou {36], 6.7. On
déduit de (3.2) et (3.5) que

n#5 (mod8} = 7m(n)=0 (mod 2). 4.1
Par (3.2),.0n a
AS(g) =Y _ms(n)g™ = A4(Q)A(Q)E( 3 q4‘“2) ( > qbg) (mod 2)
n=5 a=1 b=1
a impair b impair

et 75(n) est congru modulo 2 au nombre de fagons d'écrire n = 40 +b% avec g et b
impairs positifs. Soit r(r) le nombre de solutions dans Z* de Péquation v? +v* = n.
Pour n = 5 (mod 8), on a donc
1

75(n) = gr(n) (mod 2). (4.2)
Soit » un nombre impair et n = p$'ps® - p7’ q‘f ! qg2 ---qg" sa décomposition en
facteurs premiers avee, pour 1 < i € I, p; = 1 {mod 4) et, pour 1 < j < J,
4; = 3 (mod 4). On » (cf. [19, Théoréme 278])

I J _1\Bs
r(n) = 4] Jes +1) (i#—) .

=1 F=1
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Pour que r{n) soit non nul, tous les f3; doivent &tre pairs. Rangeons les nombres
p1,D2,--.,pr de fagon que an, o, ..., op solent impairs et Qrry1, G2, .--,Q&f
solent pairs. On a alors

T{n)
4

II
= H(a,- +1) (mod?2)
i=1

et la condition “r5(n) mpair” et (4.2) impliquent I' =1 et &) = 1 (mod 4}, ce qui
compléte la preuve de la proposition pour Bs. Le cas de Bj est trés voisin et utilise
le nombre de représentations de n sous la forme n = 2a? + b {cf. [16, Théoréme 64
et Ex. XXII, 1]). 0

Lemme 4. Soit v un nombre réel, v > 3. On désigne par S.(z) le nombre de
couples {M, N) de nombres entiers positifs telles que M = 5 et M¥N? < z. Alors,
on a

Su(z) Sgo

Démonstration. On a

S(x)= Y. lﬂﬂs > im

5<M<Tl/v 5<M<glfv
o0
1 < dt
SVEY. Ve[ wm
M=5 M/ a #f

e LSRl CVC S
2

Introduisons les fonctions classiques en théorie des nombres premiers:
w{x;8,8) = Z 1 et &{x:8,5) = Z log p, (4.3)
p<z ps=
p=5 (mod8) p=5 (mod8)
et nous utiliserons I'inégalité (cf. [34, Table 1])

0.002811 g 3

> 1010 .8.5)— 2f < =z
=210 =>|9(“”’) 4}" 1 = 1000

(4.4)

Lemme 5. On o pour tout > 1:
w(z;8,5) < 0.405——$ .
logz
Démonstration. L'inégalité est vérifiée & 'ordinateur pour z < 101%; le maximum
de MB':@E est obtenu pour z = 61 et m(61;8,5} = 6. On peut donc supposer
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que z > 100, Soit £; vérifiant 1 <#; <z. On a
8{x;8,5) > Z logp > log t1 (m(z;8,5) — 7(¢1;8,5))

81 <pRT
p=5 (mod8)

qui, via la borne banale
t;+3

3 {4.5)

w{t1;8,58) <

donne
9(:(.';8,5) ty +3
. < )7 N,
7(z; 8,5) < Tog s + 8

0.8

En appliquant (4.4) et en choisissant, £; = 2", on obtlent

0.281x 298+ 3 O 32z
~ 0.8logx 8

avec p1(z) = 2 T gz (4y + 2). Comme p; est une fonction décroissante de x pour
T > 10'°, on majore py(z) par p1(101°) < 0.09, ce qui, puisque 0.32 x 1.09 < 0.405,
achéve la preuve du lemme. (]

w(z;8,5) < (1 + p1(z))

Proposition 3. Soit Bs(x) défini par (3.6). Pourz > 10", on o

T z
R —_— < 0.87-—— .
0 24910gI < Bs(z} <0 87i0gI (4.6)
et , lorsque T — oo, _
. - a2
Bs{z) ~ 3 logm (ﬁ = 0.308. ) (4.7)

Démonstration. Le coefficient dans (4.7} provient de la formule

- 1 1 1y o«

> X Z (an)(l—z)=? (48)
h=1 n=1 3—2 n=1

h impair j pair

De la Proposition 2 et de (4.3), on déduit
8{z;8,5)
> : i ik s

Bs(z) > m(x;8,5) > Tog

et la minoration dans (4.6) s’ensuit par (4.4). Ecrivons ensuite

Bg(z) = Bi(z) + Bf(z) (4.9)

oli, par la Proposition 2, Bj(z) compte les éléments de la forme p*™+ih?

m = 0 tandis que BY{x) compte ceux avec m > 1. Par le Lemme 4, on obtient la
majoration:

avec

4

-5
1
m=]
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Soit o satisfaisant 1 <t < /7. On a

Bie)= 3 ( ) 1)

RIVE p<a/h®
k impair p= 5 (mod 8)
pth
< Y (h2,8 5) = Bs(z,ta) + Bs(x,t2) (4.11)
h<VE
h impair
avec
o~ T = T
Bsmte) = Y ar(-h—z;s, 5) ot Bolmts)= 3 fr(ﬁ;&s). (4.12)
h<tg ta<hZ/2
k impair h impair

On majore Bs par (4.5):
B z 3y z [®dt 33« | 3E
B Y (m+i)<i) B+5- LBE
ta<h< T 8h 8 8 Jip-1 t 8 8(ta — 1) 8
(4.13)

On majore B; par le Lemme 5 et par (4.8):

X
< 0.40
/t?) h; h2 0 5810 s/

kh impair

By(, s} < 0405

En choisissant ¢ = %%, on obtient

Bis(z,2%%) < 0.405% (4.14)

T
< 0.84—.
8 0.6logz 08410ga:
Finalement, il résulte de (4.9), (4.11), (4.13), (4.14) et (4.10} que
Bs(z) < Bs(z,2%%) + Bs(z,2%%) + B (z) < g5 (084 +p2(a))

avec pa(z) = l° o+ (3+ &) 1%;5 Comme pg est une fonction décroissante de
T pour x > 1010, on majore pg(z) par p2(101%) < 0.03, et la majoration dans (4.6)
est ainsi démontrée.

1’équivalence (4.7) est démontrée dans [37], 6.7 et [36], 6.7 en appliquant un
théoreme taubérien 3 la série de Dirichlet 3 oo ; %}2 ol x(n) = 0 ou 1 suivant que
75(n) est pair ou impair. La démonstration ci-dessus de (4.6) peut étre adaptée pour
obtenir (4.7).

Les nombres ph? ol p divise h s’écrivent p35%; donc, par le lemme 4, on a pour

tout ts tel que 1 < 13 < V7,

Bi(z) > ( Z T (%;8,5)) — S3(z) = Bs(z, ta) + O (V). (4.15)

h<ta
R impair
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En choisissant 3 = %2, on a par (4.9)—(4.13) et (4.15)

Bs.(:r)=( 3 w(%;s,s)) +0(z®8) . (4.16) &

h< %2
h impair

On applique le théoréme des nombres premiers (cf. [17, Théoréme 8.8]) sous la forme

w(x; 8,5) =

z x
dlog + O(logzx)

qui entraine, pour h < z02

z z z
T —=;8,5)= +O( )
(h2 ) 4h?logz (1 — J—ﬁj;;;*) h?log® z
L logh+1
"~ 4hllogz * O(xhz log2:c) '

1 2 1 o~ logh+1
Comime Z i i +O(E) et que la série Z ognt est convergente,

2
h<t 8 h=1 h
h impair h impair
on obtient
2 0.8
> (59 = Hi + (i) +o()
R h 32logzx logx log“z
h impair

qui, avec {4.16), conduit &

2z z
Balz) = — %
5 () R iogs +O(log2:c) (4.17)
ce qui termine la preuve de (4.7). O

5. Minoration de A, (x)
La série génératrice de p(r) est, par (2.8), {cf. {19], 19.3)

def . o 1 1
P(g) = n;p(n)q = ml;Il T R (5.1)
Soit d un entier naturel pair. On pose
k= 2d3— Len (5.2)
On écrit alors par (5.1) .
oo
(zp(n)qn)f(q)‘*‘ = P(g)f(a)”" = f(a)*. (5.3)
n=0
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Par (1.2), (5.1) et (2.2), on a Ai(z) = P1(P,z} et le Lemme 2 appliqué & (5.3)
donne pour tout z réel positif

P (f3k= E)
Ai(z) = Pi(Pz) 2 SEE s 5.4
(@) =Pi(Pz) 2 ) (5.4)
Mais, par (2.4}, (3.1) et {3.7), il vient
Ak
Pu(f%,2) = LS, 82) = Py ( q;(cq) ,89:)
= P1(AF, 8z + k) = Bi(8z + k) (5.5)
et (5.4) et (2.11) entrainent, pour tout d pair et tout x réel positif
() z 2o H) (5.6)

8z - 3.94
3.2d 2

ol k est défini par (5.2}. Fixons d et & tels que 4 > 2 et w'(k) > I; Uapplication du
Théoréme 3 donne avec (3.8)

Jz

vz ge—2 (k-1
. el & > w .
Ai(z) »a log:c(log log ) > log:c(log log x) , {5.7)
ce qui démontre le Théoréme 1 avec
24 1
K:w’(k)—lzu’( 3 )-—1. (5.8)

La valeur de K donnée en (1.9) sera justifiée au paragraphe 7.

Démonstration du Théoréme 2(%)

La fonction ¢t — ﬁ% est décroissante pour ¢ < e® = 7.380... et crois-
sante pour t>e% Comme A4:(7) = 7, pour 7 < z < 8§, on a T‘:}%EL% >
min(T-';og,;, “\7—57%53) > 5.14. Or calcule A;{n) pour n < 50000 et 'on vérifie
que, pour 8 < n < 50000, Ai{n) > 4.57@%71%)-. Ensuite, la table 7 de [32] donne
A1(49999) = 25016 > 457 Y210, ot A;(1999999) = 999497 > 457 ELTC.
done, A1{z) > 4.572% est vérifiée pour z < 4 - 102,

log x
Supposons maintenant x > 4 - 10'%; lorsque d = 4, k =5 et o > 4- 1013, on a

1/ % < 8-1077, et, par (4.6),

Bs(8z + ) > Bs(8z) > 0.249 i
log 8
logz| 14+ ——
log z
x 1.992 T
~ logx log 8 2 1.867 logz
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En reportant ces majorations dans (5.6), on obtient

Al(m)z( L867+/6 )ﬁ>4573 VT

1+8-10°7 flogz = " logx

ce qui achiéve la démonstration du théoréme 2(i).

6. Minoration de Ay(x)

3

Par (2.3) et (5.1), on a Ap(z) = 'P1(1+q + P(q),:c). Soit toujours d pair et k défini
par {5.2). On déduit de (5.3)

J (fI)

(2 +P@) 07 = 24 s

En appliquant le lemme 2 & I'inégalité ci-dessus, puis, successivement (2.6), (2.12),
(5.5) et {2.11), il vient
(f(Q) + flg )3, )
Pu{f(g)*,z)
2(1
Pi (ﬁ(q) x) - Pi(f(@)*,2)

-9
z P @7 1)

2z 6.24
Y (1 Yz ' — B8z + k)
> : 6.1
8z - 3.24 (6:1)
3.2¢ 2z

Pour 4 fixé et z tendant vers U'infini, il résulte de (6.1) et (3.7) que

Ag(z) >

Ao(z) 2 \/_ f (6.2) '

Lorsque d = & = 0, on retrouve la démonstration du Théoréme 1 de [26] qui
n’utilise pas (3.7} (car Bu(z) =1).

Lorsque d tend vers I'infini, on retrouve la démonstration de (1.7) (cf. [26, Ap-
pendice]) dansle casa = L et b= 0.

Démonstration du Théoréme 2(%)

On calcule Ag(n) pour n < 50000 et I'on vérifie que, pour 10 < n < 50000, Ay(n) >
1.05+/n + 1. Ensuite, la table 7 de [32] donne A¢(49999) = 24984 > 1.05v/2. 108
et Ag(1999999) = 1000503 > 1.05v9 - 105 done, Ag(z) > 1.054/Z est vérifiée pour
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z < 9-10!, Supposons maintenant £ > 9. 10%; lorsque d = 4, k=5 et £ > 9101,
ona /82 <1.04-107%, /32 < 52.107C, puis, par (4.1) et (4.6),

8x
< < =
Bs(8z +5) <1+ Bs(8z) 1+087 (8 y = 1+08710g(72_ 1011)

1
<1+02351z <z (0 2351+ 5 011) < 0.236 7.

En reportant ces majorations dans (6.1), on obtient

2z (1 1041075 - 2 0.236)

Ag(z) = > 1.054 /7

‘/g(l +5.2-10-9)

ce qui achéve la démonstration du Théorgme 2(ii).

7. Grandes Valeurs de w!(.%.‘,‘.:.i.—.,.l.)

La fonction w' a été définie en (3.3). Pour factoriser 2® — 1, on le décompose en
produit de facteurs cyclotomiques, et on peut ainsi calculer avee MAPLE, par la
méthode de factorisation d’A. Lenstra utilisant les courbes elliptiques, que

384 _ 1680 _ |
w’(g 3 1)=19, w'(T)=53.

On peut aussi lire ces factorisations dans les tables du projet Cunningham [10)].

Notons que Iw'( %) —w'(2" - 1)| < 1. Dans ces calculs, on observe que beaucoup

de facteurs premiers p de 2™ — 1 satisfont v, (2" — 1} = 1, et ’on conjecture
limsup w'(2* — 1) = +o0. (7.1)

n—00

Malheureusement, il semble trés difficile de démontrer (7.1) & cause des nombres de
Wieferich.

Les nombres de Wieferich
On dit qu’un nombre premier p est de Wieferich si (cf. [35], 5, III et [12], 1.3.3}

22~ =1 (modp?). (7.2}

On connait deux nombres de Wieferich, 1093 et 3511; il n’y en a pas d’autres jusqu’a
4+ 102 {cf. [11]). Persénne ne s'est hasardé & conjecturer que la proposition

] existe une infinité de nombres premiers de Wieferich” (7.3)
est vraie ou fausse. La conjecture, pourtant fort vraisemblable,

“il existe une infinité de nombres premiers qui ne sont pas de Wieferich” (7.4)
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n'a jamais ét¢ démontrée. Cependant, (7.4) résulte de la conjecture ABC (cf. {12,
Ex. 8.15]). Le lien avec les grandes valeurs de w' {252
les Propositions 4-7.

) est mis en évidence dans

Lemme 6. Soit p un nombre premier impair; s0it wy (resp. wp) Vordre de 2 dans
le groupe multiplicatif (Z/pZ)* (resp. (Z/p*Z)"). Alors, ou bien wy = wy, et p est
unt nombre de Wieferich ou bien we = wip et p n'est pas un nombre de Wieferich.

Démonsiration. Par le petit théoréme de Ferrnat, on a 2P~ = 1 {mod p); de méme,
242 = 1 (mod p*) implique 22 = 1 {mod p); ainsi, p — 1 et ws sont des multiples de
wy. On peut éerire 21 = 1 4+ Ap, oli A est un entier; il s’ensuit que

p
9P = (1 4+ Ap)® = 1+ A% + Z (f) Api=1 (modp?)
i=2
et, en conséquence, wy divise wyp. On a donc ou bien we = wy ou bien wy = wip.
Dans le premier cas, comme wp = divise p—1,ona 2?1 =1 (modpQ). Dans le
deuxidme cas, wy est strictement plus grand que p — 1 et donc 2P~! # 1 (mod p?).
]

Proposition 4. Soit p un facteur premier de 2™ — 1.

{i) S vp(2" — 1) = 1 c'est-d-dire 5i p* ne divise pas 2° — 1, alors p n'est pas de
Wieferich.

(ii} 5% vp(2% — 1) > 2 c’est-d-dire si p? divise 2" — 1, alors ou bien p divise n ou
bien p est de Wieferich.

Démonstration. Utilisons les notations du lemme 6. Comme 2™ = 1 (modp) n est
multiple de ;.

Si p est de Wieferich, le Lemme 6 affirme que wa = w; et n est multiple de
we =w. Ainsi 2" = 1 (mod p?) et vp(2" — 1} > 2, ce qui prouve (i}.

Si p n'est pas de Wieferich et si p ne divise pas n, on a par le lerame 6 wa = wp,
et wy qui est multiple de p ne peut pas diviser n; par conséquent, 2" % 1 (mod p?)
et vp{2" — 1) < 2, ce qui prouve (ii). o

Proposition 5. On a Uimplication
(7.1)=>({7.4)

autrement dif, st w' (2" — 1) w'est pas majoré, il eziste une infinité de nombres
premiers gqui ne sont pas de Wieferich.

Démonstration. Ecrivons la décomposition en facteurs premiers

2" — 1= pP*p5? - B} PiaPisn - Pie (7.5)
avec oy > g = - 2 a; > 2. Onaw (2" — 1) = £ et par (7.1), on peut choisir n
pour que £ soit aussi grand que 'on veut. Par la Proposition 4, pjy1,p9542,. .., Pjre
ne sont pas de Wieferich. 2]

=
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Proposition 6. On o l'implication
non (7.1) = (7.3)
autrement dit, s’il existe C tel que w’' (2" — 1) < C pour tout n, alors il existe une
infinité de nombres de Wieferich.
Démonstration. Soit n=2". On a
9"~ 1=22 —1=(2-1)(2+1)(2%+1) (22! +1)...(22"‘ +1).
Les facteurs 2% - 1 ci-dessus sont les nombres de Fermat et sont premiers entre

eux deux A deux; en conséquence, 2" — 1 a au moins r facteurs premiers. Ecrivons
comme en (7.5)

2" —1=2" — 1 =p{'p5? .. P Pt 1D - Dite (7.6)
avec g s > -2y 22et j+£2r. Onaw (27 -~ 1) = £ < C par hypothese
et, en comséquence, j > v — £ > r — ., Mais, p1,p2,...,pj sont impairs et donc ne
divisent pas n = 27; par la proposition 4 (ii) et (7.6), p1, p2, - - . , pj sont des nombres
de Wieferich; comme j = r — C et que r peut étre choist arbitrairement grand, cela
prouve la proposition. O

Proposition 7. Seit W(x) le nombre de nombres premiers gqui ne sont pas de
Wieferich et qui sont inférieurs ou égauzx & z. Alors, pour x > 3, il existe n pair tel
que

o (2"3" 1) > W(2z) - W(z).

Démonstration. Si W(2z) == W{z), la proposition est évidente; sinon, soit z <
pr < pa <---<pr <2 avec T = W(2x) — W(z) > 1 les nombres premiers compris
entre x et 2z qui ne sont pas de Wieferich. On pose

n=ppem(p —1,p2 —1,...,pr — 1}, (7.7)
On remarque que n est pair et que les facteurs premiers de r sont au plus égaux a
%_1 < x; en particulier, n n'est divisible par aucun des nombres ps,pe, ..., pr. Par

le petit théoréme de Fermat, pour tout i, 1 < § < r, 27~} = 1 (mod p;), donc, par
(7.7}, p: divise 2% — 1. Comme p; n’est pas de Wieferich et ne divise pas n, par la
proposition 4 (it), vp, (2572} = L. Ainsi, o’ (571} > r = W(2z) - W(a). O

Démonstration de (1.9)

R. Crandall, K. Dilcher and C. Pomerance ont montré dans [11} qu'il n’y a pas de
nombres de Wieferich entre 2 - 1012 et 4- 1012, On a donc

W(4-10%) - W (2-10*%) = (4-10") - 7 (2. 10"%). (7.8)
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La valeur de K donnée en (1.9) résulte de (5.8), de la proposition 7, de (7.8) et
des valeurs de = {4102} et de « (2-10'?) aimablement communiquées par M.
Deléglise d’aprés 'algorithme décrit dans [13,14].

D’aprés [12], 1.3.3, McKintosh a calculé qu’il n’y a pas de nombres de Wieferich

entre 4-10'2 et 16-10'2. On peut donc augmenter K en conséquence et choisir K =
7 (16-10'%) —x (8- 1012) — 1 = 544830816681 —~ 279010070811 — 1 = 265820745870.
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