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Parité des valeurs de la fonction de partition
anatomie des entiers

Jean-Louis Nicolas

p(n) et

AsnsTracT. Let p(n) denote the number of partitions of », and for i|= 0 (resp,

1), A;(x) denote the number of n < x such that p(n} is even (resp

odd}. In

this paper, it is proved that for every K > 0, A1{z} > g =(log log;ﬂ:)K/logm
holds for = large enough. This estimation slightly improves a preceding result
of the author who got the above lower bound for some large constant K. For

even values, it is proved that Ag(x) > 0.28+/zToglogs holds for z =

<.
Let &%(g) = ¢*[I32(1 — ¢*)®* = 37 mln)e® and Bilz)
= Card{n £ z,7x{(n) is odd}. There is a simple way to get 2 lower lbound for
Ap(z) (resp. Ai{x)) if we know an upper (resp. lower) bound of Bi(z). Fur-

ther, it has been proved that if v, (n) is odd, the number of primes

OCCUrring

with exponent 1 in the factorization of n into primes is bounded. A classical

argument of Hardy and Ramanujan ailows to show that there are not
such n's, yielding an upper bound for By (x). '

1. Introduction

toc many

Soit p(n} le nombre de partitions de n, ¢’est-a-dire le nombre de fagons d’écrire
=y +ng+- -+ avec ny = ng = -0 2 0, (of. {2, chap. 19]). On pose p(0) =1,

et on définit
(1.1) Afz) = 3 L dedo1})
0L
p{n)=i {mod 2)

Dans 'article {8] ot P'on trouvera un historique des travaux concer
p(n), it est démontré qu'il existe une constante K > 0 telle que

vZ(loglog z)*

(1.2) @) >
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¢t les minorations effectives suivantes sont données

N

> 4.57T—

(1.3) 7= A{x) >4 STIng
et

(1.4) z > 10 = Ap(z) > 1.05z.

Nous nous proposons de démontrer les théorémes :

Théoréme 1.1. Pour fout nombre réel positif K, on a

vz(log log ) ®
Théoréme 1.2, On a pour tout = > ¢,
(i) Ap(z) > 0.28v/z+/loglog x
et, lorsque T — oo,
. V2
{ii) Ag(z) 2 -2—\/'5\/Iog10g z.
Soit
(1.5) Alg)=q [ -¢* =>"rin)g"
n=1 n=1
ot 7 est la fonction de Ramanujan. Soit & un entier positif. On écrit
(1.6) 85g) = m(n)g”
n=k
et Pon a
(1.7) n#k (mod8) = 7(n)=0 {(mod 2).
Définissons pour z réel positif
(18) - By(z) = Card {n € z, 7x(n) = 1 (mod 2)}.

L'identité d’Euler {¢f. [2, Th. 353]) s’écrit

19) KD [Ja-a) = 14 Sty o gromirz),

n=1 n=1
La série génératrice de p(n} est, par (1.9), (of. [2, 19.3])
1.106 n)g" = _— = .
(L.10) o= 1] = = 75
Soit d un entier pair et
241
(1.11) h=—o— €N,

par (1.10), il vient

(112) (Zp(n)q") e = F@*,

——n
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et le coefficient de g™ dans f{q)** est congru modulo 2 au coefficient de ¢ t* dans
AF(g). En comparant la lacunarité des deux membres de (1.12), par un raison-
nement déja donné par Serre dans [9], on démontre dans (8, les formules (5.6) et

(6-1)),

{1.13) Ar{z) > Br(8z + k)
VB2](3 x 22)(1 + /3 x 29/(2z))

et,

(1.14) Ao(z) » 22130 = V6 X 24/z) ~ Bu(8z + k)

VBz/(3 % 29)(1+ /3 % 29/(23))

Les inégalités (1.13) et (1.14) constituent la premiére étape de lh démonstration
des théorémes 1.1 et 1.2. La deuxiéme étape, exposée dans la pariie 3, rappelie la
théorie des formes modulaires modulo 2 dans le but de majorer et minorer Be(z);
en particulier, on montre que Bi(z} < IT(z), le nombre d'entiers n < = dont
le nombre de facteurs premiers p tels que p° ne divise pas n n'éxcéde pas N =
[{k +1)/4]. L’étude de I, () est l'objet de Ia partie 2, et les démonstrations des
théorémes 1.1 et 1.2 seront données dans les deux derniéres parties.
La constante 0.28 du théoréme 1.2 pourrait étre rapprochée de v2/2 par des
calculs plus techniques. Nous avons essayé de présenter une minoration effective de
Ap(z) de la fagon la plus simple possible.

2. Anatomie des entiers

2.1. m,(z). On désigne par 7, (z) le nombre d’entiers n < = dui sont produits
de v facteurs premiers distincts. Lorsque v = 1, my {2) est égal & 7 ) = 2ozl le
nombre de nombres premiers au plus égaux 4 .

Lemme 2.1. Pourc>2¢etv>1,0na

z (loglogz + 1.87)»—*
log = (»v— 1)

DEMONSTRATION. Ce lemme est démontré de fagon trés élégante par Hardy et

Ramanujan (cf. {1, Lemma A]) sous la forme

z (loglogz + C)»~1

(2.1) T (z) < 1.26

2.2 w(E) S K —>——2— >
22) " (m)‘Klogm (-1 T2l
ou K, B, C, H sont des constantes vérifiant

z
) — <K—
(2.3) w(x) ZI“KIOgJ:’ z2>2
iz
I
(2.4) 522 Hloge, z>2
plz
1
(2.5) Z—<logloga:+B, >3
iz
(2-6) C>B+H.

Les inégalités (3.6), (3.24) et (3.20) de Rosser et Schoenfeld {11] donnent
mzy = 1< 125506

-

xr
—, x>1
logz
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done K = 1.26 convient dans (2.3) et (2.2),

lo
Z 14 <logz, z>1
Pz

donc H = 1 convient dans {2.4), et

525
pPRT

qui, jointe au caleul de Epg 1/p pour z = 2 et & = 3, montre que ’on peut prendre
dans (2.3)
B =0867> ~loglog2+ } > —loglog3 + £
et dans (2.6) et (2.2), C = 1.87. 0
2.2. Nombres quadratiquement saturés. On dit que n est quadratique-
ment saturé (en anglais squarefull) sin = 1 ou si, pour tout p premier, la valuation
p-adique wy(n) satisfait vy(n) > 2. Soit & = {1,4,8,9, 16,25, 27,32, ...} I'ensemble

des nombres quadratiquement saturés. La fonction caractéristique y de Pensemble
5 est multiplicative et 'on a (cf. [4, 14.4], [6, 7.1])

1 1
D B I (R oy

nes n=1 P
_ 1 _ S(2s)¢(3s)
-1l (145 ) = g

ot { désigne la fonction de Riemann. On en déduit avec MAPLE :

L _ <(2)¢(3)
(2.7} =22 104359 ..
27"
et
logn | d ({(25)¢(3s) _
(2.8) ,;S —= [ds (%C(Ss) )L=1 = 3.02027. ...

Tout entier n quadratiquement saturé s’écrit de fagon unique n = a2b® avec b sans
facteurs carrés; pour tout = > 0, on a donc, en désignant par p la fonction de
Mobius,

S@y=3 1= 3 ® 3 1< X |kGIVa/E

niz bgzh/3 e/ af3 bgzl/3

(2.9) neS

<fZI§$I_ 3/}2)f 2.17325... 7 < 2.18V%

et, par Vintégrale de Stieltjes,

oo dle S(x oo g
Sl [T s, s,

n>m

(2.10} nES

+oo +oo
/' @dtS[ 218dt 4.36

s +3/2 -
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2.3. ! (x). Posons

(2.11) wln) = Z 1, W'(n)= Z 1.
plr pln
vp{n)=1

On définit, pour ¥ > 0 et x réel

(2.12) mz)= 3 L

nLr
w' (n)=v

Lemme 2.2. Pourz > 2, on a
(2.13) mh(z) < 2.18\/%

et, pour v > 1,
246z 3.11 Y (loglogz + 1.87)v1
(2.14) m(x) < logx ( log$) (v —1)

DEMONSTRATION. Tout entier positif n s'écrit de fagon unique n = ab, avec
¢ sans facteurs carrés, b quadratiquement saturé et (@,b) = 1; de plus, on a v =

w'(n) = wla).

Lorsque v = 0, @ est égal & 1 et, pour tout = > 0, on a par (219)

wo(z) = > 1 =5(z) <218z
e

+ 4.362%/4,

ce qui démontre (2.13).
Supposons maintenant » > 1. Lorsque 2 < = < 4, la valeur de #',(x) est 1 ou
2 tandis que le membre de droite de (2.14) est au moins égal & 4.36 x 251 > 2;
ainsi, (2.14) est démontrée et l'on peut supposer z > 4. On a, abec les notatlons
des paragraphes 2.1 et 2.2,

DI IEEE P I

BSS p@EOma)=y  bES wla)EOm(a)=v
bEZ  gb<im,(o,b)=1 b<a aZa/b

=Z‘.‘I’,,(%) =T+

by

(2.15)

ol

(2.16) T = Z'Jr,,(%) o Th= 3. w(%)

bes bes
b< /E VE<hLT

2.3.1. Majoraiion de 1. Pour x > det b < /T, onaz/b > /T = 2 et Pon
peut appliquer le lemme 2.1 :

1.26z (loglogz/b+ 1.87)¥ ¢
<Y : g log z/ )

&= logz/b (v =11

bEE

1.262 (loglogz + 1.87)¥ %
< .
~ logzx (v — 1) Z b(1 — logb/log z)

b<\/__
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Or,pour 0<¢ < 3, 1/(1—£) 1+ 2t; et (2.7) et (2.8) entrainent

1 210gb 6.06 3.11
ST S— - 95+ 2 < el
Z 6(1 —logb/logz) = Z bI ogx sl +1 og 1 95( logx)

bes
b< T b<\/‘
et ainsi ‘
v—1
(2.17) T < 2.46z Rt 3113 (loglog z + 1.87)
Togz logx (v —1)!

2.3.2. Majoration de Ty. Pour majorer Th on utilise Ia borne banale m(z) € .

On g ainsi par {2.10)

h< Y < f‘_ikezss 3/4

ce qui, avec (2.15) et (2.17}, compléte le preuve du lemme 2.2, B

2.4, II,,(x). Pour v > 0, définissons

(2.18) I, (x) = mo(z) + mi(z) + -+ 7' (z) = Z 1
nic
0<w [n)<e

Lemme 2.3. Soit v un nombre entier, v > 5, et o un nombre réel, 0 < ¢ < 1.

Posons Y =V (z} = loglogz + 1.87. Onr suppose que % est tel gue

v—1
Y

(2.19) <a<l,

ce qui impligue T > exp (exp(2.13)) = 4513.67. ... Alors,

3.19z 3.11 (2Y +3)logz
2200 IL(e) < A2 d) fog
(2.20) W@) = o) log 23 (1 + log:c) (1 +069°"— 17 )

ot
(2.21) Qo) =1—-a+alogo;
lorsque o varie de 0 4 1, Q(a) décroit de 1 & 0. De plus, si z > zg = 100

3.29z
T (1 - a){logx) @)’

DEMONSTRATION. Le lemme 2.2 entrajne

2.46% 311N & yr-l
2.23 < 1+ = IO 3/4
(2.23) I, (z) < 1oga:( +10g$)§ CEsy +2.18(2 + 1)z

Maintenant, par la formule de Stirling sous la forme

(v—1)> (”gl)u_lmz (”‘I)Hx/ﬁ,

€

(2.22) I {z) <
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par la croissance de la fonction ¢ — (e/t)* sur Dintervalle [0, 1] et par (2.19), la
somme figurant dans le terme principal de {2.23) se majore :

z":(w“l D (1+u~1+(v—1}2+‘_'+§i—~1)““1)

(-1} 7 (v 1) Y ) o1
yr-1 1 1 eV v—ii
(2.24) SeoD--nY S \/8?(»—1) 1/1—(v—1)Y

< 1 (E) oY _ {log z)(1-loge) (E) 187«
T VBl -a)\a V8r{l—e) \o
1.87 a(l-loga) a{i—log )
¢ (log) = 129422, (082

f .
= VBr (1-e) {(1+a)
On majore ensuite le terme de reste de (2.23) & 'aide de Iinégalité » < V' + 1

déduite de (2.19); et (2.20) résulte de (2.23) et de (2.24).
Pour démontrer (2.22), on observe que les fonctions ¢  log#/t}/® et t ro

loglog¢/t!/2 sont décroissantes pour ¢ > 2981 > 8 ; ainsi, pour 2 > zg = !0, on
a
. !
I+ 3.11 1+0-69(2Y(x)—1}-3) og L
logz /4
3.11 2Y ! 2
<14 3N (1 4 ogel )+ 9)logza ) ogyy 320

log 7o I{I’/ 4 3.19

ce qui achéve la preuve du lemme 2.3. O

2.5. Minoration de m,(z). Soit P} = {g < g2 < ---} un ensemble de
nombres premiers. On dit que P 5 pour densité §; si, en notant p, le n-iéme
nombre premier, imy, oo Pn/gn = 1.

Landau a montré que, pour v fixé, la fonction w,(x} définie en 2.1 vérifiait

{ef. [7, §56])

z (loglogx)¥~!

logz  (v—1} £ oo

{2.25) mu{z) ~

on trouvera une auire démonstrations dans [2, chap. XXII|; la meilleure méthode
est sans doute celle de Selberg-Delange (cf. [20, I1.6]), cependant!, elle ne se géneé-
ralise pas si 'on ne compte dans , () que les nombres dont les facteurs premiers
appartiennent 4 un ensemble P() ayant une densité.
La preuve de Landau est basée sur la formule

T
(2.26) v+ mp(z) =3 m(—) ~guri(z), v>1,
P
psz/2
ol gu+1(z) compte le nombre d’entiers n < z qui s’écrivent n = pipaps, ..., p, avec
Th.Dn Da.. ... 7. distinets (en narticulier. asf2Y = «{./7V)
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Ensuite, Landau montre que g,41{z) est négligeable, et que l'on peut estimer
par técurrence la somme de (2.26) par un caleul astucieux mais technique :

)

pEE/2
(2.27) _ x]”” m(t) dt ‘/”/2 (loglog ) d¢
2 logz—logte? (v—1) J, tlogt{logz—logt)
(v + 1) z{loglog z)”
B logz
Solent P} PR, P des ensembles de nombres premiers de densités non
nulles 1,82, ...,8,. On désigne par =, (P@), PR P 2) le nombre d'entiers
n < z qui s’écrivent sous la forme n = pMp@, ..., p®) avec, pour 1 < i < w,
Pl e P e pil) p® | pl) distincts.
La méthode de Landan peut s'é¢tendre pour estimer m, (P, ..., P 2). Ce-

pendant, la forme de la relation (2.26} va dépendre des ensembles P, Par exemple,
si les ensembles P} ont deux & deux une intersection vide, cette relation devient

E T (T’(l), 'P(E), . ,'P(”); E) = Tyl (’P(l), P& ,'P(”H);m)
v

<z

pg-,_;(v/fl)

et l'on obtient
(1) p(@ ), Y~ _* v—1
m (P, PP ) uélﬁg,...,éulogm{loglogm} .

Dans le cas général, la relation {2.26) devient

Z T (p(l)‘ AR P{V); E) S (V + 1)1TU+1(P(1)9 e sP(y+i); L'C) + gu+1(ﬂ:)
p<u/2 P
pep+l)

qui, par les calculs (2.27), donnent, pour v fixé, la minoration

) 6189,...,0,

@ @), ) > 10210500 - _
(2.28) m(PH L, PYhE) 2 EE] logm(loglogm) . T —00
Notons que, lorsque les ensembles P, P2, PW) sont tous égaux, les deux

membres de (2.28) sont équivalents.

3. Formes modulaires

3.1. Formes modulaires sur C. Soit H = {z € C;9¥(2) > 0} le demi-plan
de Poincaré. Une forme modulaire de poids & (olt & est un entier positif pair} est
une série entiére & coefficients dans C

(3.1) F(z)=co+eig+ - +eng* +--
avec
(3.2) q = e?i"? g} = o 2mS{2)

convergeant pour |g| < 1, ¢’est-a-dire z € H, et vérifiant pour tout z € H

(3.3) F( - 1) = 2" F(z).
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Les résultats exposés dans cette partie sont démontrés dans [12,

3.2. L’espace vectoriel M. Lasomme de deux formes m
k est une forme modulaire de poids & et le produit par une cons

105

chap. VII].

odulaires de poids
tante d'une forme

modulaire de poids k est une forme modulaire de méme poids. Ainsi, I'ensemble des

formes modulaires de poids k constitue un espace vectoriel Aj.
Le produit d’une forme de poids k par une forme de poids &
poids k£ + &'
L’espace vectoriel M;, est de dimension finie
L+ | & sik=0 (mod 4}

(3.4) dira My, =
1+ [K%S)J sik=2 (mod 4).

est une forme de

3.3. Les séries d’Eisenstein. Définissons les nombres de Bernoulli par

oo

J;_Zﬁﬁ

e® —1 nt” o
n=0

Ona:bg=1,b =—3, bysy =0pourj>1et

1 1 1 1 5 691
273

ba= =, by by = =, by = — bp = —

=—— e by = —

8 30° 42 30° "7 g6’

On pose maintenant o,(n) = Edln & et, pour k pair, k > 4, on
d’Eisenstein d'indice & :

2
(3.5) Ep=1- b 3 ok_1(n)g™
n=1

On a en particulier

L by =
]1 14

introduit la série

Jramae

|~

=] [&.+]

(3.6) Ei=1+240) o3(n)g™ et Eg=1—504 > os(n)g™
n=1 =1

La série d’Eisenstein d’indice k est une forme modulaire de poids k et pour tout

couple de nombres entiers o > 0 et § > 0 vérifiant 4o + 63 = =k, E;*Eg est une

forme modulaire de poids k.

3.4. Formes paraboliques. On dit que la forme modulaire|(3.1) est parabo-
lique si le coefficient constant cg est nul. La fonetion A & coefficients entiers définie
par {1.5) est modulaire de poids 12, parabolique, et ’on a

- Eg_Eg — = no_ 2 3
(3.7} A== o —ZT(‘R)Q =gq—24¢° +252¢° +-}- .
n=1

8.5. Une base de M, a coefficients entiers. L'espace vectoriel M, des
formes modulaires de poids & dont la dimension est donnée par {(3.4) a pour base,
torsque k = 0 {mod 4)

EXASIAT — o 4 (60k — T445)g" -, 0 << 1%
et lorsque k = 2 (mod 4),
EELFOSIAT _ gf 4 (60k — 7447 — 864)¢' T +-.., 0<j< k,_nﬁ
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Suivant que & est congru 4 0 ou 4 2 modulo 4, toute forme modulaire de poids &
s’écrit donc avec des composantes complexes Mg

(3.8) F= 3" NEMUAN on S NEEROANAL
05 <k/12 0S54k 6)/12

3.6. Les opérateurs de Hecke. Soit p un nombre premier. L’opérateur de
Hecke T}, transforme la forme modulaire (3.1) de poids & en la forme de méme poids

(3.9) T | F=3 rng"
n=0
ou
c(pn) sl p ne divise pas n
(3.10) () =

e(pn) + pk‘lc(;%) si p divise n.

L’opérateur T, est un endomorphisme de M. Enfin, les opérateurs T, commutent
entre eux.

3.7. Formes modulaires modulo 2. II résulte de la forme de la base décrite
au paragraphe 3.5 que, si dans (3.8), les A; sont entiers, les coefficients de Ia forme
£ sont entiers et réciproquement.

Soit p un nombre premier et n — 7 P'application canonique de Z — Fp. A la
série F' = 3 ., c.q™ € Z{q], associons la série F = Yonso g™ € Fplgl- Nous
désignerons par JT/I; 'ensemble des F lorsque F' parcourt l'ensemble des formes
modulaires de poids % & coefficients entiers. o .

Lorsque p = 2 ou 3, il résulte de (3.6) que Ey = Fg = 1 et les éléments de My,
suivant que k est congru 4 0 ou 4 2 modulo 4, sont de la forme

(3.11) f= 3 NA ou Y MDA, e,

0<i<k/12 0<i<(k—6)/12
Lorsque p > 5, ensemble M, est décrit dans (17, 18] ou [13]. A partir de

maintenant, nous nous restreignons au cas des formes modulaires modulo 2.
Vue la définition (1.6), nous posens

(3.12) fi= Ak — Z g™ avec ¥ € {0,1} et B =1 (n)  (mod 2).

n=k
Par I'identité de Jacobi {cf. [2, Th. 357]), on sait que (¢f. [8, prop. 1f)
s 2
@13) fim 3 g,
m=1

Il résulte de (3.12) et (3.13) que

{2.14) n=Ek frmod Q= &) _n
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3.8. Les Fy-espaces vectoriels Fi,Fa, Fs, Fr. Par (3.11) et (3.12),
le Fa-espace vectoriel M des formes modulaires modulo 2 est engendré par f1, fa,

fay.... Comme for =37 -, ok’

g*", les formes fi, d’indice k pair ne sont pas trés

intéressantes et, plutdt que M, nous étudierons le sous-espace F ¢ M engendré

par f1, f3, fs,-. ..

Compte tenu de (3.14), il sera commode d’écrire
{3.15) F=RaoFReFHGerF

on, pour i € {]-:3?51 7}! }—i est engendré par f‘iafi+8: fi+167- P

3.9. Les opérateurs de Hecke modulo 2. Scit F une forme modulaire de
poids j & coefficients entiers et » un nombre premier. Par les fformules (3.9) et

(3.10), T, | F est aussi une forme de poids j & coefficients entiers
Uopérateur T, agit sur M et transforme la forme f = F = Zmzﬂ.
la forme Ty | f = 3,5, 7ng™ € Falq]. !

11 en résulte que
cmq™ € Fag] en

Le cas p = 2 a peu d’intérdt : si k est pair, Th | fr = fosa, tandis que, 51 k est
impair, T | fi = 0. Nous supposerons donc p > 3. La formule (3.10) devient

e(pn) 51 p ne divise pas n,
(3.16) ¥(n) = ) .
e(pn) +c(2} sip divise n.

En considérant les formes de poids 12k 4 coefficients entiers, par
3
(3.17) Tp | fo = pifin g€ {0,1}.
Jj=1

Supposons maintenant k impair. Les formules (3.14) et (3.16) ent:
(3.17),

{3.18) F#pk {mod 8) = p; =0.

En d’autres termes, pour i € {1, 8,5, T}, Popérateur de Hecke Tp es
lingaire de JF; dans F; avec § = ip (mod 8).

3.8), on voit que

rafnent que, dans

t une application

3.10. Nilpotence des opérateurs de Hecke modulo 2. Upne des propriétés
essentielles des opérateurs de Hecke modulo 2 est quils sont nilpotents (¢f. [14, 3,
5, 19, 10]). Cela implique que, dans (3.17), le coefficient s est nul. Par (3.17) et
(3.18), on a donc pour tout p premier, p = 3, et tout k impair positif,

(3.19) Glfe= 3 wh
J=pk (med 8)
I<j<h-2

Soit ) le sous-espace vectoriel de F engendré par fi, fs, f5,...
T, est une application linéaire de ) dans F(*—2) .

(3.20) T, : 7l ple-2),

fr.. L'opérateur
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3.11. L’indice de nilpotence gp. Soit j un nombre entier vérifiant j >
(k + 1)/2 et une suite de nombres premiers impairs pas forcément distincts py,
2, .., p;. 1l suit de (3.20) que, pour tout f € F®), ToTpes- s Tp; | £ = 0. Par
définition, l'indice de nilpotence d'une forme modulaire moduloe 2, f € ﬂ, est le
plus petit nombre g = ¢(f) tel que, pour toute suite de nombres premiers impairs
11,02, .-, Pg, on ait Ty Tp,,....Tp, | f = 0. Nous désignerons par gr = g(fx)
I'indice de nilpotence de fi = A%. On a donc
k41

(3.21) %< —

3.12. Calcul de g, pour k& < 11. L'indice de nilpotence ¢; de fi1 est égal
a1, car 7, | f1 = 0 pour tout p; cela peut se voir par un calcul direct & partir de
{3.13) et (3.16)}, ou bien cela résulte de (3.20). Pour tout f € M, f ¢ {0,f1},ona

(3.22) g{flz2

En effet, si f ¢ {0, f1} on peut écrire f = Afi + fi, + fo, + -+ fr, avec A =0

oul,rzletl <k <k <---<Ek.;lorsque p est un facteur premier de kq, par

(3.16), le coefficient v1 de T, | (f — Af1) vaut L et ainsi, Ty, | f =T, | {f = Af1} # 0.
Enfin, pour ky < k3 < --- < k- (les k; étant impairs), il est facile de voir que

(323) g(ffn + sz +- f-'ﬁ-r) S ma‘x(gkugk'za e :gkr)'
Proposition 3.1. Pour k impair, k <11, on a

k=]13 5 7 9 11
%=1 2 2 3 3 4

DEMONSTRATION. Nous venons de voir que g = 1. Lorsque k& = 3 ou 5, 7w(n)
est impair si et seulement si n est de la forme

(3.24) n = pimtlg?

avec p premier, p = k (mod 8), a impair non multiple de p et m entier non nul
(cf. [15, 16, §6.7) ou [8, §4]).

La valeur de g3 résulte de (3.21) et (3.22).

Soit p un nombre premier impair. I résulte de (3.20) que T, | fs = M fi +Aafs
avec A1, As € {0,1}. Le calcul par (3.16) des coefficients de g et ¢° dans T}, } f5 et
{3.24) donnent A3 = 74(3p) {mod 2) =0 et Ay = 75(p) {mod 2) = 1 si et seulement
st p =5 (mod 8). En conséquence,

_{h sip=5 (med8),
(3.25) Tplfs~{0 sip#5 (mod 8),

d’ott 'on déduit la valeur de gs.

Soit p un nombre premier impair. Il résulte de {3.20) que T, | fr = Mf1 +
Azfa + Asfs avec Ay, As, dp € {0,1} et, par (3.23), g(Tp | f7) < 2 et done g7 < 3.
Ensuite, par (3.19), 7375 | f = AL f1; le développement

Frmd 4 B g 4 P b T+

permet de calculer le coefficient de ¢ dans 7375 | fr et ainsi d’obtenir A = 1 et la
valenr de n-
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Par (3.13), il vient

oo co
2 2 2
B=rfn= qu(zuH) Zq(zuu) — an(2u+1) +
=0 u,Y

u=0
Ainsi, 19(n) est congru modulo 2 au nombre de solutions s(rn) de 14
tienne 822 + 12 = n avec ©,y impairs. 5i p = 7 (mod 8), par (3.19
Mais comme 7g(7p) = s{7p) (mod 2) =0, Ay =0 et T, | fo =

109

2u+1)?

quation diophan-
)1 Tp | fg = A'?f'f‘
0.8 p=13,5

{mod 8), par {3.19), T, | fo = Mif1 + Aafs + Asfs, et par (3.23), g(Ty | fo) < 2.
Ainsi gg < 3. Ensuite, on montre que T37% | fs = f1, ce qui nous donne la valeur

de gg.

La majoration g;; < 4 se prouve comme celle de g7; et & par
ment de

fi=adt g0+ g g T+

on calcule T3T5T% | fiz = fi, ce qui fournit la valeur de g11.

3.13. Minoration de g. Soit & = p'p3?,...,p2, (k) =
le normbre de facteurs premiers de k& comptés avec multiplicité, w(
par (2.11), 7 par (1.6) et gx = ¢(fx) U'indice de nilpotence défini

Proposition 3.2. Pour tout k impair, on a

(3.26) gr = Qlk)+1

et

(3.2 T(n) est impair => w'{n) < g — L.
DEMONSTRATION. Par (3.16), la série T2 702, ..., T0r | fi

constant égal & 1 et n’est donc pas nulle, ce qui prouve (3.26).
Pour démontrer (3.27), supposons 7,(n) impair. Si les facteu
affectés de 'exposant 1 sont p1,p2,. .., Pui(n), le produit m = pi
premier avec n/m et la formule (3.16) entraine que le coefficient
série Tp, | fi vaut 1, ce qui implique w'(n) < g, par définition de
3.14. Majoration de gi. La majoration (3.21) peut &tre a

Proposition 3.3 {J.-P. Serre). Pour tout k impair, on a
k+5
T

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 3.1, (3.28) est vér
Supposons k > 13 et supposons (3.28) vraie jusqu’a k — 2. Posons

(3.28) g <

tir du développe-

]

1 +oe+- ot o,
t) et w'{k) définis
en 3.11.

a un coeflicient

rs premiers de n
P2y Pur(n) est
de ¢*/™ dans la
[« 1 d

méliorée :

ifié pour k < 11.
j = |(k+5)/4>

. | . .
4. Nous devons montrer que pour toute suite de nombres premiers impairs pq,

P2, .-, Pi, Ja relation T, Tyoy ..o, Tp, | fx = 0 est satisfaite. Com
il existe 41, 1 < i3 < j tel que kp;, £k — 2 (mod 8) ou bien tous
congruence kp; = k — 2 (mod 8}.

Dans le premier cas, quitte & réordonner les nombres premiers,

me 7 = 4 ou bien
les p; vérifient la

on peut supposer

iy = j. Par (3.18}, T}, | fr € F=% et par I'hypothése de récurrence et (3.23),

TPITPZ!"')T;Bj71 l (ij | fk) 20

Dans le deuxigme cas, p1pz = 1 (mod 8) et, par (3.19), Tp, Tp, | fu € FF78 ce

qui entraine comme précédemment que
AN/ S To | fe=TnTa..... To T Ton 1 )

1l
B

O
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3.15. Minoration de Bg(z). Supposons k impair et & > 3. Par (3.22),
on a gr = 2. Par définition de g {¢f 3.11), il existe gy — 1 nombres premiers
PLP2s-- -, Pg,—1 tels que ¢ = T, T, .. Tpgon | fe # 0 et Ty | 9 = 0 pour tout p
premier. On a donc g{) = 1 et, par (3.22), ¢ = f. En fait, avec les notations de 2.5,
il existe (¢f. {15, 16, §6.6]) des ensembles de nombres premiers P, PR ploe=1)
ayant des densités positives &, 8y, ..., dge—1 tels que, pour p, € P, 1< i < g — 1,
on ait T, Ty, .., Ty, _, | fx = f1. Cela implique, par (3.16) et (3.13), que pour
n = a’pipg, ... yPgi—1 00 @ est un nombre impair non multiple de p1, pa, . .. > Pgr1
Tk(n) est tmpair. Ainsi, par (2.28), Bi(z) défini par (1.8) vérifie

T g—2
(3.29) Bi{z) » logz (loglog x)¥+ .

3.16. Majoration de B.(8z 4 k).

Lemme 3.4. Soit o et © deux nombres réels vérifiant
(3.30) O<a<l, loglog(8z)> g ~1.87 e x> zg=el®,
On définit d pair par
{3.31) 3a(loglog(8z} + 1.87) + 4 < 2% < 12a(loglog(8z) + 1.87) + 16.
Par (3.30), 2¢ est au moins égal 4 64 et k = k(z, ) = (2¢ — 1)/3 wérifie
(3.32) 21 <k < dofloglog{8x) +1.87) +5 < 4o(loglog(8x + &) + 1.87) + 5.

Alors, avec la définition (1.8),

26.4 z
. <
(3.33) Bi(Sz+ k) < {—— Tog B

ot Q{a) a été défini en (2.21).

DEMONSTRATION. La proposition 3.3, 'implication (3.27) et la définition (2.18)
entrainent Bi(z) < I (x)} avec

(3.34) N= [%J -1

car k= (29— 1)/3 =1 (mod 4). Les hypothases (3.30) et (3.32) montrent que 'on
peut appliquer le lemme 2.3 & I (8z + k)

k =
) y < . P oy T —
(3.35) Bi(8z -+ k) <ITy(8x+k) <8x3 29(1 + E) (Tog(32))0@

Par (3.32), pour z 2 zp = 190,

k < 4loglog(8z) + 12.48 < 4loglog(8xy) + 12.48 < 264
oS <

z zg S 9682 !
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4. Démeonstration du théoréme 1.1
Supposons K entier positif; fixons d = 25+2 et k = (24— 1)/3. On a
2 —1=28" 1o DE+ D@D,

et comme les nombres de Fermat (2 + 1),(2% + 1),...,(2*""" + 1) sont premiers
entre eux deux & deux {cf. [2, Th. 16]), Q(2¢ - 1) > K + 2 et Q&) > K + 1.
Par (1.13), il vient

B k
:(8z + k) > By()
V8z/(3 % 24}(1 + /(3 x 29) /2x)
et, par (3.29) et (3.26), on a
Bi(z) - VE(loglog z)ox—? S vZ(log log x)Hk—1 N vz(loglogz)®
VT logz - log = - log x
ce qui achéve la preuve du théoréme 1.1. a

Ai(z) = v

5. Démonstration du théoréme 1.2
5.1. Minoration de Ag(x).

Proposition 5.1. Soit & et 2 deus nombres réels vérifiant (3.30). Alors, Ag(z)
défini par (1.1) vérifie

Saxloglogz /1 2e(x)\ /2 26.5
G A 2y~ (1+s(x))(5*(1—a)aog(sxn@<a>)

avec Q) défini en {2.21) et
(5.2) e(s) = \/3610g10g2(:ﬂ:) + 116 <93% 102

DEMONSTRATION. Pour tout d pair, d > 0 et tout z > 1, la formule {1.14)
donne

. 3 x2d 1-28(x)\ /2 Bi(8z+k)
(5:3) Ao@) 2 =3 ‘/“_:( T+ 5 ) (5 )

avec k = (29— 1)/3, A(z) = /3 % 29/(27) et By (z) défini en (1.8).

On choisit d par (3.31) en fonction de e et z; pour o < 1 et z > zg = 100,

(5.4) Blz) < e(z) < e(zg) < 2.3 % 1072,
Par le lemme 3.4, il s’ensuit que
Bi(8z + k) _ 26.4/(1 4.6 x 10-2) 26.5

o(1-28()) = (1~ a)(ogB=)P@ = (1 - a)(log(8z)) 0
et (5.1) découle de {5.3) et (3.31).

5.2. Démonstration du théoréme 1.2 (ii). En faisant tendre £ vers Pinfini
dans (5.1}, on obtient pour tout o < 1

lim AQ($) >g Q_a_\/E
T Vrloglogz ~ 3V 8~ Vo

ce qui prouve (if).
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5.3. Démenstration du théoréme 1.2 (i). On choisit @ = 0.233 et z >

@1 = exp(1150000). Les inégalités (3.30) sont vérifiées et la proposition 5.1 donne

- 2(z;) 39.75
Aglz) > (\/mloglogz( o E(x:l) )(1 - 1= a)(log(8$1))Q(“))
= 0.283+/zloglog z.

Pour 10 < = < =3, le résultat (1.4) donne Ag(z) = 1.05/%. Il en découle

————/log log z > 0.281/zloglog .

Ag{z) > 105 > \/__

Pour e < z < 10, comme p(2) = 2 est pair, Ag(z) > 1, et v/zloglogz <
+/10loglog 10 < 1, ce qui montre que (i} est encore vraie. [

1.
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