
P R O B L E M E S  D I O P T I M I S A T I O N  EN N O M B R E S  E N T I E R S  

E T  A P P R O X I M A T I O N S  D I O P H A N T I E N N E S  

J. L .  N I C O L A S  

Cet  a r t i c l e  e x p o s e  sup 3 e •  que lques  i n t e r ' f ~ r e n c e s  e n t r e  

les pr 'ob l~rnes d l o p t i m i s a t i o n  en h o m b r e s  e n t i e r s  et la th~or- ie de I=app ro -  

•  d i o p h a n t i e n n e .  

I N T R O D U C T I O N  

L s  foPme g ~ n ~ r a l e  d lun  p r o b l ~ m e  de p r o g P a m m a t i o n  ma th~ma t i que  

(ou o p t i m i s a t i o n )  es t  la s u i v a n t e ,  On c h e r c h e  & m a x i m i s e r  ou m in im iseP  une 

f o n c t l o n  de k v a P i a b l e s  : 

z = f (x  1 , . . . ~  • ) 

Lo r ' sque  ces v a r i a b l e s  sont  soum ises  ~ des c o n t r ' a i n t e s  : 

90.(• 1 ~ . . . ,  •  ) _ A0. pour" 0. E I 

Dans  les p r 'ob l~mes de p r o g r a m m a t i o n  (ou o p t i m i s a t i o n )  en nombr 'es  ent ier 's~ 

nous  i m p o s e r o n s  en p l us  aux  v a r ' i a b l e s  •  dW~tr'e en t i ~ r ' es .  

Nous  a l l o n s  voir"  que ce r ' t a i ns  p r 'ob l~mes d=appPo•  d i o -  

p h a n t i e n n e s  p e u v e n t  se m e t t r e  sous la for`me de p r o b l ~ m e s  d l o p t i m i s a t i o n  en 

n o m b r e s  ent ie r `s  et  que~ d l a u t r e  par't~ des pr -ob l~mes d l o p t i m i s a t i o n  en nombr.es 

e n t i e r s  requ i~ r `en t  des n d s u l t a t s  et  des mdthodes  dl  a n a l y s e  d i o p h a n t i e n n e  : 

I - F R A C T I O N S  C O N T I N U E S .  

On d~s igne  pap [ x ]  la p a r t i e  e n t i ~ r e  de x,  et  si m es t  I l e n t i e r  �9 le 

p lus  pr 'oche de x~ on pose  

{ •  = x - m  et  I1• = v a l e u r  a b s o l u e  de { x } .  
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A p r o p o s  des  f r a c t i o n s  con t inues~  le r ~ s u l t a t  s u i v a n t  es t  souven t  c i t&  

(c f .  p a r  e x e m p l e  [ 2 ] ,  t h ~ o r ~ m e  1 81 ) : L e s  c o n v e r g e n t s  p n / q n  de x c o n s t i t u e n t  

la m e i l l e u r e  a p p r o x i m a t i o n  r a t i o n n e l l e  de x .  P l u s  p r ~ c i s ~ m e n t  : p o u r  q < qn '  

o n a  : 

I Pn - x I < I q ~ -  - x I e t  l iqnx l l  < Itq x l l .  
qn 

A u t r e m e n t  d i t  le d ~ n o m i n a t e u r  des  c o n v e r g e n t s  de x son t  s o l u t i o n  p o u r  

c e r t a i n e  vaJeun de Q des p r o b l ~ m e s  d t o p t i m i s a t i o n  : 

( 1 )  1 ( 2 )  
in ~ l l qx l l  in I l qx l l  

R6c ip r -oquement~  le p r o b l ~ m e  2 es t  n6so lu  p a r  e x e m p l e  dans  [ 3 ] ~  p,  10. L a  

s o l u t i o n  es t  le d 6 n o m i n a t e u r  qn v 6 r i f i a n t  q n < _ Q .  

T o u t e  s o l u t i o n  du p r o b l ~ m e  9. es t  auss i  une s o l u t i o n  du p r o b l ~ m e  1 : 

I 1 
q < q n  et  Ilqnxll< ttqxll = ~nn Ilqnxll< ~ Ilqxll 

m a i s  le p r o b l ~ m e  1 a d a v a n t a g e  de s o l u t i o n s .  

Pn Pn+ 1 
S i  ~ e t  - -  son t  d e u x  c o n v e r g e n t s  c o n s ~ c u t i f s ,  on d ~ f i n i t  

qn+ l  

( [ 3 ] ,  p .  16) les  c o n v e P g e n t s  i n t e r ' m ~ d i a i r e s  p o u r  | <_ r < an+2, p a r  : 

Pn+l  1 r r Pn+|  + Pn 

q n + l ,  r r qn+ l  + qn 

L o r s q u e  r = a n+2 '  on t r o u v e  Pn+2 . L e s  s e u l e s  f r a c t i o n s  P-- de d ~ n o m i n a -  
qn+2 q 

Pn Pn+l  
t e u r  q <  qn+ l  et  s i t u ~ e s  e n t r e  qn et qn+ t  son t  les  c o n v e r ' g e n t s  

i n t e r m ~ d i a i r e s  Pn+11 r qu i  f o r m e n t  une f a m i l l e  m o n o t o n e  en r ,  c r o i s s a n t e  
q n + l ,  r 

s i n  es t  p a i r  et  d ~ c r o i s s a n t e  s i non .  L e s  s o l u t i o n s  du p r o b l ~ m e  1 son t  donc  & 

p r e n d r e  p a r m i  les  d ~ n o m i n a t e u r s  des  c o n v e r g e n t s  i n t e r ' m ~ d i a i r e s  m a i s  i l  ne 

fau t  pas  les  p n e n d r e  tous .  
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P a r  exemple,  pour  x = II, on a 

Po 3 Pl  = 22 P2 333 

qo = T~  q l  '7 ~ q2 106 J 

L e s  c o n v e r g e n t s  i n t e r m @ d i a i r e s  son t  : 

"7 1._.0.0 13 i,7 : 
2 '  3 ~ 4 '  5 '  

e: 2,5 4'7 699 91 1 i 3 
8 ' 15 ' 22 ' 29 '  36 ' 

P._.3 :. 355 
q 3  113 

1___9 
6 i '  

1 3 5  15 `7  311 
43 ' 50 ' " ' "  ' 99 

? 10 
L e s  f r a c t i o n s  ~ e t  m a p p r o c h e n t  m o i n s  b i e n  1"c que 3 e t  ne s e r o n t  p a s  

s o l u t i o n  du p r o b l ~ m e  1. De m@me 25 15,7 "8- ~ " " " ' 50 s e r o n t  de m o i n s  b o n n e s  

22 
a p p r o x i m a t i o n s  que - ~ - .  

L e s  c o n v e r g e n t s  i n t e r m ~ d i a i r e s  son t  s o l u t i o n  d e s  p r o b l ~ m e s  1 b i s  

( I o r s q u e  n e s t  p a i r ) e t  I t e r  ( I o r s q u e  n es t  i m p a i r )  

  0_<o F 0 _ < o  
(I b is )  a }  > 0 (I te r )  ~{q o.} < 0 

I 

rain Itq CLII 1 rain IIq c~l' L 
? 

P a r  e x e m p l e  ~ es t  la m e i l l e u r e  a p p r o x i m a t i o n  p a r  e x c ~ s  de l"r a v e c  un 

d 6 n o m i n a t e u r  _< 2. (Of  [ 7 ]  et  [ 6 ] ,  p.  163). 

I I  - 

T .  L .  S a a t y  a pos(~ le p r o b l ~ m e  s u i v a n t  : " E t a n t  donn6  un e n t i e r  

C > 0  t r o u v e r  un e n t i e r  n e t  des  e n t i e r s  x t ~ . . . ~  x n s a t i s f a i s a n t  la c o n -  

n n 

t r a i n t e  ~ x .  = C et m a x i m i s a n t  la q u a n t i t 6  I I  ( x i ) i .  
i = l  = i=1 

S o i t  

L a  s o l u t i o n  de ce p r o b l ~ m e  d l o p t i m i s a t i o n  es t  la s u i v a n t e  : [ 5 ]  

a = l ~  2 b = 3 a ( 1 - a )  On a : 
log 3 ~ 9 a ( 1 - a ) -  1 " 

n = [ ( O - 1 ) b ]  ou [ ( C - 1 ) b ]  + 1 
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L o r s q u e  nest f i x ~ ,  o n  a : 

= x  = 1  Xl = " ' "  r 

X r + t  = . . .  = x p §  s 

X r + s +  1 = . . .  = x n 

= 2  

= 3  

a v e c  

a v e c  

r = [ ( 3 n  - C + I ) ( I  - a ) ]  

r + s =  [ ( 3 n  - C + 1)a] 

L e  c h o i x  d e  n e s t  l i~  a u  c o m p o r t e m e n t  d e  I" = { (C - 1 ) b }  e t  ~ = { (C  - 1 ) d }  

ave(:: d : a 9 a( l  -- a ) -  I su l van t  le g raph ique  : 

0 

I" 

o ~o 
-C 
f 

et  

T o  9 a ( 1 - a )  -1 

= f6 ~ - 1 1 1 2 - 3 ~ 1  
o 9 a ( 1 - a )  - I 

I I I  - N O M B R E S  H A U T E M E N T  C O M P O S E S .  

R a p p e l o n s  l a  d i ~ f i n i t i o n  d e  R a m a n u j a n  ( c f .  [ 8 ]  e t  [ 4 ] ) .  U n  n o m b r ' e  

n e s t  h a u t e m e n t  c o m p o s ( ~  s i l l  a p l u s  d e  d i v i s e u r s  q u e  l e s  n o m b r . e s  qu i  l e  

p r e c e d e n t  : S i  d ( n )  e s t  le  n o m b P e  d e  d i v i s e u r s  d e  n~ o n  a : 

n e s t  h . c .  ~ m <  n r d (m)  < d ( n )  

S i  @ e s t  un  r ~ e l  ;>0~ o n  s a i t  q u e  d ( n )  = 0 ( n  e)  ( c f .  [ 2 ] ,  ( : :hap. 18 ) .  

L a  f o n c t i o n  d~) ._  a d o n c  u n  m a x i m u m  a b s o l u ~  q u l e l l e  a t t e i n t  e n  n -- N e .  
n 

C e  n o m b r - e  e s t  h a u t e m e n t  c o m p o s ~  car -  o n  a pou r -  t o u t  m : 

d ( N r  
d ( m )  < ~ e t  don(:: m < N  e ~ d ( m ) <  ( m )e e _ _ ~ d ( N r  < d ( N  e)  
m ( N )  r 

1 8  d ~ c o m p o s i t i o n  e n  f a c t e u P s  p r e m i e r ' s  d e  N e e s t  s i m p l e  : 

S o i t  x = 2 1 / e  e t  x k = ( x  I ~  (1 + 1 / k ) ) / l o g  2 p o u r  •  > -- 2 .  
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a 
Alors N e = [[p p avec a 

P 
P 

= k o  Xk+ | < p  < x  k 

R a m a n u j a n  a p p e l l e  ce t t e  f a m i l l e  de n o m b r e s  N e hau temen t  compos~s  

s u p ~ r i e u r s .  

Dans  I l a r t i c l e  [ 4 ] ,  I=id&e es t  de c o n s t r u i r e  des n o m b r e s  n 
s 

v o i s i n s  de Nr  A p a r t i r  de I&~ on peu t  m a j o r e r  le n o m b r e  Q(x)  de n o m b r e  

hau temen t  compos~s  < X .  On o b t i e n t  : Q(X)  <_ ( Io9 X)  C. 

L o r s q u e  N e es t  g r a n d ,  posons  p o u r  s i m p l i f i e r  I t ~ c r l t u r e  

log 3 / 2  
y = x 2 = x e avec  e = log 2 

D~s ignons  de la fa~on s u i v a n t e ,  les  n o m b r e s  p r e m i e r s  c o n s ~ c u -  

t i f s  en touPan t  x : 

" ' "  P2 < Pl  <- x < PI < P2 < ' ' "  

F a i s o n s  de m~me p o u r  y : 

" ' "  q2 < q l <- y < Q1 < O'2 " ' "  

Dans  la d ~ c o m p o s i t i o n  en f a c t e u r s  p r e m i e r s  de NO, les n o m b r e s  p r e m i e r s  

P i  ~ Pi ~ Q i '  q i '  ont  comme e x p o s a n t  0~ 1~ | ,  2. 

On c o n s i d ~ r e  les n o m b r e s  ns,  p o u r  d i f f & r e n t e s  v a l e u r s  de s : 

Q1 Qg + ' "  Qs 
n s = Nr avec  r = [ s e ]  

Pl  P2 " ' "  PP 

Ona: 

d(n s) = d(Ns ( 3 /2 ) s  
2 r 

et log d(ns)  - l o g  d(N C) = { s  e}  I o 9 2  

On sa i t  p a r  le t h~o r~me  de F e l d m a n n ,  p r o l o n g e a n t  les  t r a v a u x  de 

B a k e r  que 8 = log 3 / 2  log 2 ne peu t  pas a v o i r  de t r o p  bonnes  a p p r o x i m a t i o n s  

r a t i o n n e l l e s  : il e x i s t e  C et k t e l s  que : 
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16- 1> ~ k q 

pour. t ous  en t ie r . s  p e t  q .  

L e s  n o m b r e s  { s  G} son t  donc  a s s e z  b i e n  r ~ p a r . t i s  dans  IWinter.- 

v a l l e  [O,  1 3 et  on peu t  major.er,  le n o m b r e  de nombr.eS hau temen t  c o m p o s ~ s  

s i t u ~ s  entr .e d e u x  nombr.es n c o n s ~ o u t i f s .  
S 

N O M B R E S  S U P E R A B O N D A N T S .  

S i  l i on  r .emplace  la f o n c t i o n  d(n)  par. (~(n) o~J 
n 

O(n) = Z; d, 

d i n  

darts la d & f i n i t i o n  des  h o m b r e s  hau temen t  compos~s~ on o b t i e n t  les  h o m b r e s  

s u p e r . a b o n d a n t s .  / e s  h o m b r e s  N6 I~sup~r.ieur.sJ~ d e v i e n n e n t  les  nombr.es 

c o l o s s a l e m e n t  a b o n d a n t s  (voi r .  E l i ) ,  

L a  d ~ c o m p o s i t i o n  en f a c t e u r s  pPemier .s  de Ne es t  

et  les  x k 

a 

= N 6 = ["[ p P a v e c  ap k = Xk+ 1 < p < x k 
P 

son t  d ~ f i n i s  pap  : x -- x 1 et  p o u r  k >  1 �9 

k -1  
log (1 + 1 / ( x ~  + x k + . . .  + Xk) ) 

log x k 
g 

L a  r e l a t i o n  qui  l i e  y = x 2 & x = x 1 es t  p l u s  c o m p l i q u ~ e  -" 

log (1 + 1 / ( y  2' + y) = Ioq(1 + l / x )  
log y log • 

On peu t  ~ c r i r e  y = x0(X)~ ma i s  6 va  @tre une f o n c t i o n  de x .  D a n s  II@tude 

des  nombr.es ns~ la q u a n t i t ~  { s S ( x ) . }  i n te r . v iendr .a  comme pr@c~demment .  

P o u r  les  va leu r . s  de x~ oQ 8(x)  n la  pas  de bonnes  a p p r . o x i m a t i o n s  r a t i o n n e l -  

les~ la m@me t h ~ o r i e  m a r c h e  ; pour" les  a u t r e s  v a l e u r s  de x~ on ne s a l t  

pas  conc lu r .e .  
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