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I - INTRODUCTION.

1. La vie de Ramanujan.
2. Papiers retrouvés de Ramanujan.

1. La vie de Ramanujan.

Srinivasa Ramanujan est né le 22-12-1887 4 Erode prés de Kumbakonam au sud
de Madras aux Indes. Sa famille était assez pauvre, mais il put bénéficier d'une bourse
d'études jusqu'en 1905. Dé&s qu'on lui parla mathématique il s'y intéressa. A 12 ans il lit
un livre de trigonométrie, a 16 ans il vérifie les 6 000 formules d'un livre destiné aux
étudiants de Cambridge pour s'exercer en vue de leur examen ( Carr - "Synopsis of pure
mathematics").

Jusqu'a son s€jour en Angleterre et méme apres, construire de nouvelles formules
fut pour lui un jeu dans lequel il était imbattable. Certaines d'entre-elles ne furent
d'ailleurs démontrées que bien aprés sa mort.

11 dut quitter le collége en 1905 car il ne put obtenir de bourse, principalement 2
cause de ses faiblesses dans la langue anglaise ce qui d'ailleurs étonna les personnes qu'il
rencontra plus tard car il s'exprimait trés bien dans cette langue.

La période 1905-1910 est peu connue. On sait cependant qu'il a été étudier
Madras mais qu'il ne fut pas regu 2 ses examens car il négligeait tout en dehors des ma-
thématiques.

Il se maria en 1909 & I'dge de 21 ans et réussit & trouver du travail en 1912 comme
employé au port de Madras grice au mathématicien Ramachandra Rao.

Clest en 1911 qu'il fit sa premiére publication "Some properties of Bernouilli's
numbers" dans le "Journal of the Indian Mathematical Society ".

Il essaya de prendre contact avec des mathématiciens anglais mais les deux pre-
miers auxquels il s'adressa ne purrent rien déchiffrer parmi la multitude de formules et de
théorémes-la plupart sans démonstration- annoncés par Ramanujan. Clest Hardy,
Professeur & Trinity College de Cambridge, 2 la suite d'une lettre de Ramanujan du 16
janvier 1913, qui se rendit compte que l'auteur de tout cela ne pouvait &tre qu'un mathé-
maticien génial.

A peu prés au méme moment, Ramanujan réussit 4 avoir une bourse anglaise qui
lui permit de quitter son emploi et de se concentrer sur ce qu'il aimait le plus. Hardy, de
son cdté, obtint la possibilité de faire venir Ramanujan en Angleterre et ce dernier y
débarqua le 17 mars 1914. Il y resta 5 années, les deux derniéres années assez malade. Il
retourna aux Indes le 27 février 1919 et mourut le 26 avril 1920 & Madras.
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La derniére lettre re¢ue par Hardy (20 janvier 1920) contient des résultats sur les
fonctions "Mock" théta, une de ces plus profondes découvertes.

On trouvera dans [RAM 2] et [HAR 2] des détails plus importants sur la vie de
Ramanujan.

Indiquons ici quelques formules typiques parmi les 120 envoyées par Ramanujan
a Hardy avant sa venue en Angleterre.

¢ Pour les intégrales

dx T

(1+ xwv (1 +1° xmv 1+ r xwv w 21 +r+ r++r04 v

0
ou 1, 3,6, 10... sontles sommes successives des premiers nombres entiers.

eSur la sommation de séries

1\ 1.333 1.3.5\3 2
H-mﬁMu +©hﬂ® -Hwﬁw.h.mv + o = m
eSur les transformations de séries et d'intégrales
x2 3! x4 6! x6 91
L-dr2ng * @rang - @rey t -
_ X x2 X x2
= T + l,lﬁcu + 2 + _v T - lﬁcm -+ 23 + w

oSur l'approximation dans le calcul d'intégrale ou de somme de série

X  x2 xX eX
1+ ﬂ. + Nl_ + unl_ = INI
avec
I . S 8 2
=3+ 1+ © mSk<qy
oSur les fractions continues.
2
4 12 32 32 _ (x+1)/4)
X+ 2x+ 2x+ 2x+ U - O((x + 3) / 4)
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2. Sur certains papiers retrouvés de Ramanujan.

Dans un article de 1915, [RAM 1], de 62 pages, Ramanujan étudie la fonction
d(n), nombre de diviseurs de l'entier n et plus particulierement les grandes valeurs de
cette fonction. Compte tenu de difficultés financiéres du journal, le travail de Ramanujan
n'avait pas été€ publié dans son intégralité. La partie non publiée a, semble-t-il, été€ égarée
et n'a été retrouvée et publiée que derniérement dans [RAM 2], pages 280-312.

Ce document est la recopie des notes de Ramanujan ; la liaison n'est pas parfaite
avec l'article publi€ en 1915, et les paragraphes 52 et 58 sont incomplets. Le travail de
Ramanujan est partagé en une vingtaine de paragraphes, ot il fait I'étude de quelques
fonctions arithmétiques.

Les paragraphes 52 & 57 traitent des grandes valeurs de fonctions suivantes :

Qo(n) nm card {(x,y); n = x2+y?2}
Q(n) nw card {(x,y) ; n = x2+xy + y2}

dy(n) = > 1

dydy ...dy=n

Ramanujan adapte a ces fonctions les méthodes qu'il a définies lors de son étude
de d(n). Ceci nécessite I'introduction des fonctions qui comptent le nombre de diviseurs
dans les progressions arithmétiques.

Les paragraphes 58 & 71 sont consacrés a 1'étude de la fonction somme des divi-
seurs et plus généralement, pour se R, de la fonction

oun) = X, d.
dln

Ne connaissant que I'étude de Ramanujan publiée en 1915 sur la fonction
nombre de diviseurs, P. Erdos et L. Alaoglu , ([ALA]), ont publié en 1944 un article
portant sur les grandes valeurs de la fonction G1(n), point de départ d'une suite de
contributions de P. Erdds, J.L. Nicolas et G. Robin, sur des questions voisines, [ERD],
[NIC 1], [NIC 2], [ROB 1]. Les résultats obtenus par ces auteurs et par Ramanujan dans

les papiers que I'on étudie actuellement concordent et se complétent.
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Dans les paragraphes 72 a 74, Ramanujan traite des fonctions Qu, Qg, Qg ou les

fonctions Qk sont définies par
Qy(n) H.Mwmoma { (X1, X2, oo Xi) 3 xm. +xw + ..+ xw = n}.

Pour cela, il utilise les fonctions sommes des diviseurs dans les progressions
arithmétiques, fonctions aussi étudiées par G. Robin, dans [ROB3].

La présentation qui suit des travaux de Ramanujan a été exposée au cours de 6
séances de séminaire a Limoges au cours de I'année 1990-1991. S'adressant & un public
assez large, nous avons détaillé toutes les fonctions utilisées par Ramanujan (ch. II et
III), et rappel€ les méthodes de théorie analytique des nombres utiles aux calculs effectués
par Ramanujan (ch.IV).



II - SOMMES DE CARRES.
1. Somme de 2 carrés.
. Somme de 4 carrés.

N
u.moEEmnmmnw.._.mmwo_:.m_um:.mwm.
4. Somme de 3 carrés.

5

. Sommes de s carrés pour s impair s > 5.

1. Somme de 2 carrés (cf. [HARI1]).

C'est Euler, en 1749, qui le premier a montré que n est somme de 2 carrés si et
seulement si n =2m a2 b, b étant soumis & la condition: p b alors p=1 (mod 4). Sa
méthode utilisait les deux remarques suivantes :

(i) Si plaZ?+b2, p premier, pged(a, b) =1 alors p =c2+d?,

(ii) (a2+b2) (c2+d?) = (ac £ bd)?+ (adibc)2.

Jacobi, en 1847, a montré que le nombre de facons de représenter n comme

somme de 2 carrés est

o) nm =4 2, x(d),
dlin

X €tant le caractére non principal modulo 4, défini par y(n) = 0 si n est pair, %(n) =1 si
n = 1(mod4),y%(n)=-1sin= 3 (mod4).
Pour cela il utilisait les formules

@ (Y g 2= 142 MH%{
= -co n =z
_1+2%a 49 49>
|H+H-9-H+@u+w-@u-.:
_ 1449 _4¢ 45 _4q10
|H+H-@ H+£N._.@u+u+ﬁ_a..:
=1+ M ra(n) g
n=1

Lorentz a retrouvé la valeur de ra(n), en prouvant, en 1874, la formule

ﬁwv M @BN+HM =1+ 4 M M @Tgi.:ﬂ _ Qﬁh.a+uvd .

m,n = -co m=0 n=1

Jacobi a aussi montré que l'ordre moyen de ry(n) est m soit



) > ) ~ =N,

n<N

formule précisée par la suite par 1'étude du probleme dit "du cercle de Gauss",

(5) Y ) = N + EN).

n<N

La conjecture E(N) = OﬁZsE €y, e >0, n'est pas encore démontrée ; Littlewood et
Walfisz ont montré que E(N) = OmZNS 2 T4 et Hardy et Landau que E(N) = DAZ:J.
Ramanujan, en 1920, a montré que l'ordre maximum de log rp(n) est

log 2logn / loglog n.

2. Somme de 4 carrés.

Lagrange, en 1770, a montré que tout entier est somme de 4 carrés et Jacobi, en
1829, que le nombre r4(n) de fagons de représenter n comme somme de 4 carrés est

(6) r4(n) = 8 6(n) si n est impair,
r4(n) = 240(m) si n = 2km et m impair,
avec
o) = 2, d.
dln
Pour cela, il démontra les formules
< 4
) (X g =1+ 2 umae
n=-oo nz o’—
_ q 292 3q3
=1+ mAH - n+H T HHm+u - +...)
=1+8 D, o) (q?+3q% +3¢% + ...).
p impair

Dans [HARI] on peut trouver deux démonstration du théoréme sur les quatre
carrés, dont une utilisant les quaternions.

La formule (7) de Jacobi reléve de la théorie des fonctions elliptiques et n'est pas
€vidente. Une démonstration élémentaire peut &tre obtenue 2 partir de (2), (cf. [HAR 1]
p. 311 et [HAR 2]). On peut trouver dans [LAN] une démonstration élémentaire de
(6) apartirde (1).



Landau a calculé 1'ordre moyen de r4(n) soit 2n, c'est-a-dire

) Y. rifn) = w 2 N2 + O(N'*9),
n<N

3. Sommes de s carrés, s pair, s = 6.

Jacobi a démontré, en 1829, les deux formules

9 = 16 a2 -4 d) d2
©) ré(n) QM_H x@ QMH_ x(d)
(10) ram) = 16C1° D, (-1)¢ d3,

dln
% €tant le caracteére défini au §1.

Ces formules sont obtenues a partir des relations

< 2.6 12x 22x2
(11) ( .M.s% ) = 16 g + T + )

12x  32x3  52%5
lh.ﬁu_. luﬁlHlelTHluﬁ.MI...v

( M xsmvm 13 x 23 x2 33%3

(12) H+Hm:+x+p-xm+p+xm+:.v.

n==-c0

On pourra en trouver une preuve dans [HAR 2].
Glaisher en 1907 a ensuite calculé rp, pour a=5..9, par exemple

SO ADE+16 Xy 1) +2 3, (ariby)
a%+b%=n

(13) 110(n)

(14) rp(n) = -8 D, (-1)¢tn'dgs,

Ramanujan a donné, en 1916, une expression de rp, pour a = 10..12.
La formule de Ramanujan, pour ry4, (cf. [HAR 2] ch. 9 et ch. 10), fait intervenir la
célebre fonction t(n).

(15) rsi(n) = m% o*11(n) + % {11259 7(n) - 512 1(0/2))

avec



(16) 6*11(n) = o11(n) si n est impair,

= M dit - M d!! si n est impair

dln din
d pair d impair
et ol t(n) est définie par
(17) am x = x 1] @-xm*

n=1

Mordell a démontré que T(n) est multiplicative. La conjecture de Ramanujan
T(n) = O?:B "%) a été prouvée par Deligne.

Comme *11(n) est d'ordre nll, le comportement de To4(n) est essentiellement
celuide 6™11(n).

4. Somme de 3 carrés. (cf. [LAN] p. 151).
Legendre, en 1798, obtint le résultat :
n est somme de 3 carrés ssi

n =42m avec m F 7 (mod 8),

Gauss détermina r3(n) en 1801. Dirichlet en 1840, puis Eisenstein en 1847, ont précisé
le résultat en utilisant le nombre de classes de formes binaires.

HWN: s
18 = — | sims
(18) 3(n) = 24 = hav si m=1 (mod 4)
_aM\w S .
r3(n) = 8 2 mmu si m=3 (mod 4).

La preuve du théoréme de Legendre utilise les formes binaires, les formes
ternaires et leurs réductions.
En 1860, Kronecker écrit
(19) r3(n) = 24 f(n) - 12 g(n),

formule dans laquelle f(n) désigne le nombre de classes de formes binaires ax? + bxy +
cy? de discriminant -n et g(n) le nombre de classes des mémes formes binaires, mais avec
a ou ¢ impair, (voir définition §1, ch.III).

L'ordre moyen de r3(n) est 2w n:n comme l'a prouvé Landau en 1912, soit



4
(20) Y @) = 3T N2
n <N

5. Sommes de s carrés pour s impair s 2§, (cf. [DIC] p. 263 et p. 305).

Eisenstein en 1847, puis en 1850, établit des formules pour r5 et r7. On
suppose que m est sans facteurs carrés. Posons

(m - 1)/2

R )
o X e )

alors
(21) rs(m) = - 80s, - 800, -112's, 80 ¢ selon que m est congru a 1, 3, 5, 7 (mod 8).

De méme
m/2 k
22) r7(m) = -16 37 2, mmu k2 si m =7 (mod8)
k=1
/2 m/2
1 , © (k kY -
= 8%35 {=—m M m[u-m M ﬁ|uw sim =3 (mod 8
3 k=1 \M k=1 \II ( ‘
k<m T
=28 O (n&-D2 mlu k2m-k) si m=1 (mod 8).
k impair m
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IIT - REPRESENTATION D'UN ENTIER PAR UNE FORME QUADRATIQUE
BINAIRE DEFINIE POSITIVE.

. Principaux résultats.
. Somme de 2 carrés.
n = x2 + 2y2.

n=x2 +xy + y2

n = x2 + 3y2.

Formes binaires de discriminant - 15.
. Formes binaires de discriminant - 20.
Formes binaires de discriminant - 39.

I - N N O

1. Principaux résultats, [FLA], [GAU].

Réduction des formes binaires
On considére ici les formes, & coefficients entiers
f(x, y) = ax2 + bxy + cy?
de discriminant A =b2 - 4ac <0, définies positives.

Deux formes f et g de méme discriminant A seront dite proprement équivalentes ssi il

existe M = A M w v telle que détM =1 et f(xr+ys, xt+yu) = g(x, y).

Définition : une forme f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 est primitive ssi pgcd(a, b,c) = 1.

Définition : une forme f(x, y) = ax2 + bxy + cy? est réduite si
Ibl<a <c¢

etb>0 siaestégala bl ofia ¢

Théoréme 1
(i) Chaque classe d'équivalence contient une et une seule forme réduite,
(i) Le nombre de classes H(A) est fini,
(iii) Le nombre de classes de formes primitives h(A) est fini ,

Gv) H(A) = > h(Ag?).
g2lA
Ag2 discriminant

Théoréme 2
Soit A un discriminant négatif, n un entier premier 3 A et fj, f, ..., fheay, les

formes réduites.
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Le nombre (n) de fagons d'écrire n a I'aide d'une de ces formes, c'est a dire
w(n) : =card {(x,y,1) , 1<i<h(d)) / n=£i(x,y))

=03 (4)

din
avec W=2 si A<-4, ®=4 pour A=-4 et ®m=6 pour A=-3.

est

A
Définition : Le symbole de Kronecker mmu est défini comme suit pour A =0,1(mod 4)

§)- @
Si d est positif et impair, AWV est le symbole de Jacobi
() - &) &)

mn m/ \n
si A =1 (mod38)
=-1 si A =5 (mod8).

etde 2.

[ ]
N
| B>
—

I

[

Corollaire : Un nombre premier impair p ne divisant pas A (non carré parfait) est
représentable par une forme de discriminant A ssi
A estun carré modulo p

2. Nombre de facons d'écrire n sous la forme n = x2 + y2,

x2 + y2 est une forme binaire de discriminant -4 et h (-4) = 1. Le théoréme 2

donne pour tout n impair
nm=ym =4 X ()= 4 T ()
kln kln
soit
y(n) = 4 (di(n) - ds(n))
c'est & dire y(n) vaut 4 fois le nombre de diviseurs = 1 (mod 4) - 4 fois le nombre de
diviseurs de n = 3 (mod 4).
On remarque ensuite que pour tout n , Y(2n) = y(n) puisque si n = x2 + y2,

+ uy? 2

2n=(x+y)+(x-y)? etquesi 2n=2z2+u? alors n = ﬁw 3 u * ﬁww:u .

Pour tout n, on peut donc écrire Wy(n) = 4 (di(n) - d3(n)), les diviseurs pairs
n'intervenant pas.
Ecrivons

12



n=2¢ u@m HH qt.

p=1(mod4) q=3(mod4)
11 est aisé de voir que si pour tout q, l'exposant t est pair,

iaui I1 iﬂaﬁ I1 HJL II 6+

p=1(mod4) p=1 (mod 4) p=1 (mod 4)
sinony(n) = 0.

Les nombres premiers représentables par x2 + y2 sont donc avec 2 les nombres congrus
a 1 modulo 4.

3. Nombre de fagons d'écrire n sous la forme n = x2 + 2y2.

x2 + 2y2 est une forme binaire de discriminant -8 et h (-8) =1 donc pour tout
-8 -1 2
v =23 () =22 (%) (¢)

ﬁmu et mu sont de méme signe si k =1 ou 3 (mod 8) et de signes contraires si

n impair

k =5 ou 7 (mod 8), donc y(n) vaut 2 fois le nombre de diviseurs =1 ou 3 - 2 fois le
nombre de diviseurs =35 ou 7 (mod 8)).
On remarque que (i) Y(2n) = y(n) pour tout n,

(ii) si m=q*m' avec q=50u7 etsi 8|/ m' alors 9, dq, ... g%

moE&&mnE.moEza& m%w MHH. hmu u.ﬂH.Uosn.mmQnm:Bmah_moozigmon

de tous les diviseurs est nulle.

Ainsi si
n= M.Q E Hum HH @nu
p=1,3(mod8) q=5,7(mod8)
et si tous les exposants t sont pairs

iaueﬁ I1 &uih I1 &nﬁ II s+,

p=1 ou 3(mod 8) = 1 ou 3(modg) =1 ou 3(mod8)
sinon y(n) = 0
Les nombres premiers représentables par xZ + 2y2 sont avec 2 les nombres
premiers congrus & 1 ou 3 modulo 8.
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4. Nombre de facons d'écrire n sous la forme n = x2 + xy + y2.

La forme x2 + xy + y2 est une forme binaire de discriminant -3 et h(-3) = 1.
Pour tout n £ 0 (mod 3), on a donc

y) =6 2, @

kiln

3 3\ 3
Si k=2%Kk',k' impair ona mﬂu = [.2 mlw
o

w _
uﬁ-:g mwu Ea@@-wmiaae.
Ecrivons n = 22n'avec n' impair. Pour k | n' la contribution des diviseurs k, 2k,.., 23
est

mqwnu (1-1+....) =0 si a estimpair

mqwd si a est pair.

Il

Ainsi, si a est impair, y(n) = 0 et si a est pair , y(n) = 6 fois le nombre de diviseurs
congrus a 1 modulo 3 -6 fois le nombre de diviseurs congrus 2 2 modulo 3.
On remarque que y(3n) =y(n) .

Finalement si

n=3p IIps IT qt,
p=1(mod 3) q=2(mod 3)

ona

yn) = y(IIp®) =6ddIp9) =6 JI (s+1)
p=1(mod3)

si tous les t sont pairs, 0 sinon.

Les nombres premiers représentables par x2 + Xy + y2 sont avec 3 les nombres
premiers congrus a 1 modulo 3.

5. Nombre de facons d'écrire n sous la forme n = x2 + 3y2,

Ici le discriminant est -12 et h(-12) = 1. Donc, si n est premier avec 6, ona :

vw-2 % (-g)=2 2 (3)

kin kin
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Ona 3=02+3.(+1)2 etpar suite y(3Pn) =y(n) pour toute puissance b.

Si n, non divisible par 3, est représentable alors n =1 (mod 3). Par suite 2n n'est pas
représentable mais 4n est représentable et chaque représentation de n donnera 3 repré-
sentations de 4n. En effet (2x,2y); (x+3y,x-y) ; (x+3y,y-x) représentent 4n,
Par suite y(22m) = y(m) si a=0

3y(m) si a estpair=2

= 0 si a estimpair
ouencore Y(22m) = 2E(m) si a=0

6 E(m) si a estpair=2
= 0 si a impair
ot E(m) est le nombre de diviseur =1 (mod 3) - le nombre de diviseurs =2 (mod 3).

Finalement , n =22 3° : P E q,
p=1 (mod 3) q=2 (mod 3)
q#2

est représentable ssi tous les exposants t ainsi que a sont pairs ,

etym =2 Il (s+1) si a=0
p=1 (mod 3)

=6 Il (s+1) siapar>2
p=1 (mod 3)

A

6. Nombre de facons d'écrire n a l'aide d'une forme binaire de

discriminant -15.

- 15 est le premier discriminant dont le nombre de classes est 2. Il y a donc deux

formes primitives réduites

fo = x2 +xy + 4y?

f1 = 2x2 + xy + 2y2.
4 est représentable par fy et non par f; ce qui prouve que fp et f; ne sont pas
équivalentes.
Un nombre premier p, distinct de 3 et 5, est représentable ssi m, H%v = 1 soit ﬁ WHWU

= 1. Par suite p est représentable par fo ssi p est un carré modulo 3 et 5 et par f] ssi p
n'est carré ni modulo 3, ni modulo 5.

L'homorphisme de Gauss w5 : {fy,fi} — Ejs5/ mwM est défini par:

fo > letf, — 2.

Pour n premier avec 3et 5,ona

15



=12 ()2 2.0)6)

kin kln

soit y(n) = 2 fois le nombre de diviseurs = 1, 2, 4 ou 8 (mod 15) - 2 fois le nombre de
diviseurs = -1, -2, -4 ou -8 (mod 15).

Sin n'est pas divisible par 3 ou 5, n est représentable par fp ssi

n = Im IT q I1 r

p=1ou4 (modl5) q=2ou 8 (mod 15) r =-1, -2, 4, -8 (mod 15)

avec tous les exposants u et la somme des exposants t est paire, (ce qui entrainen=1 ou
4 (mod 15)) et alors y(n) = 2[1 (s + 1) II(t+ 1).
Sin n'est pas divisible par 3 ou 5, n est représentable par f; ssiles exposants u sont
pairs, et si la somme des exposants t est impaire, (n est donc congru & 2 ou 3 (mod 15))
et

yn) = 2II(s+ 1) II(t+ 1).
3 et 5 sont représentables par f;,5 par (1, 1) et (-1,-1)et3 par (1,-1)et (-1, 1).
Par suite 15 est représentable par fy, soit par (1,-2) et (-1, 2).
Plus généralement 32 5P est représentable par fy si a + b est pair, par f; sinon etle
nombre de représentations est toujours de 2.
Finalement, écrivons

n =35 I » II ¢ I1 r,

p=1ou4 (modl5) q=2ou 8 (mod 15) r=-1, -2, -4, -8 (mod 15)

S'il existe un u impair, n n'est représentable par aucune des 2 formes.
Si tous les exposants u sont pairs et si Yt +a+b est pair, alors n est représentable

par fp, sinon n est représentable par fi, et
y(n) = 2II(s + 1) II(t + 1).

Ainsi (i) 3.52.19.23.23.292 est représentable par f; puisque 29 = -1 (mod 15) est
dexposant2 ; a+b+3t =1+2+3+1 =7 et y(n) = 2d(19).d(23.23) = 32.

(ii) Les nombres premiers représentables par fy sont ceux qui sont congrus a 1
ou 4 modulo 15 ; ceux qui sont représentables par f; sont, avec 3 et 5, les premiers
congrus & 2 ou 8 modulo 15.
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7. Nombre de facons d'écrire n a l'aide d'une forme quadratique binaire
de discriminant -20 et irréductibles dans Z(+/-5).

h(-20) =2 et les 2 formes réduites sont fp =x2 + 5y et f; = 2x2 + 2xy + 3y2.

G:noEcHoEoBmoacﬁ:ﬁuﬁmmmam_&om& h%u uuocﬂ_ua\mﬁmoam.

On peut écrire ﬁ%u B @J @ |

Ona m%uu mwu =1 ssi p=1,9 (mod20) et p estreprésentable par fpet mw.uu

@u =-1 ssi p=3,7 (mod 20) et dans ce cas p est représentable par fj.

D'autre part, 2 est représentable par f; et 5 par fp.

Si nn'est pas divisible par 2 ou 5, le nombre y(n) de fagons de représenter n sous
une des deux formes fy ou f; esty(n) = 2 fois le nombre de diviseurs = 1, 3,7, 9
diminué de 2 fois le nombre de diviseurs = -1, 3, -7, -9, modulo 20.

Soit n = I P I q I r

p=1, 9 (mod 20) q=3, 7 (mod 20) r=-1, -3, -7, -9 (mod 20)

*n estreprésentable par fp ssi tous les exposants u sont pairs et si Yt est pair
et le nombre de fagons de représenter n par fp est y(n) =2I1(s + 1) (t + 1) (n n'est
pas alors représentable par f;).

* n estreprésentable par f; ssiles exposants u sont pairs et si Yt est impair et
lonawy(m) = 2TI(s + 1) II(t+ 1).

Soit maintenant n = 2% 5° : p° I1 q 11 o
p=1, 9 (mod 20) q=3, 7 (mod 20) r=-1, -3, -7, -9 (mod 20)

e S'll existe un exposant u impair, n n'est pas représentable.
¢ Si tous les exposants u sont pairs,
Si ¥t +a est pair alors n est représentable par fp, sinon n est représenta-
ble par fj et
y(n) = 2TI(s+ 1) II(t+ 1).

Exemples. (i) 13 = 2.32 estreprésentable par f; de 6 facons.
(1,2) 5 (-1,-2) ; (£3,0) ; (3,-2) ; (-3,2).
(i) Les premiers représentables par fy sont 5 et ceux congrus 2 1 ou 9 mo-
dulo 20 ; ceux représentables par f; sont 2 et les premiers congrus 2 3 ou 7 modulo 20.
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L'anneau des entiers de Q(v-5) est Z(v/-5). On veut déterminer les irréductibles
de Z(-5). |

Soit p un nombre premier de 2, p est réductible ssi p = (a+ibV5) (a-ib V5 )
= a2 + 5b2. Si p n'est pas représentable par fo alors p est irréductible, c'est le cas si
p=3,7, 11, 13, 17 ou 19 modulo 20.
Si p est représentable par fy alors p = (a + ibV5) (a - iby5) et les nombres a + iby5
sont irréductibles puisque leur norme p est un nombre premier.
Si p et q sontreprésentables par f1, pq est représentable par fy donc pq = (c + idvV5)
(c - idV5), (sauf p=q =2), et les nombres (c *idy5) sont irréductibles car leur norme
pq n'est pas le produit de 2 normes d'irréductibles.

8. Nombre de facons d'écrire un entier n i I'aide d'une forme binaire de
discriminant -39.

- 39 est le plus petit discriminant dont le nombre de genres 2 est différent de 1 et
du nombre de classes qui est 4.
Les 4 formes réduites sont
fo =x2 + xy + 10y2
f1 = 2x2 + xy + 5y2
fp = 3x2 + 3xy + 4y?
f3 =2x2 - xy + 5y2.
Dans le groupe G des classes mm = f5, mm_ =f3 ; fi et f3 sont improprement

équivalentes.

mm 2

39 = (1,4, 10, 16, 21, 25) sépare E3g en 4 classes Ejg, wao , qmwo et Emw? et

Eso/ Exg = (Z [22)2

n n

Les éléments de wmwu sont les n tels que ﬁlv = h.lu L.

3 13)~ °

La suite suivante, dans laquelle >9V = AWV = DM.JW

. P e )

est exacte. Le noyau de 4 est mwc. fo et f;ont pour image mwo et fjetfy, 2 mww :

Ainsi p estreprésentable par fo ou f; si p=1, 4, 10, 16, 22, 25 (mod 39) et par f; et
f3 (carfy et f3 sont improprement équivalentes) si p=2,5, 8, 11, 20, 32 (mod 39).
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Un nombre m = : @» : ﬁc E vo n ﬁa avec >umwmo ne peut étre
pPe A pe2A pe7TA pe 14A

représenté que si tous les exposants ¢ et d sont pairs.

Le nombre de représentations y(m) de m sous l'une des 4 formes est alors

€AB_VN<88_H : ﬁ» U_.l.—w_u. mo:N M h%mmu .Um:mﬁo:m_nmomw h%v MH
Um.), UmNP dlm'

puisque A%u . @v = @ mmw = 1.1 ou -1-1. Ainsi y(m) =2 d(m).
Si m'mod 39 € A, m estreprésentable par fy ou f; eton ne sait dire combien par fy,
combien par f;.
Ainsi y(16) =10 etily a 6 représentations par fy
*4,02,1)(-2,-1)(-3,1) (3, -1
et 4 représentations par fs,
0,£2), (-2,2), (2, -2).
Ainsi y(25) =6 etil y a 2 représentations par fy (£ 5,0) et 4 par f,
1,2);(¢1,-2); 3,-2); (-3, 2).

Si m'mod 39 € 2A , m est représentable 2 la fois par f; et f3 carsi (x,y) donne la
représentation pour fj, (-X,y) est une représentation pour fs. Ainsi le nombre de
représentations par f; (ou f3) est d(m’).
Reste le cas des facteurs 3 et 13 ; 3 et 13 sont représentables par f, uniquement ; 3 par
(*1,0), 13 par (-1,2) et (1, -2).
Finalement écrivons
n=313 [Ip IIp Il II o
pe A peE2A pe7A pe 14A
Alors n est représentable par une des formes si tous les exposants t et u sont pairs ;
La représentation se fait par une forme fy ou f; si a+b+ M S est pair et
y(n) = 2II(r + 1) II(s + 1).
Si a+b+ M s estimpair, il y aura II(r + 1) II(s + 1) représentations par f; et autant
par fj.

19



IV. FORMULES EXPLICITES ET APPLICATIONS.

1. Définitions.
2. Formules explicites.
3. Sommes des inverses des zéros de fonctions L(s, ).
4. Calculs dans les progressions arithmétiques de raison 4.
5. Calculs dans les progressions arithmétiques de raison 3.
6. Sur la somme M 1 .
p P -5
7. Une formule.
1. Définitions.
) Y& = 2 A@ = D, logp
n<x pt < x

Pour tout caractére modulaire 7,

@) V) = 2 %0 A()
n<x
(3) I(x, x) = M. x@) A(n)/logn
ns=x
@ vk ) = M logp
p™ = [(mod k)
pm<x
@) 0x;k ) = X logp
p = l(mod k)
pP<x
(5) TI(x ; k, I) = Y 1/m
p™ = [(mod k)
pm<x
(6) nx;k,I) = 31
p = l(mod k)
P<x
On a alors
H F=—]
) x;k ) = — , _
v o W v x 0
et
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@®) Mk D) = —— X&) x O,
ok)

les sommes portant sur tous les caractéres modulo k.
2. Formules explicites, ([DAV] (p. 104 et 109) , [BLA] p. 88).

Ces formules relient les fonctions et IT et les zéros des fonctions £ et L.

©) v = x - 3, xw + 01,
p

(10) I(x) = Li(x) - 2, LixP) + O(log x),

les sommes portant sur les zéros non triviaux de {(s).

(11) w(x %) = Eox - 2, wln + O(log x),

EoLi(x) - 2, Li(xP) + O(log x),

(12) TI(x, x)

les sommes portant sur les z€ros non triviaux de la fonction de Dirichlet

L(s, ) = M_ () / 08

avec Eg =0 pour tout caractére non principal et Eg =1 sinon.

Idée de la preuve pour (9).

Ona
v Am L)
13 = - .
= _W n® C(s)
Intégrons - M_AMV Wm sur la droite Re(s)=c> 1.
C'(s) x° Al) rx Y
o )y 4Tu = T A® = v

0 si O<y<l
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On modifie le contour pour calculer de fagon différente la premigre intégrale en
utilisant la formule des résidus.

3. Somme des inverses des zéros non triviaux de la fonction L(s,x).!

On suppose que 7% est le caractére défini par % (n) = ( .% ), -D étant un

discriminant de corps quadratique imaginaire ou de forme quadratique. ¥ est un caractére
réél et y(-1) =-1.

Posons
T - (s+1)/2 1
(14) Es, ) = mdu Am (s+1 & L(s, %)-
E(s, %) est une fonction entiére qui vérifie la formule multiplicative, ([DAV] p. 83),
(15) Esop) = P% T @-sp) esie),
p

le produit portant sur tous les zéros non triviaux de L(s, %) = M x(n) n8, et 1'équation
1

fonctionnelle
(16) &G, x) = &1 -, %).

D'aprés (14), on peut écrire
E 1. (m) . 1T'n L'
a7 > 60 = 3t0g(p) + 3 £ (3G + D)+ 6D,

et d'apres (16)

' g

(18) = (s, = -=(-s, Y.
£ g X

La formule (15) nous donne

(19) 5 p 0 =B + 2 ——.
N “u ﬁm_u = MV

On adonc

1 Je remercie Joseph Oesterlé pour la preuve du théoréme 2 de ce paragraphe.
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S g 1 1
20 B(y) =20,7) = 2(L,y) - 2, (~+ )
(20) (0 mﬁ X) lm X ? H-L

11 vient d'apreés (20) et (18)
21) > loBwp =20,
p &

*®
M signifiant que l'on a regroupé les termes relatifs 2 p et 1- p, pour assurer la

convergence.
D'aprés (17),0n a

* 1 1 T 1T 1 L'
NN ll"llHo hlu -+ Illhlwnm:] Ou .
(22) 2 o 2 E\D 2 - (2)7 L .0
Il est connu que
I'"r1
(23) ﬂ@ = -y-2log?2, ([WHII, p. 247 et 259).

On peut utiliser pour démontrer cela la formule de Jésus
r'a I1'danz)
ra 1a1/2)

= 2log2

et la formule de Gauss

H._ANV z n— oo m = m Z+ m
*1 . 5 L - ;
Pour calculer M — , il reste donc a évaluer T (0, %)- Pour cela on utilisera le théoréme
P

Théoréme 1.

1/21,
(24) h(D) =22 LL ) pyichien),

2n
D
(25) L(l,x)=-7D32 ) x(m) m (Gauss),
m=1

o étant défini au th. 2 du §1 du chapitre IIL

On en déduit d'abord le lemme
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Lemme

D
(26) L, ) =- D-1 M ¥(m) m = 2h(-D)
m=1 w
D
(27) L'0, %) =- Zh(-D) logD + (m) logI( m ).
@ m=1

h(-D) étant le nombre de classes du corps quadratique de discriminant -D ou le nombre de
classes de formes primitives de discriminant -D, (§1,ch.III).

Preuve : L'équation fonctionnelle donne L(0, %) = n—1 D12 L(1, %), par suite (26) est
conséquence de la formule (24). Pour démontrer (27), on définit d'abord, pour O <a <1,

1
(28) (i) = 2, —
n>0 (n + a)
ce qui permet d'écrire
D
(29) L0 = D* 2 y(m) LG, mD), (DAV] p. 70,
m=
et
D
(30) L'(s, %) = -logD L(s, %) +D-s M HNABV '(s, m/D).
m=
On a, ([WHI] p. 271), la formule de Lerch
(31) C(s, @) =0 = log T(@) - 5 log 2n
d'ol finalement le résultat et par suite aussi le
Théoréme 2. On a
*1  y+log(4ntD) @ m
(32) 2 m M|W| - 3% BMH\H x(n) logl'( 5 ).

Exemple 1. Pour D=4, onaw=4¢eth (-4)=1,d'ol

* +
M L u% +2log2 +21lo HE.
p I'(1/4)
D'apres la formule des compléments
I'(s) T(1-s) = |a=.aa -

1 1
_omﬁmmv + Homﬁﬂl_v = logm + 5 log 2,
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(33) Yol . IJ.%E + log2 + hﬂomﬁ@u 0, 07778...
p
Exemple 2. Pour D=3,onaw=6¢th (-3) =1, d'oli
1 v 1 T(2/3)
(34) 3L =Y t10g2 + slog3n +3log——2 = 0,05661....
p 2 2 (1/3)

Rappelons ici le résultat pour les zéros de {(s) obtenu de fagon analogue, (voir aussi le

§6).

(35) L _ 1 otogam + 1 =002309..
p

8=

4. Calculs dans les progressions arithmétiques de raison 4.

On suppose dans ce paragraphe et le suivant que 'hypothése de Riemann (H.R.)
est vraie.

Posons 01(x) = B(x;4,1)
mEx) = n(x; 4, 1).
Proposons nous de montrer

Théoréme 3.

p p
(36) 2010 =x-0x -3 = - ¥ m+095v
P D _u_ EH
et
67 2m(0) = L) - LX) - X LG - X Li ™) +0x')
P Py

p étant les zéros de {(s) et p; ceuxdeL(s,x) = 1° - 3% + 55 + 75 - .

Preuve : Les formules (4) et (4') donnent

wix; k1) = 0(x; k1) + > logp + D logp +
p? =1 (modk) p = l(mod )

ﬁmmu ﬁumx
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01(x) + B(Wx) -log2) + OxP)
0(x: 4,3) +0x"P.

d'ott y(x;4,1)
v(x;4,3)

Compte tenu de H.R.,
0(Vx) = vx + 0" log?x), (IBLA, p. 80]),

il vient
01 () = W(x;4,1) - ¥x + Ox"P).
Maintenant W(x ; 4, 1) se calcule avec (7) et (9);

S

Vx4, 1) W %) + VX, )

P1

X - Y XX Y *— 4+ 0(og x)
P P,

|
b=

Prouvons maintenant la formule (37). Comme ci dessus
x4 1) = mx) + 5 76X + 0P

X)) + = E Gx) + oM.

Il

D'autre part avec (8) et (10),
II(x;4,1) = W (Lix) - M,.Eo%u - MEG%J + O(log x))

d'ot le résultat.
Prouvons maintenant le théoréme suivant

Théoréme 4. On a
(38) 2m(x) = Li(261(x)) - 2Ri(x) + O(x/log3 x)

LI

log2x

./\I

log2 x

avec 1,899 < Rix) < 2,101

-

Preuve. La formule (37) donne, 85@5 tenu que

X

2my(x) = Li(x) - _om — @V + Y, xl +M

P

1 xP P1
— 4/ x +M 5 M xlu +0 Vx
log™ x p P, log™ x

La formule de Taylor fournit avec (36)
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Li (20,(x)) = Li(x) - Hl 22+, x’ + M + O(log” x)
OB E P P,
11 _UHIE
VX X X
soit la formule (38) avec R;(x) = 3 N+M s== M. S
1
0og X 2 p Nﬁu
Compte tenu de la symétrie des zéros
1 1 1 1 1
—+— = — donne NM“ |MM|N.
P P Ipl p lpl
d'ol
)
1 1 R;(x) log” x 1 1
N-MJ-MJA|AM+MIM+M|..
2p 2p, Vx 2p 2p,
et donc

R,(x) log®
MlM\Panﬁ-AEAN+MI+M
P Py Vx Py

Le résultat est conséquence de (33) et (35).
5. Calculs dans les progressions arithmétiques de raison 3.
Posons 03(x) = 0 (x;3,1)

mx) = mx; 3, 1).
Les calculs du paragraphe précédent se transposent exactement et I'on peut démontrer

Théoréme 5. On a
(39) 2my(x) = Li (202(x)) - 2Rz (x) + O(Wx / log?x)

v VX
ogzx S Rot®) 2,080 oo

avec 1,920

On montre, en effet, que

1 2
5. F L. 31 2R%T T iyl
p Py V% P Py

les deuxieémes sommes portant sur les zéros de la fonction
Lis, ) = 1% - 25 + 45 - 55 + ...
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. 1
a.m:-._mmoaimamm.uﬁnmmm M .

p P°°

Prouvons la formule

1 2s-1 1 1 ITrs C'(s)
40 = e | g | —_—
) Mm-o 2 s Nomiwﬂffn@

Preuve. De fagon analogue aux formules (15) et (19) on a pour la fonction ,

E®) = 5 s(s- 1) 1 T(s/2) L)

&) = e [T a-s/p) &P, ([DAV] p. 50)
P

d'ou
‘(s 1 1
&(s) s-p P
1 '(s 1
or B n-M| donc g = M —— et par suite, on obtient (40).
p &(s) s-p
Corollaire.
1 1 log 47
41) Y=Y —=1+4-2T - 0,00.
P 1-p

Preuve. On sait que

Hl.—

-W ﬂ qunm+W+ o(s), lorsque s = 0
et que
E = log 2m,
£(0)

par suite

1 1 log 4

Sl 3 Loy, ) ek
P s 0 5-p

D'autre part si p estracine de {(s), 1 - p estaussi racine d'oll la valeur de la deuxiéme

somme.
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7. Une formule.

Montrons 1'égalité suivante, valable sous I'hypothése de Riemann,

p p/2
42) x-0) = x12 + x18 + 2, X O Y X, ok
P P

les sommes portant sur les zéros de la fonction .

Preuve. On a
V) = 0(x) +0x12) + 8(x1B) + B(x14) + O(x15),
Y(x12) = (x12) + B(x14) + O(x1/6),
y(x1B3) = 8(x1B) + O(x!),

6(x) = Yx) - y(x2) -y(x1B) + 0x1P),

et d'apres la formule explicite
ICEEEESLD
p/2

Y@ = x12 - 3 F— 4 o),
P

y(x18) = x1B3 + O (x1/6 log? x),

d'ot le résultat.
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V - FONCTION d(n) ET FONCTIONS VOISINES.

. Grandes valeurs de la fonction d(n).

. Fonctions étudiées.

. Série de Dirichlet et série de Lambert.

. Grandes valeurs de la fonction Q3 (n).
. Grandes valeurs de la fonction Q, (n).
. Grandes valeurs de d.(n).

S Ut AW

1. Grandes valeurs de la fonction d(n), ((RAM1] , [NIC1)).

Soit € >0 ; on désigne par N l'un des nombres maximisant la fonction

n — d(n) / n&,
Ne est appelé nombre hautement composé supérieur associé & €.
Ona
Ne = T poo
p <2l
! si ! ¢ N
E E
(1) avec k(p,ge) = ﬁH- 1 wu- ! 1
ou -1 si e N.
p -1 p -1 p -1

Posons aussi x=1/e et x; = ((+1)/1)* pour i=1
alors si Xy <p<Xgi1,0na k(p,€e) = k,

si P = Xk, k(p,e) = k ou k-1,
si P > X1, k(p, &) =0.
Exemple.

N = 212 37 54 (7.11.13)3 (17.19.23)2 29 ... 337 est hautement composé

supérieur.
2. Fonctions étudiées.

1
(A)  Qx(n) = 7 ra(n)
d'ou
(2) Q2(n) = nombre de diviseurs =1 (mod 4) - nombre de diviseurs = 3 (mod 4)
Supposons que
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n=2¢% mﬁm E@ﬁ.

p=1(mod 4) gq=3(mod 4)
Si tous les t sont pairs alors

3) Qm=d( JIp)= Il G+
p=1(mod 4) p=1(mod 4)

et s'ilexiste un t impair: Qa(n) =0.
On adonc Qz(n) < d(n).

(B) Qu(n) est le quart du nombre de fagons d'écrire n sous la forme : n = x2 + xy + y2.
D'apres le §3 du chapitre ITI, on a, si

n=3% JI p Ilq

p=1(mod 3) q=2(mod 3)

nombre de diviseurs = 1 (mod 3) - nombre de diviseurs =2 (mod 3)

@ Qn)

d( : ps)  sitous les exposants t sont pairs,
p=1(mod 3)

= 0 siundes exposants t estimpair.

Il

3. Série de Dirichlet. Série de Lambert.

Théoréme 1.

b
Soit f(5) = 3 2 et g = 3 .
n=1 Dm nz1 =m
n
Oanm: . uMcuxs,
nz1 1-x" nx1
si et seulement si  {(s) f(s) = g(s).
Preuve.
n
X
Mms z = mﬁanhuMouxa
nz1 1-x n21 m=21
avec ¢, = M ag,orona {(s) f(s) = olm donc c¢, = b, pour tout
dln n>110
si et seulement si  {(s) f(s) = g(s).
Théoréme 2.
. m.u. .@5
Soit f(s) = M — et g = M —
nz1 bm =m

et
L(s) = L(s,xy) = 15-35+5-75 + ...,
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X4 €tant le caractére non principal modulo 4,

Ona 2 a H+x|ﬂm= = D, by xn sietseulementsi L(s) f(s) = g(s).
n=1 n=1
Preuve.
Mnd.
a, — o = a. xn |HH= uﬂMﬂH—.—
H—MH e H -+ Uhm.ﬂ H»MH g1 EMN\OA v
= M ap (-1)m x@m+Ln = M cyX,avec ¢, = M mmxnhmu.
nz1 nzl dlin
m=0
Exemple 1.
2 1 1
(o = (X <) [X 5] do
nzl n nz1l n
d(n)
©) o = Y —
nz3

et d'apres le théoréme 1

) > dwx = D,

| nz1 1-x®
Exemple 2. Ona
®) DI R 0RO
nz1
Eneffet LOLE = 2 ~ % X0 gonc Ly te) = 2 < ob o est
n>1 M p>1 1 n>1 1

€gal au nombre de diviseurs de n congrus & 1 modulo 4 diminué du nombre de diviseurs
de n congrus a 3 modulo 4.

Si n=3 (mod 4), il vient ¢, =0etsi n=1 (mod 4), ¢, = Qx(n).

D'apres le théoréme 1, il vient alors

© L QW = Lt
n>1 n21 - X
_ X x3 X

1-x 1-x3 1-x3

et d'apres le théoréme 2,

(10) 2 e x = D —X_

> 1 n>1 1+x2n



Exemple 3. Ona
1) Y 2O e Ly
nx1

ns

avec xu?v = mu et L(s, Huv = 185-25+ 4s - 55 + 75 .

Cette relation est immédiate dés que l'on sait que Qy(n) = M mmu , (cf.§4, ch.II).
dln

D'apres le théoréme 1, il vient

(12) Y Q=Y MRX

nz=1 n=1 1-xn
4, Grandes valeurs de la fonction Q3 (n).

Soit € >0. On dira que N; est Qz-supérieurement intéressant si Ng maximise
la fonction n — Qq(n) / nt.

Nous utilisons les notations du § 1, ainsi que celles du § 4 du chapitre IV. On a alors
pour € donné

(13) log N¢
(14) Q2(Ng)

0; (x1) + 07 (x9) + ......

MOV (30D g3y

Il

1 X
avec x=1/8 et x = ﬁ?ﬁ& :

X
ﬁ_eﬁo@mﬁmawom:_onmﬂf&mzmxwn ﬁ._mm;u mow:nmaanﬁﬁmoogaomuwow

k ~ 1/elog2.

(A) Sans supposer le théoréme des nombres premiers on peut écrire, en posant N = N;
log N ~ 01(x1) d'ordre x
loglog N ~x log 2
Comme par intégration par parties on a, pour tout y,

mey) = 2 O(iy)

Tog y logZy
il vient
01(x1) _ logN __logN
m(x1) ~ ¢ log2 ~ loglogN ™ O?om log Zvuu
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(log 3/2 / log 2) (1+0(1)) log N
T1(x2) = (log N) = Omanlrmelvmu,

d'ol
(15) Qu(N) = 2logN (1/(loglogN) + Oﬁhomﬂomzunv.

(B) En supposant le théoréme des nombres premiers, on peut affirmer que

1 s —ax 1
q:m%v = M. HLGO + OA% e omu\v
d'oli
log N ~ 01(xq) ~2*1
1
™ (2) = 5 LiQlogN) + O(log N ¢ 2V 108 loghy
et
1
— Li(2logN) + oﬁ_omzm-f\gv
{16) log Qo(N) = log2 (2 v
ce qui donne, par exemple
(17) log Q) _ _logN 1, logN

log2 ~ loglogN (log log N)2

25 log N log N
(log22 -2 log 2 +2) |m|com T om|m||eom s zv&

(C) On suppose maintenant que 1'hypothése de Riemann est vraie et 1'on utilise la
formule (38), § 4 du chapitre 4.
2m(x) = Li(20;(x)) - 2Ry(x) + O(Wx /log2x)
avec 1,899 vx/log2x < Ry(x) < 2,101 Vx/log2x
qui permet de préciser le terme reste.

(18) Qu(N) = 2Li(2logN) /2 +¢ (N)

avec

4 log(2logN)

_log32 _. (3 1og 3/2 / log 2 3 (log N)83/2/leg2
o) = 7e5 Li (5 (og) ) -

) vlog N
Ri (2logN) + oh||m|:om N

5. Grandes valeurs de la fonction Qz(n).

En utilisant les notations du §5 du chapitre IV, , on a, pour les nombres Dlm
supérieurement intéressants, les relations suivantes,

05(X1) + 05(x5) + ...
buomH A
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_ T 7T
o) = 27250 mu 209

a partir desquelles I'on peut montrer :

(A) Sans le théoréme des nombres premiers

Homa Tom H_om : +O h H Nd
(19) Q@) = 2 fog log ™

(B) Avec le théoréme des nombre premiers

(20) q (n) = M:N Li2logn) +O(logn e m,\ﬂ.mﬂ
2

)

(C) Avec I'hypothése de Riemann, d'apres le §5 du chapitre IV,

— 1/2 Li(2logn) + ﬂa

21) Q,(n) = 2

— Homu\w ) 3 (log bv_om 3/2/log 2

B 8 log 3/2 /log 2
avec ¢(n) = 2Tog 2 Li ﬁM (log n) u "4 " log 2logn)

-Ry(2logn) + O(log n/ (log log n)3).

6. Grandes valeurs de la fonction d.(n).

Pour r > -1, définissons d; par I'égalité

d (n)
(22) > = (™.

n=1 Dm

Ainsi d=d;jetsi re N,ona
d (n) = i
(81 8000 Bpy 1)
mH mw m_.+~ =n

w
OoEwﬁoﬁncaoﬂ@nzC-w.mv-ﬁmﬁnamwzu: ﬁmw
P i=1

8

k
23) d@=1I] II (14—
i=1 =1 A
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Comme pour d(n), posons

X
x = 1/e et xmnﬁH +M.u pour i=1

alorssi xx £ p < Xk41 , k(p,€) = k et Ng = I1 wi?@.
p < (1+r)l/e
On suppose 1 > 0, alors pour
8(X{) +6(x9) + ... + 8

(24) N=e (1) +80r) (xp)
ona

T TT(X5) (X,)
25) G = 1+ Y (1+3) A (15"

d'ou, sans supposer le théoréme des nombres premiers,
log N 1 B
Bekal A \ibpe N
(26) dN) = (1+1)°8"® BR8Ny
et avec le théoréme des nombres premiers

AN‘MV QMAZV = AH + Hv Li(logN) + O(logNe’ mgv .
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VI - SUR LA SOMME K(5, %) = X, _“|wm|h_ sous H.R..
p <x "

1. Premieéres transformations.
2. Avec I'hypothése de Riemann.

p-s
3. Digression sur M X sous H.R.
p(p-s)
4. Nouvelles expressions de K(s, x).
5. Application au produit A(s, x) = _.I'_” T - |~m
P < x P
6. Généralisation aux progressions arithmétiques.
1. Premiéres transformations.
Soit ¢ une fonction C! alors
X
2 0@ logp = | () de)
PEX
2
X
= 6(x) ¢(x) - ¢'(t) O(t)dt
2
X X
) 2 o@logp = | 6t)dt + 6(x) @) -x) + | ¢'t) t-6(t)) dt.
P=Xx
2 2
Prenons ¢(x) = 1/(xs- 1) pour s> 0, alors
X X
dt 0(x) - x dr 1
(2) K(s, x) = # ) + Fl (t-6(t))dt
f-1 x =1 AW |
2 2

On se propose d'écrire
K(s, x) = f(s,x) + C(s) + o(1), avec f(s, x) — o= quand x — oo.

Si s> 1, la série définissant K(s, x) est convergente donc
K(s, x) = C(s) + o(1)
et
C(s) = K(s, =),
soit
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> 1
co=% ER_3 ¥ B3 S0 AL

p p-1 P n® ) Ls)

Le premier terme du deuxiéme membre de la moﬂBEo (2) peut s'écrire
X

oo

i X M + O(1) .
n=1 t° n= - s
2
Par suite
l-s
K@) = O + 1— + 0() + 0! & */Pe%)
et
' 1-s
s
3 K(s, x) = - ﬁlm...w + Mn + OANH-MJ + OANH-m Oum( log Mv.
G(s) -8
Quand s tend vers 1,
x1-s e(1-s) log x 1
i-8~ 1-8 ~1-5 Tleex+l(s-1)
d'ol
@ K(1,x) = logx - y + O *V'%¢*) avec  y=0, 577215....
Quand s<1
uﬂ“_.nm
K(s, x) = + O(x1-2s)

expression que nous allons préciser Honnzo H.EGoEWmo de Riemann est vraie.
2. Avec l'hypothése de Riemann.

On utilisera 10(x)-x| = O@x log? x).
D'apres la formule de Taylor, on peut écrire

8(x) X
1
5) o) dt = o) dt + (B(x)-x) ¢(x) + 5 aoc-wi O'(x+ O?\m Homm X)).
2 2
Par suite (2) donne
8(x) x
dt t-0(t) = 4
(6) K(s, x) = - . dt + O™ (logx)").
; t-1 , to({-1)

La formule (42), §7, chapitre IV , s'écrit
/2
x-0(x) = xI2 + xIB 4 M ¥.¥ B 4 ouie)

On la reporte dans la deuxiéme intégrale de av pour oHoE.H
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dt 4
+0 e | @ 04 opx)").
mtm-m Qm _ Cm
2

Evaluons les termes contenant p

X X X
dt dt dt
* M 1 2 - M l+s-p *9 M 1-p+2
-5-p .8 5 - - S
PJ, pt (t'-1) PJ, pt PJ, Pt
xS
=Y X ioa+x?%
p PP-9)
X X
dt dt
* M ' 1-s-pf2 2 = b M 1+s-p/2
-5-p, s +s-p,
P pt t-1) P 3 t
xP/2-s
0|2 —— +1|=o0x""c+1)
> P(p2-53)
La formule (7) peut alors étre écrite :
0(x) x

dt A2, 13 p-s
) K(s, x) = s | —dt - s X ——

-1 5 (- 1) p P(P-9)

2 2

+ O(1 +x12-2s ¢ x1A-s),

3. Digression sur M X sous H.R..
plp - s)

Posons
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Ty ¥, =,
0 p(p - s)

Ona

1
lp(p -s) !
Compte tenuque p = 1-p est aussi racine, on peut écrire

| Sox) | < x12-5 Y,

— 1
|Ssx)I < x12-s .
W =x m (P(L-p) (p-5) (1-p -2

On se propose de donner des estimations de la somme de la série du second membre.

Nous posons

M 1

(p-8)(1-p-5)

1 2 1
HM_o-m_mumm-H M

$-p

® (s)

et

1
T(s) = ‘
° W.. (p(1-p)(p-8)(1-p-s)t/2

Zo&m<onmo&oc_mw_mmomu:_nﬁoymm_ormﬁq@z__mmoEBo M . .

S-P

1¢re estimation de T(s).

Comme, pour 0 <n<m, ona

—

1 1 .
m < Jmn o> T(s) est compris entre (1)

et 1(s).

2eme estimation.
Elle est basée sur 1'inégalité suivante :
Pour m; et n; € R* ona

(10) Smn? < (X mY o)

avec égalité si et seulement si, pour tout i, m; = n;.
11 vient alors
(11) T(s) < (x(1) ws)™

jéme estimation.
On montre d'abord que pour m,ne R* avec n<m,
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1 8 1 1 8

(12) 3(m +30) ~ Ymn © 30 3(n + 3m)

1
./:H_.B
Prenons m=p(l-p) etn=(p-s)(1-p-s) = p(1-p)+s2-s alors
3m+n = 4p(l-p) + s2-setm+3n = 4p(1 - p) + 3(s2 - 5).

En effet est la moyenne géométrique des deux nombres qui l'encadrent.

Par suite T(s) est compris entre

H N 1
A=z X, ———+5 X, 2
; ) 3 EH-DTEH.I&
et 5
1 1 il
B =3 M + 3 M..
3 AD - mv G.-D-mv 3 DAH _uv +—7" w -8
En remarquant que

p(l-p) + wﬁmm-mv = (-t)(l-p-t) sietseulementsit = (1 +(1+3s2-35)?)/2

et que
EH-E+W@N-& = (-1)(l-p-t) sietseulementsit = (1 + (1 +s2-5)"2)/2,

on montre ainsi que T(s) est compris entre

A = W (1) + wg (1 +(1 +3s2 - 35)12)2)

et

W T(s) + .W:am (1 +(1 + 52 - 5)112)/2),

oe]
I

Remarque. On peut apprécier la précision de la formule (12) de la fagon suivante.

Ecrivons m=n +k et développons chaque terme de 1'inégalité i l'ordre 3 en W
1 1 1 1k 3K 10K
(13) = = —|l-5—+5—= - = — + ..
1 1 1(, k KK
— == —|l-—4—= - = + ..
o :T +Wu 1 " n* n
n
8 8 2(, k¥ ¥ .
m+3n  4n(1+k/4n)  n 4n 1602 6403 :
8 _ 2 _2( 3%k 9% 7¢
3m+n  n(l+3KAn)  n | 4o 162 & 3 T

Le 1¢f membre de (12) vaut
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(14) — |l =t == - = =+ ..
n L 2 n 8§ =~ 32 n3 3

et le 38me membre,

As H,\H Hw+u% oww+ )
n L 2 n 8 n2 32 nm ....\

formules & comparer a (13).
Dans notre application,ona n= p(l-p) et k = s2 - s et, par suite, le rapport

s2 - s e s2-s
—— est inférieur & 200 °

p(1-p)
4. Nouvelles expressions de K(s, x).

Nous transformons la formule (8) en calculant les intégrales jusqu'a 1'ordre nécessaire.
Si s < 1/4, le terme reste est O(x1/2-2s),
Si s = 1/4, le terme reste est O(1).
Si s > 1/4 , on écrira le terme reste sous la forme C(s) + O(x1/4-5),
L'expression Sg(x) = sS s (x) est O(x1/2-5), d'aprésle § 3. Le cas s = 1/2 sera donc
aussi un cas particulier.

Ona
a(x)
1- 1:2 i
i _ 6 , 8® “+ , " PR
£-1 1-s 1-2s ™ 1-ns ’
2
1 . 1 : 1 3 ;
avec n = _.N+Mw._ si s<z ; n=4 si s=7 etn = _.H+ﬁ._ si s> 3/4.
Comme
B(x)lks = xlks T 4 Egia
X
= xlks 4 o(x1/2-2) desque k=3,
on peut écrire
a(x)
dt oonvu-m QANVH-Nm NH-um xH-um 1225
(16) Hm-Hu s T 1ot H.m.,m+...+H.=m+om$+oon ).
2
De méme
X
12 , 113 s+1/2 s+1/3 25+ 1/2
'+t 3 X 3x 4x 1/2-2s
17) ﬂ|ZQm-CN = 2 o Y e O(1) + o(x )
2
d'ou
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0(x)1-s B(x)1-2s 1-3s x1-ns
(18)  K(s,x) = Hﬁ.vm % Hﬁ-vum +w-mm * ot T hs

menm._‘u_.__w WMNH\M -8 mmuhrs. -5
" 1-2s  1-3s = 1-4s

Notons que dans les formules (16), (17) et (18), on doit remplacer x2/ a par logx lorsque
a=0.

+ Sg(x) + O(L+x1/2-2s 4 xl/A-s),

1¢rcas. 0 < s < 1/4.
On a la formule (18) avec comme terme reste O(x1/2 - 2s),

2eme casg, s = 1/4,

K(1/4,%) = 5 000% + 200012 + 3x14 + Sy(o) - 3x112 + 1% % 4 oq),
3eme cas, s> 1/4.
mmxvu-m Nw-&m % s+1/2 Nu-mm - 35 N:w-m

W) Ko =35+ =712  t 13

¢ + S + Cs) + o),

; .bn GKN.AMV p mﬁuﬂv AMU muﬁ V , ) ) W...\E

avec C(s) === ,de wp_\no prolongement analytique. C(4)= —

&) | S

Cas particulier s =1 ; en passant a la limite dans (19) on obtient

(20) K(1,x) = log8(x) - v + 2x 2 + .w. x B 4 81x) + O

avee
[S1(x) |

IA

<2 L < 00462 x12,
lp(p - 1)1

Si dans les formules on ne fait pas intervenir Sg(x) qui n'est pas parfaitement connu, la césure
se fait alors en s = 1/2.

e Pour O0<s<1/2,

QANva NH-Mm Nu-dm
1) K%)= g+ 75, + ~ +

1/2-s
Tms + Ox")

1
avec n = C+Mm.._.

e Pour s =1/2,
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H H
@5 m@ . L uM&umaQi 5 logx + O(L).
p<x z\lﬁ-u

e Pour s> 1/2,

0" L(s)

23 K(s, x) = - + Ox2%),
) ©X =15 &)
S. Application au produit A(s, x) = _,l.H 1 - Pm ;
p < x p
Ona
([ a+bs
X _ 1 : o a+bs
(24) = U= 5 L&),
ﬁ. S, (x) <112
(25) S(x) = - T P
j § log x Qomu_om
p-s
Preuve. mml s(x) = 5500 _ Ss(x) logx - s M X . Comme S4(x) = Ox*)
) ; p(p - 5)2

il vient

S:(x) = - &= §,(x) /log x + O/ log x)
d'ou le résultat.
On a aussi

26) Li(1+h) = logh) + 7 + & + O(h?) lorsque h — 0,

puisque pour x > 1, on peut écrire
log" x
n! "’

Li(x) = vy + loglogx + 2,
n=1

Intégrons maintenant par rapport 2 s la formule ( 18), entre I'infini et s ; en tenant

: 40

compte que la constante est - £

lorsque s > 1/4, (formule (19)), on obtient



u- -log 1¢(s)| - Li(Ox)"™) - w Exu-ﬁ-w Li( %) - ...

- L L™ + 5 L) - (2 48,0) / logx

@7) log II T %

P<x

‘ ohxs-m\aom 53 avec n = L1+ .

Distinguons alors 3 cas:

(A) si O0<s<1/2.

1 1 1

@8) logl] TI = Li(80)"™) - - L") - o LiGc"™) - .. - = Lix"™)
pEx P’ 3 n

+ 725 % /log x - Sy(x)/logx + O(*/ (log x)2).

(B) Supposons s = 1/2.
D'apres (26), on peut écrire

Lix'™®) - Lix"%) = log2 +—= : Am log x + O(1 - 2s)2, lorsque s tend vers 1/2,

d'ou avec (27)

29) log II T - =I5 - log 1 {(1/2) 1- Li®()?) - 51og2-1/logx
psx P
- $;5(x)/logx + O(1/log? x)
et par suite
1
(30) m|||_| = - /2 C(1/2) exp(Li/ 0(x) + (1 +5,,(x)) /log x + Oﬁbom~xvv
P
PEX /\Hlu
Remarque. Soit
1 n+1
nes) = M D
n®

C'est une série convergente pour Re(s) > 0 et pour Re(s) > 1 ona
&) (1-2%) = n(s),
et donc par prolongement analytique, il vient pour s=1/2
L) (2-1) = = - =+ =
AR A

et

£(1/2) = -1,4603..
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(C) Pour s>1/2

25 N:u -5 mmoc Oﬁ x:m-m

N : 1-s
o = 1¢(s) | exp (Li(0(x)) renEmEt Bt

P<x

Faisons tendre s vers 1, alors

)-
(logx)’

14(s)1 = o + 7 + Os- 1)
et d'aprés (26)
Li( mo&u-mv = log((1-s)logx)) + v+ O(s-1)
d'ol
| 2 S,(x) 1
Py njommoc exp + _n” ” + O —
ET-|V V% log x g /\Muomux
pPEX P
formule que I'on peut écrire
1 ¥ 2 1
(32) —7 =t log(x) + — + §;(x) + O| ——
:T - Iu /\M ,\M log x
P

P=X
Cette formule a été retrouvée par J.-L. Nicolas ([NIC3] ) et G. Robin ([ROB2]).

Remarque. En comparant les formules (20) et (32) il vient

(33) —_— =Y+t E—
:T-Fu pP<x p-1 /\MHomx

P=Xx P
6. Généralisation aux progressions arithmétiques.

Proposition. Soit (q;) une suite croissante de nombres telle que si 1'on pose

6() = 2, log g

q; £x
on ait
_25 - W = O(x12 log? x) poux x infini,
alors pour s> 1
(34) log ﬁmn T% = W Li (k0(x))"* + 0x"** log x).

Preuve : on procéde comme au paragraphe 1 pour obtenir
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oo

(t)dt
65 X o logp = | 2T - 6 (600- %) - | 6 ?@-wu&

pP2X
X X
si ¢(x) tend vers O a l'infini.
1 o
Prenons ¢(x) = log T - MV / log x, il vient

(=]

1 1 1 -
Y logf1-=] = — | log[1-=/logt dt + O"**logx)
p2x p° 4
X
1 dt
= — + 0" 10g %)
nx1 " log t
X
1 Li(x1™® s
= ﬂ = % + OAN MOWNV
= W Lix'®) + ox"** log x)
= w Li ((k0x)%) + 0 x** log x).
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VII - Grandes valeurs des fonctions o3(N) et de fonctions voisines.

. La fonction og¢(n).

. Grandes valeurs de o_(n).
. Ordre maximum de Qg4(n).
. Ordre maximum de Qg(n).

N B W N

. Ordre maximum de Qg(n).

1. La fonction og(n).

Pour s € R, posons os(n) = M ds. On remarque que G;(n) = ns G_s(n).
dln
o(n)

On a traité la fonction 6, = d au chapitre V. La fonction ¢_;(n) = 5 B été étudiée par

Alaoglu-Erdos, [ALA], sans avoir connaissance des papiers de S. Ramanujan.
Pour s> 0, nous €tudions ici 6_¢(n). C'est une fonction multiplicative et

s(o+1) _ 1 -s(o+1)

p _d=p

@mﬁniu _ me 1 - ﬁ-m

o.5(p%) =

Nous dirons que N =N est £-0; supérieurement intéressant si pour tout N' ona:

6.sMN) | o.s(N)
Ne — N'
Cette définition est 1égérement différente de celle adoptée par Ramanujan et Alaoglu-

(D

Erdos. Ces auteurs considéraient uniquement la plus grande des solutions de (1). Si N est
un nombre ©_¢ supérieurement intéressant alors il vérifie

0.s(N) > 04(N) pourtout N'<N.
Pour g etk donnés, définissons xi et x =x; par I'égalité

s(k+1)
2) FIH. = x&

s(k+1) s 'k

X RS

identique &

1- N.Mo?_v .
® ook T

1-x i

Théoréme.
N est -0 supérieurement intéressant ssi

a .
N=]II p? avec a;=k ssi x4 <p<x.
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Preuve : Soit
4) fiy,0) = -y D)/ (1-y%;
c'est une fonction décroissante de y et de .

N sera e-intéressant si pour tout p, O.5(p%*)/p*€ est maximum en o =ap. La
fonction oo — G.5(p*) / p*€ doit donc étre plus grande pour ¢ = a, que pour ¢ = ay+1
eta=ap1,si ap=1.

La traduction de ceci donne

f(p, ap+1) < p® < f(p, ap)
etlonaura ap=k si
f(p, k+1) < pe <f(p, k).
Compte tenu de la définition de xy, il s'ensuit que ap =k ssi Xp41 <p <xi.
Posons

(5) Hoy) = ] f(p, ).
p<y
Alorssi N est -0 supérieurement intéressant,

6) N= no?b+m?®+ wt O(Xp)
) 0s(N) = Hi(x1) Ha(x2) ... Hn(xm)
ol m=ay estl'exposant de 2 dans la factorisation de N.

1 loge . log x
s log2 log2°>

Ona f(2,m) ~ 28 soit m~ - soit

®) a ~ 1 oEX

2. Grandes valeurs de o.4(n).

Propriété : Ona
©) X, = x)/' @ + O(1/log x1) ) .

Preuve : On a d'aprés (3)
€ =log (1+x%) /log x
d'olt
x; log (1+x%) /log x — G-x.nmaic y/(1- xmmwv .

Définissons t, par x,;=x"T,
1l vient :

(L+x)f = (1ox SO+ /(g x-Sty
d'ou

5 (s 4+ O(c25) = xS 4 0 (S
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- -5
te=1elr DIBXT | sy
et

ﬂH"

_logr 1
1 log x-5 * Oﬁcom xv-mmu
d'oti la formule (9).
Pour calculer 0_¢(N) nous allons utiliser les résultats du paragraphe 5 du chapitre VI,

résultats que nous reformulons ici sous une forme simplifiée.

(10) Als, y) = ——= = K©) exp(Li O +0 (5*)

[I(1-—=

p<y p°
1

ceciest valable pour s 1 etet s # 1/2 ; pour s < 5 on peut enlever {(s). Pours=1,0na

1 1
= ¢'|log B(y) +O [ —

H
E T - Iu ,\w
p<y P

Compte tenu de (4), (5) et (10), il vient

(11) Al y) =

A(sr, y)
(12) H(y) = AGGED,3)
Par suite, si st#1 et s(r+1)#1, ona
(13) By = |— | exp (Li (0()19) - Li @(y)e+Ds) + 0 (712775
E(s(r+1))

ce qui donne grossiérement,

ﬂﬂmd lxs
14 H(y)= | —— (0] '
(14) (y) Lt D)) exp O(y ™ %)
et en vertu de (9)

ﬂﬁmﬁv 1fr-s
15 H(x,) = |[———— .
(15) (x) Csa+D) exp O(x™" %)

Si srous(r+1) estégal 2 1, alors on peut seulement écrire :

-1

16) 10t i) o) = |2 ey 0 (Vi1 -s)
C(s(r+2))

En vertu de (15) et de (16), si pour tout q = 1, sq # 1 ou s'il existe g =>4 tel que sq = 1,

on a, avec (7),

(17) os(N) = Hi(x1) Ho(xa) I(3s)l exp Ox'>5),
et l'on vérifie que cette formule est aussi valable pour s =1/2 et 1.
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, 1l vient avec (11)

l..ulr—-

(18) 6. 15N = Hi(x)) Ha(x) exp (O (log log x)).

Pour les deux premiers termes nous utilisons les développements plus précis du
paragraphe 5 du chapitre VI. La formule (27) a comme reste Ooﬂ:u-m\ﬁomucuv et elle sera
utilisée avec x = x1 = O(log N) ; les calculs se feront donc en O((log NV m.m\aom_om N)2).

D'apres (6) on a
(19) log N = 8(x) + xg + O(x1/3)
d'ott pour a > 0
. 1
(20) Li (8(x)®) = Li (log N)2 - x, _lemnllﬂuwlz + O(xa-23),
et
(21) Li (x2) = Li ((log N)*) + O(x*12 log x).

Sia < 1-s, les termes erreurs de (20) et (21) et le deuxiéme terme du membre de droite de
la formule (20) rentrent dans le terme erreur O((log ZuS.&QO%OW N)2).

On a aussi

(22) §5(x) = S5 (log N) + O(x-¢ (log x)4) .

D'aprés la formule (27) du § 5 du chapitre précédent, on peut écrire les deux formules
suivantes :

&es)
8(2s)

(23) log Hy(x;) = log +Li (0 (019 -3 Li 00") +..+ T L (9etns)

x1/2 - 54 §.(x)
log x

3 LY+ + 025 (log x)2),

avec n= |1 +th._2 sle N,

24) log Ha(x,) = log Mmmw +Li (0(x2)%) + 0(x2 "% /1og x)2
S

pour sl ¢ N.

On obtient ainsi

(25)  log 6.,4(N) = log I(s)l + Li (0™ - 3 Li (800"

L Li @eotns)

G Y Si(x) 1/2 -5

+ 0

Li (¢ + Li (%) +

1
B =t

log x (log x)2
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avec n= | 1 +W|_ etsle N.

Avec les formules (20), (21), (22) et

(26) x5 = 21725 (log N)2 + 0((log N)*2 /log log N)
il vient

(27)  logo(N) = logl{(s)l+Li (log zvz Li (log N)!25 + ..+

1 (log N)1/2-s + S (log N)
log log N

CLP 13 tog N)'™™*- 7 Li ((log N)¥2-* +

+ Lid?) - X2 aom N | o ((og N)1/25
log log N (log log N)2

On peut encore écrire :

(28) log 6.4(N) = log I£(s)! + Li (log N)!* - 5 Li (log N)!2* ..+ CH Lj (log Ny
2s(212s5 - 1) (log Zv:p- Ss(log N)

(log N)1/2-s
1-2 5 log log N log log N (log log N)2

+ + 0]

avecn = _.H+mFm._ ets'le N.

Preuve : On a d'abord
”_.\N - H\N <
Li (log N12-5) = —Ge8 N2 om :b%u

~ (1/2 - s)log log N (log log N)2

et
1-2s 1-2s
1-2 s X
Lieo™ = T2sbogs * O tmg?

iw:m:_omzv:n-f_.ocomzv:u-m
~ (1-2s)log log N hﬁom log Z‘vmu

et 1'on reporte ces expressions dans (27).
Remarque. Le coefficient devant (log N)1/2-5 / log log N trouvé par Ramanujan est
I'opposé de celui que 1'on vient d'écrire.

Pour s < W , 1a formule (28) est encore valable si s1 € N et 1'on peut enlever log I{(s)!

puisque le reste tend vers l'infini avec N.

Pour s VW et s# 1 la formule (28) s'écrit

) 2s(21/2s5 _ 1 Hmzub-u
(29) log 0.5(N) =log IC(s)! + Li (log N)1-s + mm-m 5 : mwm _ovm N
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S;(log N) mcom N)1/2-5
+Hom log N + 0 log log N ) -

Il reste & établir les formules dans les deux cas particuliers s uw et s=1, ce que l'on

peut obtenir soit comme limite des formules précédentes, soit comme nous allons le faire
a partir des formules du chapitre VL

1
Cas s=75.

D'apres les formules (17) et (12)

O A(1/2,x1) A, x2)
0.1nM) = A, EV_ A(3/2, w@

IC(3/2) exp O(x-1/6)

Avec les formules (10), (11) et la formule (30) du chapitre précédent, il vient

o 1 . logb(xp)
0 p(N) =- V2 {(1/2) exp (Li\ 6(x)+ (1+S12(x)) / log x+OA_ommxvv MMQAH .

Les formules (19) et (26) donnent

Li (V) = Li WIogN) - log log N _wm N * o?om _mm zvuu.

Avec (26) et (22), ona
log 6(x2) _ log 2 + (log log N)/2 + O(1/log log N)
log 6(x) log log N + O((log log N)2V1og N)

uw+|sml+oﬁ_lH|v

log log N og log N

21 2 log 2 1
=7 @om log N + 0 mcﬁvm log vauu .

11 vient donc

V2

(30) ©_,,MN) =- %2 {(1/2) exp (Li (Togh) + 22082 -1+ Syslog N)

log log N

+
1
o ?om Tog zvmu )-
Remarque : Ramanujan a écrit le coefficient - V2 au lieu de V2 /2.

Cas s=1.
>AH. Nuv »PAN. NNV
A2, x1) AQB, x2)

o.1(N) = £(3) O(x-13)
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et d'aprés (10) et la formule (32) du chapitre précédent

2 1
A(l, x) = e¥(log 6(x) v S1(x) + O hg&
AQ, N B ]
= exp (Li 8(x2)" + O (5 it
-1 1
= exp ( X2 log x5 +0 Axu _omxw )
- 1- V2 +0 1 ,
Vlog N log log N Tﬂom N (log log vau
D'autre part
log B(x) =loglog N - %‘ + O (x2B)
2
= loglog N - |;:Mlﬂﬂ + O ((log N)23) ,
d'olr
2(2-1) 1
=eY logN-——— + S; (1 O ;
Gl ax(N) = (og log Vlog N 1 (log N)+ ?ﬂ log log Zu

On a vu , (formule (20), ch.VI) que IS1(x)| < 0,0462 x-1/2 | on a donc

((0.1(N) - eTlog log N) Vlog N) < - 1,393,
((o.1(N) - e¥log log N) Vlog N) > - 1,558.

5 Bl

3. Ordre maximum de Q4(n).

Le nombre de fagons d'écrire n comme somme de 4 carrés est, d'aprés le

paragraphe 2 du chapitre I,

r4(n) =8 o(n) si n estimpair

r4(n) =24 o(m) si n=2km avec m impair.
Ramanujan considére Qu(n) = r4(n)/ 8.
Etudions d'abord l'ordre maximum de o©(n) sur les nombres impairs. Comme au
paragraphe précédent les nombres n = 3%3 5% __ p%, pour lesquels I'ordre est maximum,
vérifient

logn ~p

1 el

—— ~ =5 loglogn.

QWW Hlﬂ.lu_. hw—”ﬁ Hlﬂ.lH 2 m WHM
P
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Pour les nombres n = 2k 383 5% wmv , ona
Qi) _ 30(m/2)
n

n

Ce sont ces nombres , avec k = 1, qui donnent les plus grandes valeurs de Q4(n).

Dw?v tw e¥log log n.
La formule (31) nous donne donc l'ordre maximum de Oﬂ@ , C'est & dire
Qim) _ 3 2(v2-1) 1
35 = = ¢¥|log 1 -———=+S71 (logn)+ 0O
G3) Ty =g &|leglogn T +51 (log ) ?ﬂm_om_omb

4. Ordre maximum de Qg(n).

Soit rg(n) le nombre de fagons d'écrire n sous forme de somme de 6 carrés et
Qg(n) =16(n) / 12. D'apres Jacobi (voir ch. 2), on a, ) étant le caractére modulo 4,

=16 2, N@%L Y x(d) d2 .
dIn dIn

Ecrivons n=22m avec m impair

Comme x(d) #0 ssi dim et x@uﬂo ssi d=220 avec 6Im,ona

a+l
(36) =4 2 1@ (Y . 52) avec 1) = (12,

8 |lm o

par suite

(A) si m=1(mod4) ona Wm 8 (mod 4) et ainsi

37) =4 D, x(3) m@% 5)2 - @J

6l m
d'ot en faisant la demi-somme de (36) et (37)

re(m) =4 Y, x(8) (22**2.1) 82

81l m
= 40221y Y x(5) 82
2a+2 1 §lm
=251 ¥ y@ 8,
d1lm

soit

35



e mﬁmﬁ_iu ) (a2n3q +1
(38) Qq(n) = E 1 [ 1 EINPII

3 g=1(mod4y 9*1 q=3(mod4)  1*4°
(B) Si m=3 (mod 4), W # 6 (mod 4) etl'on arrive &
Nmm+w +1
(39) Qo) =- = 2, x(3) 82
8§1lm
Exemples : 15(5) =312, 15(3) =160 .
Finalement, on peut écrire avec n =11 @ma 5
-2(ag+1) _onag +1
1- q 1-(-q-2)“4
R CHP TR G
n q=1 (mod 4) q q=3 (mod 4) q
2ap+2 2ap+2
avec onm|lm]ml.w ou c= Z mmi selon que n2%=1 oun 3 (mod4).
3272 3.3 %

On voit donc que Qg(n)/n2 est grand si

@ n2* =3 (mod4),

(i1) a2 =0 car alors c¢ est le plus grand possible,

(iii) ag = 0 pour q=3 (mod 4) pour que (1-(-q»% +Hv / (14q2) soit maximum.
Toutes ces conditions ne peuvent étre réalisées en méme temps. Mais en prenant un seul
facteur premier =3 (mod 4), le plus grand possible, d'exposant 1, soit

n=>5% 133 % p
avec 5,13, ..,p=1(mod 4) et p=3 (mod 4), p' et p voisins, on a un nombre n tel
que Qg(n)/n? est grand. Dans ce cas

Qm =3 o 57) @2 -D.

Il reste a évaluer o7 ﬁ%w et d'abord les grandes valeurs de G2(n) sur les nombres dont

tous les facteurs premiers sont congrus & 1 modulo 4, soit n = 5% 13213 wmw y
Posons 0(x) = 0(x;4,1) ~ 5 .
Ona
logn= 6(x) +0 (Vx),
d'oll
8(x) =logn + O (Vlogn) .
D'apres la formule (34) du chapitre VI, on peut écrire
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1 1 ! log x
41 11 1-— )= exp(=Li +o[—=2)y.
o = )2 e (P
g=1 (mod 4)

) 1
Remarque : Ramanujan a comme reste O mxu Zlog L ;

Pour s>1,0ona

osn)= JI T+%w I1 T+|H|+,H|v.:.

2
X2SpsXx1 X3<p<x2p p* p=*

1 : ;
= —— [T a»y II av™ .
HIH G.uﬁ-mv P=x Xp<p<x
p
eticiseulsles p=1(mod4) interviennent.

On adonc

o,(n)
- II a-p2? aiwmﬁ|w J+o s S T

BN p=1 (mod4) 2 Hom i Q.Om bvub

soit encore

o,(n)

1 (1 log1
42) 2= II a-p?? H+|Emiu+o 22220

BN p=1 (mod4)

Pour la fonction Qg nous avons

soit

Ommbv
(43) =

2
n

H:-w-J-HH +|w§h|H u+o l!luomamn
p=1 (modd) (log n)*?

w| L

ou plus simplement

Qsm)

mw

LW 1 1
II a-p»H?t (1- +0
p=1 (mod4) 4 lognlog logn log n (log log n)*

w| v

(44)

5. Ordre maximum de Qg(n).

Le nombre de fagons d'écrire n comme somme de 8 carrés est

45) rg(n) = 16 (-1)n M (-1)4d3 etl'on pose Qg(n) =rg(n)/ 16.
dln
Si n estimpair on a
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(46) Qs(n) = 03(n) et Qg(n)/n3=o_s(n).

Si n estpair posons n=2km avec m impair,

k
alors Qs(n) = - Mmm + M 83 (232)
8|l m m»_uH
m
gk - 15
== 03(m)
d'ot )
(n) 1- 15 §&+1
(47) OWu = 0-3(n) 1-g0+) -

Sur les nombres impairs
1yl 7
oam ~ I @ v =g {3

p=3 ) p3
Par suite, si n estimpair, les grandes valeurs de menv sont W £(3) etpour n pair

€(3) fois un coefficient aussi voisin de 1 que I'on veut. Par suite les grandes valeurs de
Qg(n) /n3 sont obtenues pour les nombres rendant grand ©.3(n).
D'apres la formule (28), on peut écrire

2 6 (logn)™* S,(logn) (logn)™>"?
_ . 2 O 6 \ogn)
(48) 0 4(n) = €(3) exp ( Li (logn) 3 2" -1) TogTog s + Top & T +0 AﬁomHomamv ).
Pour les valeurs de n rendant 6.3(n) maximum, on a, d'aprés (9)
k =logx/log2 + O (log log x)
donc
8k =exp (-3klog2) = exp (-3 log x + O (log log x))
-0 log x -0 log logn
x3 (log n)3 J°
Cette estimation montre donc que
Qg(m) , 6 (log n)>”? S,(log n) (logn)™"
(49) = {(3) exp ( Li (logn)?- = (216 -1) i HOE—= 3,
n’ : P & 5 ( loglogn  loglogn ﬁeomHomzvmv )
et plus simplement
Qs(n) _ ) 1 , 1
(50) n3 - B3 T 2(log n)2 log log n +0 mﬁo%_om log Bu& ) \)3\
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