
L O C A L I S A T I O N  D E S  Z E R O S  D E  P O L Y N O M E S  

I N T E R V E N A N T  E N  T H E O R I E  D U  S I G N A L  

Par 

J.L. NICOLAS et A. SCHINZEL 

Darts cet articIe, nous Etudions la rEpartition des racines dans le plan complexe de deux farniIles de 

polyn6mes : 

f(z) = fn(z) = z n+l-  (n+l)  z + n 

et 
(m+2) (re+l)  m+2 2 

A(z) = Am+2(z ) = z m + 2  - 2 m+2 z m + l  + Z m - 2 Z + 
m m (m-l)  ~ m "  

Ces deux families de polyn6mes interviennent  en thEorie du signal (cf. [2] et [3]). Chacun de ces 

polynEmes admet 1 comme racine, et pour rEsoudre le probl~me de physique, il fallait montrer  que les 

autres racines ne sont pas trop proches de I. Nous obtenons pour chacune des deux familles des rEsultats 

nettement plus precis que ceux de [2] et [3] sur la distance au cercle unite des zeros de ces polyn6mes et sur 

la distribution des arguments de ces zeros. 

I L'~quation z n + l  - (n+l) z + n  = 0. 

Dans [3], pour l~aiter un probl~me provenant de la thEorie du signal, on aboutit ~ rEquation 

(1) z +  z 2 + . . .  + z  n = n  

qui a la racine z = 1 en Evidence. Multipliant (1) par (z-l), on obtient rEquation trin6me : 
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(2) z n+l - (n+l )  z + n = 0 

qui admet  1 c o m m e  racine double. Divisant (1) par (z-l) ,  on a : 

(3) z n l  + 2z n'2 + ... + (n- l )  z + n = 0. 

a:  

(4) 

Les r6sultats ment ionn6s dans [3] 6taient les suivants : Soit Zl ..... Zn = 1 les racines de (1). On 

n 
- -  < Izkl < (2n )  1/n 1 < k < n - 1  
n-1 - - ' - 

Arg 2k7~ 7z 
(5) Zk'--n--- < n+----1 ' 1 _<k_<n. 

Dans  (4), la majorat ion s 'obtient  par  le th6or~me classique de Cauchy (cf. [4], Th. 27.1). On 

consid6re l '6quation 

z n+l - (n+l )  z -  n = 0 

et on montre  que sa racine r6elle posit ive est < (2n) 1/n . 

La minoration dans (4) s 'obtient par une application du th6or~me de Enes t r6m-Kakeya (cf. [4], p. 

137, ex. 2). 

X 
Pour prouver  (5), on fait dans (2) le changement  de variabIes z = - - ,  off X est  une constante 

Y 
convenable ,  et on applique [4], p. 165. ex. 3. 

Lorsque n est  pair, r6quat ion (1) a une racine rEelle negative, correspondant  dans (5) ~t k = n/2. 
n 

Les autres racines sont z k avec 1 < k < ~- - 1, et les conjugu6s z-- k . On 6crira 

2 k ~  
Z k = P k e x p ( i O k ) ,  avec Ok----n-- -< n--~-~" Lorsque n es t impai r ,  l a s e u l e r a c i n e r 6 e l l e d e ( 1 )  

2k~ rc n- 1 
est 1. Les autres racines sont z k = Pk exp (i Ok) avec O k - ---if-- -< ~ pour  1 < k < 

et leurs conjugu6s. 

T h 6 o r ~ m e  1. - La suite finie Pk, 1 -< k < n/2 est  une fonct ion croissante  de k. 

D 6 m o n s t r a t i o n  : L'Equation (2) entraine : 

Izn+l[ = I(n+l) z-nl 

et en posant  z = p exp (i 0), cela entraine : 

(6) p2n+2 _ ( (n+l )  p-n) 2 -  2n (n+l )  p (1-cos 0) = 0 .  

L '6quation (6) pour  0 fix6 a une racine et une seule p(0) > 1. En effet,  dEsignons par g(9,0) 

le m e m b r e  de gauche de (6). On a g(1,0) < 0, et ~ 32g (p,0) > 0 pour  p > 1. Soit  maintenant  
392 

0 < 0 < 0 ' < ~ . O n a :  
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g(p,0 ' )  = g(p,O) - 2n (n+l )  p(cos 0 - cos 0') < g(9,0)  

et donc p(0')  > p(0). 

Th6or/~me 2. - I1 existe une constante absolue A (par exemple  A = 1040 convient)  avec la 

propri6t6 suivante : Si A < k < n+ l  - A, on pose : 
¢" {2k+n+l  ~ .1/n+1 

= t-2(n+l) ),< ) > 1 ,  

alors r~quat ion f(z) = z n+l  - ( n + l )  z+n = 0 a une solut ion zk satisfaisant ~i r i n6ga l i t f  : 

(. 4k+l)l ~-1 3 
z k - ~ e x p ~ a m ~ f f ~ - i )  t ~ 3 N - - .  

r ~ - I  n 

D 6 m o n s t r a t i o n  : I1 est commode  de poser  

2k+n+ l  4 k + l  
a = ~ ~ , ~ = .~ff.g-f ~ , X k = ~ e x p ( i ~ ) .  

On a alors 2 a  = [~+r¢ et 13(n+1) - a = 2k. ILl vient  ensuite : 

f(xk) = r~ +1 exp (i (n+l )  13) - (n+l )  rk exp (i [3) + n 

= [ -2(n+l)(cos  0t) exp (i (n+1)13) - (n+l )  exp (i 13) + n+ l ]  - (n+l )  (rk-1) exp (i 13) - 1 .  

On observe que le crochet s'annule, et on a : 

If(xk)l 5 (n+l )  (rk-1) + 1. 

On a ensuite 
n 

If(xk)l ~ (n+l )  (r k - 1) 

et  pour  j = 2 . . . . .  n + l ,  

If(J) (Xk)l .'K J! (n+l~ n+l-j 
\j irk 

Supposons qu'il n'existe pas de z6ro de f dans le disque de centre Xk et de rayon 

p = 3 rk-I . On pourrait appliquer dans ce disque le principe du maximum ~t la fonction I/f(z). Ii 
n 
r k -I 

existerait alors z, avec ]Z-Xkl = 13, tel que ll/f(xk)l -< ]i/f(z)l. Pour d6montrer le th6or~me, nous allons 

montrer que pour tout z, tel que Iz-xkl = p, on a ]f(z)l > [f(xk)[. Par la formula de Taylor, on a : 

(7) f(z) = f(xk) + f(xk)  (z-xk) + ~ (Z-Xk)j . 
j=2 

Majorons le demier  t m n e  : 
n+l ] n+l 

j=~2 i ]T__  ! ~  (Xk) (Z.Xk) j < j~__2 t j ) rk (n+lh  n+l-j 
J 

P 
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n+1 

--< (n21) p2 ~--2 ~'n21) rk+l-j ;-2 
= p ( r k  + 

< ( n 2 1 )  p 2 r ~ l  ( 1 + 3 )  n-1 e3n(n+l)  n-1 ( 3 ) 2 
2(1+3/n) rk n-1 

r k + . . . +  1 

En utilisant l'indgalit6 

1 + x +  ... + x  n-1 _> nx(n-l)/2. 

valable pour x > 0, qui rdsulte de rindgalit6 entre les moyennes arithmdtiques et gdomdtriques, on majore 

le dernier terme de (7) par : 
< 9e 3 n+ l  9e 3 

-~"  n+3 < T < 9014" 
n 

Dans (7), le deuxibme terme est en module, supdrieur ~t (n+l) p (r k -1) = 3(n+1) (rk-1). Pour que 

If(z)l > If(xkl il suffit de v6rifier que 

3(n+1) (rk-1) > 21f(xk)l + 90p4 

et comme If(xk)l < (n+l) (rk-1) + 1, il suffit de vdrifier que 

(n+l) (rk-1) > 92,,4. 

Ceci sera assur6 par 

ce qui est dquivalent ~ : 

Or pour A < k < n+l-A,  on a 

log rk > 92/4 / (n+l), 

• . 4 k + 1  
2(n+l) sin L~'~ E) > exp 92~4. 

• 4k+l 4A+l  4A+1 4A 
smTh--~-~ >_ sin ~--ff-~-E > ~-n-~- _> 2n+2 

puisque pour 0 < x < n/2, on a sin x > (2/~) x .  

1 _ convient donc dans le thdor~me. On pourrait par un Le choix de A = ~- exp (92s4) < 3/4;1039 

calcul plus technique abaisser considdrablement cette valeur. 

Remarque  : Soit e > 0. Pour k vdrifiant a < k/n < l-e, le thdor~me 2 entraine : 
/iT~ 4k+1 ~ - {'log n'~ 

Z k r k exp 
2n+l J + ° e / " - ~ J  • 

T h ~ o r ~ m e 3 . -  Soit n > 2 .  On pose :  
n÷l n 

(s in (n+l) 0 )  ( ~ I  
F(0)=  ~. ~ - (sin0) 

Pour 1 < k < n/2, r6quation F(0) = 0 a une racine et une seule Ok dans l'intervalle 
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2~g (2k+l)~'~ 

- '  ~ 7 

r6quation (2). 

n sin (n+l) O k 
On pose Pk - . Alors z k = 19k exp (i Ok) est racine de 

(n+l) sin (n Ok) 

D 6 m o n s t r a t i o n  : Nous utiliserons une m6thode due ~t Gauss pour r6soudre une 6quation 

trin6me, (cf. [5], t. I, §122). Soit z = p exp(i 0) une racine de (2). En identifiant les parties imaginaires de 

(2), on obtient : 

(n+l )s in  0 (8) pn = 
sin (n+l )0  

Consid6rant ensuite la partie imaginaire de 

1 - (n+ l )  z -n + n z-(n+l) = 0 ,  

on obtient 
n sin (n+ l )  0 

(9) 19 = 
(n+ l )  sin nO 

On d6duit de (8) et (9) que 

n sin 0 
(10) pn+l = . ~  

sin nO 

F(0) = 0, et en multipliant (8) et (9), on obtient 

Soit maintenant 0 tel que F(0) = 0 et tel que p = 

montre alors que z = p exp (i0) est racine de r6quation (2). 

n sin ( n + l ) 0  

(n+ l )  sin (nO) 
> 0. Un calcul simple 

[ 2 k n  (2k+1)7~] 
Lorsque Oe - , ~ 3, o n a :  

2kTz 1 (n+l)0 ~ 2krc + - -  (2k+l)n 
n ' 

(2k+l)=] 
nO~ [2k~, (2k+1)~- n+l  J '  

~--~-) F ( ( 2 k + l ) ~  Donc sin (n+l)0 > 0 et sin (n0) >_ 0. On en d4duit F > 0, ~ n-"h'~f~) < 0. L'6quation F(e) = 0 

1 2 ~  (2k+l)Tz[ a donc au moins une racine dans rintervalle - ' n+l  L " D6signons par O k la plus petite racine 

n sin (n+l)  Ok 
dans cet intervalle. On a Pk = > 0 et donc Zk = Pk exp (i0k) est racine de (2). En 

(n+l )  sin n0k 

comptant les racines ainsi trouv6es et leurs conjugu6es, on obtient mutes les racines de (2), et cela d6montre 

runici t6delaracine O k dans J n  7t 
(2k+l)~[ 

' ~ L" 

Remarque  : Ce th6or~me est moins pr6cis que le th6or~me 2 sauf pour k < c log n e t  
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n/2 - c log n < k < n/2, oh c est une  cons tan te  convenable .  

T h 6 o r ~ m e  4. - S o i t  

q~(x) = log (sin x) + (2~ + x) cotg  x - 1 - log (x + 2~). 

L '6quat ion  q0(x) = 0 a une  rac ine  et une  seule  dans  l ' intervalle ]0,~[, que  nous  noterons  

a = 1 ,17830398284. . .  N o u s  p o s e r o n s  b = a + 2~. Soit  0 ~ ]2~/n,  37t/(n+l)[  une  rac ine  de F(0) = 0. 

C 'es t  le p lus  peti t  a r g u m e n t  pos i t i f  d 'une  racine  de  (2). Lo r sque  n ---> + ,,~, on  a : 

0 = b b a3 a4 a5 O~n~6) 
n - 2-"~ + n'~ + n"~ + n"5 + 

avec : 
7b b 2 3b b 2 

a3 = ~ "  + ~ - c o t g  a ,  a4 = - ~ + -g-cotg  a 

b 3 743b  ~131b 2 b7_~0 ) 3b3 2 b4 
a5 = - 3 - ' ~  + ~ + ~9"q'ffff - +  cotg a + 3 - - ~ c o t g  a -7-"~ c° tg3  a .  

Les  va leurs  num6r iques  approch6es  sont  : 

b = 7 /46148929002  b/2 = 3 7 3 0 7 4 4 6 4 2 8 2  

a3 -- 4~09688179715 a4 = - 4~27995037432 a5 = 4 ,95345830505  

Le p lus  petit  m o d u l e  des  racines  de (3) v6rifie : 
5 

p = 1 + ~ ~'i / ni + O(n-6) 
i= l  

avec 

~.1 = b cotg  a - 1 = 2 /08884301561 ... 

~.2 = (~2 _ ~.1) / 2 = (b 2 cotg  2 a - 3b cotg  a + 2) / 2 = 1:13721106413. . .  

)~3 = ( 4b3 cotg  3 a - 23b 2 cotg  2 a + 43 b cotg  a - b 2 - 24) / 24 = - 2~01722700491.. .  

)t4 = (1/48)(2b 4 cotg  4 a -18b 3 cotg 3 a +63b  2 cotg  2 a - (2b 3 +95 b) cotg a + 5b 2 + 48) = - 1,,21533237271... 

)~5 = (1/5760)( 48b5 cotg  5 a - 602b 4 cotg 4 a + 3258b 3 cotg 3 a - (108b 4 + 9087b  2) cotg 2 a 

+ (666b 3 + 12143b) co tg  a - (2b 4 + 993b  2 + 5760))  = - 01791611864055. . .  

D6monstration : O n  a d 'abord  : 

~0'(x) = 2 cotg x - 2 g  ( l + c o t g  2 x) - x ( l + c o t g  2 x) - 1 
2~+x  " 

La  d6riv6e est  < 0 pour  tout  x > 0 et l 'on a : 

l im cp(x) = + ~ , l im cp(x) . . . .  
x---~0 x-"~  
X>0 x<~ 

Ensui te  on 6tudie le d6veloppement  asymptot ique  de la fonct ion : 

lo f s i n ( n + l ) 0 )  s in  n 0 
q ) ( 0 ) = ( n + l )  g~- ~ J -  n l o g  n 

lorsque  

(11) 0 2rc+a + a2 O ( 1 ~  
=-~-- ~+  t . ~ /  

- log sin 8 
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On obtient alors 

avec bo = ~(a), 

~(0) = bo + ~d- + O(n~2) 

bl = -  [1 + (cotg a -  (2rr+a)) 2] a(2a__~2+ a + 1,2) 
N 

a 
Ceci implique que a2 = - n - ~ .  

On ealcule p e n  utilisant (10) et (11). 

On peut obtenir dans (11) un d6veloppement asymptotique plus long. Mais tes caleuls deviennent 

difficiles. Nous avons pu obtenir un d6veloppement d'ordre 5 avec le syst~me de calcul formel 

MACSYMA. 

Remarque : Ce th6or~me, avec le th6or~me 1, am61iore la rninoration darts (4). On obtient 
2 

IZkl > t + -  
n 

pour n assez grand. 

I I  L e s  p o l y n 6 m e s  A m + 2  et  B i n . 2 .  

Dans [2], pour traiter le probl~me de th6orie du signal dans le cas de deux fr6quences, on aboutit 

~t l'6quation un peu plus compliqu6e, avec m > 2 : 

(12) m+2 zm+l (m+l)(m+2) zm _ 2 m+2 2 Am+2(z) = z m+2 - 2 ~ + m(m-1) ~ z + ~ = 0. 

On observe que A'm+2 (1) = 0, et que A"m+2 (z) = (m+l)(m+2) z m-2 (z-l) 2, ce qui entraine que 1 est 

racine quadruple de (12). En multipliant Am+2 (z) par 

on obtient que 

avec : 

(13) 

(l-z) "4 i (k+l)(k+2)(k+3) k 
Z 

k=0 6 

Am+ 2 (z) = (z-l) 4 Bin. 2 (z) 

m-2 
1 

Bm'2(z)  = m(m-i)  2 (k+I)(k+2)(m-l-k)z k 
k=0 

-• ... 6 m-2 2 = z m-2+2 z m-3+ + ~ z + ~ .  
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Dans [2], on d6montre que toutes les racines de Bin-2 sont ~t l'int6rieur du disque unit6. On 

utilise pour cela la transformation de Schur (cf. [4], ch X). Soit P(z) = ao + alz  + ... + anz n , avec an ;~ 0. 

On pose P*(z) = an + an-lZ + ... + aoz n e t  

On observe alors que 

T P(z) = ao P(z) - an P*(z) . 

2 * m2-4 * 
T Bin-2 = ~ Bm-2 - Brn_2 = - 7 Bin-3 " 

Le tMor~me de Rouch6 (cf. [4], p. 2) nous dit alors que le nombre de racines de 

d i squeuni t6es t lem~mequece lu ide  Bin. 3 . Comme B o =  1, Bm. 2 

Bin. 2 tt l'int6rieur du 

n'a pas de racines tl rintErieur du 

disque unit6, et 
¢¢ 

Bm.2(z ) = z m'2 Bm_ 2 (I/z) 

a toutes ses racines tt l'int6rieur de ce mSme disque. 

On peut pr6ciser ce r~sultat ti raide du th6or~me : 

T h 6 o r ~ m e S . -  Soit P ( X ) e  ~[X] ,  P(X)=>,.~ ak xk , t e lque tou tes les rac inesde  P dans 
k=0 

02 v6rifient Izil < 1. Alors on a, lorsque an ¢: 0 : 
1 

lzil < 1 - 
2(a n v ' ~  )n 

D6monstrat ion : La fonction sym6trique des racines 

a2. f i  (zizj-1) I1 
i , j=l  

est un entier non nul. L'in6galit6 de R. Alexander (cf. [1]) affirme que pour une famille de nombres 

complexes Zl,..., Zn avec Izil -< 1, on a : 

H Iz iz -~- l l -<  nn. 
i,j=l 
i~j 

Soit Zl un z6ro de P de module maximum. On a, pour Zl ;~ "71 

2n h ' z iz  j II 2n f i  izi-~j 1, 1 _< a n - = a n - 
i , j = l  i,j=l 

- f i  - 12 < (nan2) n I lzi 12-11 < (na2n) n I lzlr 2 - 1  , 
i= l  

et la d6monstration s'ach~ve, en observant que ~ _< 1 -~'u 

Lorsque zl = -~'1, une in6galit6 plus forte r6sulte de 

z i - l l  >_1. 
i= l  
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Coro l l a i r e .  - Les  racines du po lyn6me Bin-2 v6rifient : 
1 1 

Izll < 1 - < 1 - - -  
2(m(m- 1 ) v / - ~ )  m-2 2 m  (5m)/2 " 

En fait, pour le po lyn6me Bm-2,  on peut obtenir  un r6sultat bien meilleur que le corollaire ci-dessus : 

T h 6 o r ~ m e  6 . -  Pour tout z6ro z de Bm_ 2 on a, pour  m assez g r a n d :  

Izl < 1 - 2/(5m). 

D ~ m o n s t r a t i o n  : Soit z un z6ro de Bm. 2 . C o m m e  les coeff ic ients  de Bm-2 sont tous 

positifs et que son degr6 est  (m-2), on a 

larg zl > g/(m-2).  

Cette relation entraine, pour m >_ 4 : 

Iz-ll > sin (rt/(m-2)) =~--+ 2g O(m~3) m ~-~+ 

On a donc,  pour  m assez grand 

(14) [z-ll > ~/m. 

En fait  on peut  montrer  que pour  tout m > 4, on a sin(n/(m-2)) > x/m, et donc que (14) est vraie pour 

m > 4 .  

On pose  z = 1 - a+bi et c = a 2 + b 2 . C o m m e  les racines de Bin-2 sont dans le disque unit6, on 
m 

a :  a > 0 ,  e t d ' a p r ~ s ( 1 4 ) , o n a :  c > r c  2.  

Par ailleurs, z e s t  racine de Am÷2, et (12) donne : 

(15) m+2 2(z-1)  + 6 / (m+2)  
zm = m(m-1)  (z_1)2 _ (4 /m)(z-1)  + 6 / (m(m-1) )  " 

O n a  : 
1 

12(z-l) + 6/(m+2)12 = ~-~ [(6-2a) 2 + 4b 2 + O(1/m)] 

= ~-~ [36 + 4c - 24a + O(1/m)] < [36 + 4c + O(1/m)].  

De mSme, on a : 

(z_1)2 - 4 ( z - l ) + m T - 1 )  2 1 = --q [24a 2 + 8a (6+c) + c 2 + 4c + 36 + O(1/m)] 
m 

1 
> ~-~ [c 2 + 4c + 36 + O(1/m)]. 

La relation (15) entraine alors : 
1 1 

(16) Iz2ml < 1+c2/(4c+36) + O(1/m) <_ l+rc4/(492+36) + O ( l / m ) ) .  

D6s ignons  par  ~ la cons tante  (1+Tt4/(4x2+36)) -1, qui  vaut  app rox ima t ivemen t  [3 = 0,43657 . . . .  

L'in6galit6 (16) entraine : 
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Izl _ < e x p ( l ~ - ~ +  0 ( 5 ) ] _ < 1  + 1~_~_ +O(m~2 ) 

log 
et comme - - 7 - - =  - 0/41439 .... le th6or~me est d6montr6. 

On peut observer que le tMor~me 6 implique a > 2/5 et c -> n 2 + (2/5) 2 + O(1/m), et 

reeommencer la d6monstration ci-dessus avec ces in6galit6s au lieu de a > 0 et e > n 2. En it6rant ce 

proc6d6, on peut remplacer la constante 2/5 par 0p85. Les calculs des racines de Bin-2 effectu6s par F. 

MORAIN pour m < 65, montrent que le bon coefficient serait voisin de 1~70. 

Enfin, nous pouvons d6montrer pour le polyn6me Bm-2 un th6or~me similaire au th6or~me 2. 

Th6or~me 7. - 

m - 2 LK ~ - 1 racines distinctes satisfaisant pour 

k = LK m l ~ f ~ - 0 - ~ ]  + 1 .. . . .  m -  L K ~ f m ] ~  - 1 ~t la relation 
~ /  lo~ m 

Xk = zk + t~m2sin2(n/m) j 
% / 

off Zk est d6fini par : 

Zk=(m sin (kg/m))-l/m exp(in 2(_~___ m 2k-k-- 

et la constante dans le O est absolue. 

I1 existe une constante positive K telle que le polyn6me Bin-2 a 

1)) 

La d6monstration repose sur 4 lemmes : 

Lemme  1. - I1 existe une constante absolue al telle que 
log m 

[ Am+Z(Zk) [ -< al m2 sin (kn/m) ' 1 <_ k < m .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : 

ce qui entraine 

On observe d'abord que : 

,,'2ink'~ o(lOm_~) 
Zk - exp t,--~--- ) = 

Z k - 1 =  e x p t T ) - 1  + 

et 

(17) Izk - iI = 2 sin (kn/m) + O((log m)/m). 

On a 6galement : 
m ( 1  cot~ ( k n / m ) ) O (  1 ) 

z k = - + i = m sin (kn/m) 

et 

z k xp - 1 = - - .  m 

I1 vient alors, avec (12) : 
m 

Am+2(Zk) -- z k ((Zk - 1) 2 + O(1/m)) - (2/m) (Zk -1) + O(1/m 2) 
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= m + 2 (exp 1 ) +  Zk ((exp C - - ~ )  - 1 ~ 0 ( l °m-~) )  - ~ C-~"-Io - 0~1 °m-~2m ) 

= 0 (m 2 log m -~ 
sin (kr~/m)) " 

L e m m e  2. - I1 existe une constante absolue a2 telle que, pour 1 < k < m, on ait : 

I IA'm+2(Zk)l - 4 sin < m sin (kn/m) " 

D6monstrat ion : Elle est analogue ~t celle du lemme 1, en partant de 

A'm+2(z) = (m+2) (z m-1 ((z-l) 2 + O(1/m)) + O(1/m2)). 

Lemme  3. - Soit ne t  k v6rifiant 2 < n <_ m+2 et 1 < k < m. I1 existe une constante absolue 

a3 telle que : 
1 A(n) (zk) < ( m + 2 " ~ f m  "~ . . . . .  +2 ( logm'~ 

" 'm+2 ~ 2 )~ n -2 )  'zk' \ 4 s i n 2 k ~  - m + a 3  ' 

D6monstra t ion : On a l'identit6 : 

1 a(n) /mn+2/ / n-2 (n-2)(n-3) ~ 
n--~. "'m+2 (z) = z m-n (z-l) 2 +2  ~ (z-l) + re(m-l) J"  

En observant que 
( m + 2 ) _  2 ( m + 2 ~ ( m )  

n(n-1) t 2 Jr,  n-2)  

on obtient, puisque n > 2 : 
1 a ( n ) ( z k ) <  ( m + 2 " ~ f m ' ~ ,  ,m.n(  2 2 ) 

nT. l ' 'm+2  ~ 2 ) ~ n - 2 )  '~1 1~-ll2+3-mlZk-Xl+m(---~3-1) 

et rin6galit6 (17) ach~ve la preuve du lemme 3, en remarquant que Izk I-2 = 1 + O((log m)/m). 

L e m m e 4 . -  Soit k telque l < k < m ,  et x telque 

Ix-zkl -< Izkl / m. 

I1 existe une constante absolue a4 telle que 

~ 2  1 m e (  k ~  logm "~ 2 
n=2 ~.v A~)+2 (zk) (x-zk)n < ~ 4 sin (--~--) + a n m sl-~(k-~/m)) Ix-zkl " 

D6monstration : En utilisant le lernme 3, on trouve : 

m+2 1 
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(m2+) ( ~ -  l °gml(  m+2 ( ) 1 2 4 sin 2 + a3 ~ ~ m m-n+2 n n=2 n-2 Zk [X-Zkl 

fm+  ~ f  k ~  log m'~, ,2 IX-Zk[) TM . 

Sous les hypotheses du lernrne 4, le demier facteur peut %tre major6 par 
e 

Izk Im ( l+ l /m)  m < 
m sin(ks/m) 

( rn~2)  m 2 
et comme = T (1 + O(l/m)), le lemme 4 s'ensuit. 

D ~ m o n s t r a t i o n  d u  th~or~me 7 : Soit x tel que 

lo~ m 
(18) Ix-zkl = al 2m 2 sin2 (kTr/m) 

off al est la constante intervenant dans le lemme 1. On trouve, pour min ( Kr------~---- , 
\ ~ m  log  m 

suffisamment grand 

(19) Ix-zkl -< Izk I / m .  

m-k 

Donc, en vertu des lemmes 1 et 4, nous avons : 
m+2~_, (n) 

Am+2(Zk) 
IAm+2(x ) - A'm+2(Zk) (X-Zk)l = Am+2(Zk) + 2-, n=2 n'-""--t~ (X-Zk)n 

-< a 1 
log m 

2 • m sm (kTr/m) 

2 2 
a l ( l ° g m )  ( kT~ e l o g m  / 

+ 2era sin - -  + a 4 . 
4m 4 sin 4 (k~/m) m 2 sin (kn/m) 

D'autre part, en vertu du lemme 2, on a : 
a t l o g m  ( ~_ l o g m  ~ 

IA'm+2(Zk) (X-Zk)l > . . . .  4 sin - a2 s-{ff (~/m)J" 
2m 2 sin 2 (kT~/m) m 

Donc, si 
,o,m 

< min 
2m sin 2 (k~/m) 2(a2 a l e ) '  

on trouve pour tout x satisfaisant ~ (18) : 

IAm+2(x)-A'm+2(Zk)(X-Zk)l < IA'm+2(Zk)(X-Zk)l , 

et en vertu du th6or~me de Rouch6 (cf. [4], p. 2) Am+2(x) a dans le cercle d6fmi par (19) le re%me nombre 

de z6ros que A'm+2(Zk)(X-Zk) c'est-~-dire 1. 

Soit deux nombres r6els r et r' v6rifiant 0 < r < r', et deux nombres r6els c~ et 13. Par une 

d6monstration g6om6trique ou analytique, il est facile de montrer : 
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Ire i~ - r'ei[~l > 2r sin ~-~ . 

On a donc pour k et g distincts dans rintervalle 1, m-1 : 

Izk-zgl-> 2(1 +O(~- -~ / ) s in (2~(k- l~) (2-a /m)  ) 

> 2 ( 1 +  o ( l ° g  m) ) s in  (~m (2-1/m)) 
i, m JJ 

2n+ O 

Cependant, en vertu de (19) pour k e (K,l-m--~g m , m-Kx/m-~g m ) ,  on a : 

Ixk-zkl < l/re. 

Cela montre que les Xk correspondant it difftrentes valeurs de k sont distincts. 
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