LOCALISATION DES ZEROS DE POLYNOMES
INTERVENANT EN THEORIE DU SIGNAL

Par

J.L. NICOLAS et A. SCHINZEL

Dans cet article, nous étudions la répartition des racines dans le plan complexe de deux familles de
polyndmes :
f(z) =folz) = 2" - (n+1) z+n

et
m+2 5 (@+2) (m+l) o m+2 2

m mmD 2 Cm@mD  me

A@) = A_ (@& =2""7-2

Ces deux familles de polyndmes interviennent en théorie du signal (cf. [2] et {3]). Chacun de ces
polyndmes admet 1 comme racine, et pour résoudre le probléme de physique, il fallait montrer que les
autres racines ne sont pas trop proches de 1. Nous obtenons pour chacune des deux familles des résultats
nettement plus précis que ceux de [2] et [3] sur la distance au cercle unité des zéros de ces polyndmes et sur
la distribution des arguments de ces zéros.

I L'équation M+l m+) z + n = 0.
Dans [3], pour traiter un probléme provenant de la théorie du signal, on aboutit 2 'équation

(1) z4+724 .. +20 =n
quialaracine z=1 en évidence. Multipliant (1) par (z-1), on obtient I'équation trindme :
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2%1. (n+1)z+n=0

qui admet 1 comme racine double. Divisant (1) par (z-1), ona:

&)

“@

5

2142024+ (n-1)z+n=0.

Les résultats mentionnés dans [3] étaient les suivants : Soit zi,..., zp = 1 les racines de (1). On

n 1/n
o1 < lz/<@2n)" , 1<k <n-1
lA 2km < T 1<k<
R N sk=n.

Dans (4), la majoration s'obtient par le théoréme classique de Cauchy (cf. [4], Th. 27.1). On

considere 1'équation

. (n+l)z-n=0

et on montre que sa racine réelle positive est < (2n)1/n

La minoration dans (4) s'obtient par une application du théoréme de Enestrom-Kakeya (cf. [4], p.

137, ex. 2).

Pour prouver (5), on fait dans (2) le changement de variables z = ? , oll A estune constante

convenable, et on applique [4], p. 165. ex. 3.

Lorsque n est pair, I'équation (1) a une racine réelle négative, correspondant dans (5) & k = n/2.

. n . — .
Les autres racines sont z, avec 1<k < -1, etles conjugués z, . On écrira

2kn n

zy=p exp (i6,), avec ’9 - ——l < — . Lorsque n est impair, la seule racine réelle de (1)

. 2
est 1. Les autres racines sont z, =p, exp (16,) avec lek - —

k n n+l

kn‘ < 4 1<k<n-
n| = ey pour 1sks—-

et leurs conjugués.

Théoréme 1. - La suite finie pg, 1 <k <n/2 est une fonction croissante de k.

Démonstration : L'équation (2) entraine :
|20} = |(n+1) z-nl

eten posant z=p exp (i 0), cela entraine :

O

p20+2 _ ((n+1) p-n)2 - 2n (n+1) p (1-cos 8) =0 .

L'équation (6) pour © fixé a une racine et une seule p(6) > 1. En effet, désignons par g(p,0)

2
le membre de gauche de (6). Ona g(1,0) <0, et s—i (p,6) > 0 pour p 2 1. Soit maintenant
P

0<6<9<mnOna:
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£(p,9") = g(p,8) - 2n (n+1) p(cos B - cos ©') < g(p,B)
et donc p(@') > p(0).

Théoréme 2. - 1l existe une constante absolue A (par exemple A = 1040 convient) avec la
propriété suivante : Si A <k <n+l- A, on pose:
1/n+1

= (241 2k+n+1 1
= (- (n+ )cos(—m)n) >1,

alors 'équation f(z) = 27! - (n+1) z+n =0 a une solution zy satisfaisant A I'inégalité :

ak+1 -l 3
)} £3 T
T - 1

izk-rkexp(lnm <

Démonstration : 1l est commode de poser

2k+n+1 4k+1
=50 B=sg7m . xk=mexp(f)

Onaalors 20 =[B+7% et B(n+l) - o = 2k. 1l vient ensuite :
f000) =21 exp (i (n1) B) - (n+1) g exp (i B) +
= [-2(n+1)(cos o) exp (i (n+1)B) - (n+1) exp G B) + n+1] - (n+1) (-1 exp G B)- 1.

On observe que le crochet s'annule, etona:
If(x)! € (n+1) (ne-1) + 1.
On a ensuyite
a0l 2 (n+1) (- 1)

etpour j=2,.,n+l,
9 xpt < (n+1) n+1-j .

Supposons qu'il n'existe pas de zéro de f dans le disque de centre xx et de rayon
-1

rk~l

p=3_

. On pourrait appliquer dans ce disque le principe du maximum & la fonction 1/£(z). 1l

existerait alors z, avec lz-xil = p, tel que 11/f(xy)l < 11/£(z)!. Pour démontrer le théorgme, nous allons
montrer que pour tout z, tel que lz-xil = p, on a If(z)i > If(xk)l. Par la formule de Taylor,on a :

n+l t(l) X)

) £(2) = f(x,) + £(x) <z-xk)+2

(zx) .

Majorons le dernier terme :
n+l

n+l f’(xk) < Z (njl) ;n) pj

2

=2

2%,y
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n+l
n+1 2 n-1 n+lj 2 n+l 2 n-1
< =
()0 () = (%) aen
- 2
n+ly 2 4. 3Vl dnme) 3
: ( 2 )p £ (H'n') = A Tk [r’{l +...+1) '

En utilisant I'inégalité

1+x+.. +x01 > nx®-12,
valable pour x 20, qui résulte de l'inégalité entre les moyennes arithmétiques et géométriques, on majore

le dernier terme de (7) par :
< 9¢3 n+1 9¢3

7w <7< 04

Dans (7), le deuxi®me terme est en module, supérieur & (n+1) p (rli1 -1) =3(n+1) (rk-1). Pour que

If(z)l > If(xy] il suffit de vérifier que
3(n+1) (rx-1) > 2Mf(xg)l + 90,4
et comme If(xk)! < (n+1) (rx-1) + 1, il suffit de vérifier que
(n+1) (p-1) > 924.
Ceci sera assuré par
logrx > 92,4/ (n+1),
ce qui est équivalent a :

2(n+1) sin (iﬁié m) > exp 92,4.

Orpour A<k<n+l-A,ona
LAkl 4A+] 4A+] _ 4A
SMZRFZ T 2 SN 2 a3l © 2o+l

puisque pour 0 <x <m/2, ona sinx 2> (2/1) x.

Le choixde A = 7 €Xp (92,4) < 3,4.1039 convient donc dans le théoréme. On pourrait par un

calcul plus technique abaisser considérablement cette valeur.

Remarque: Soit €>0. Pour k vérifiant & <k/n < 1-¢, le théoreme 2 entraine :

. 4k+1 log n
Z, =T, exp (mZn—H) +OE(-n—2~).

Théoréme 3. - Soit n>2. On pose :

. n+l i n
F(©) = (sm (n+1) 6) - (sin6) (sm (n 9)] .

n+l n

Pour 1<k <n/2, 'équation F(B) =0 a une racine et une seule 8y dans l'intervalle
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n sin (n+1) Ok

2kr (2k+1)1t . .
( . Alors z, =p, exp (i6,) estracinede

. On pose —_—
n ) P Pic= (n+1) sin (n 6,)

I'équation (2).

Démonstration : Nous utiliserons une méthode due 3 Gauss pour résoudre une équation
trindme, (cf. [5], t. I, §122). Soit z = p exp(i 0) une racine de (2). En identifiant les parties imaginaires de
(2), on obtient :
® on = (T1+1)sin 0 ‘
sin (n+1)0

Considérant ensuite la partie imaginaire de

1-(+) zh+nz+D =0
on obtient
©) _n sin (n.+1) 0
(n+1) sin n®

On déduit de (8) et (9) que F(B) =0, et en multipliant (8) et (9), on obtient

(10) pn+1 =M

sin n@

Soit maintenant 6 tel que F(8) =0 ettelque p= 3—512—(-13—1—)9— > 0. Un calcul simple
(n+1) sin (n6)

montre alors que z = p exp (i0) est racine de 1'équation (2).

2kn (2k+1)n
Lorsque 6e [—-— s ( )

n n+l ]’ ona:

(n+1)B e [2kn + 2L (2k+1)1t]

(2k+1)n]

nb e [an: 2k+1)m - 1

Donc sin (141820 et sin (1) 20. On en déduit  F(22X) >0, F((2k+1)")<0 L'équation F(8) =0

. . . 2k Ck+Dr
a donc au moins une racine dans l'intervalle ]T —T

, [ . Désignons par 6, la plus petite racine
dans cet intervalle. Ona py =M >0 etdonc zk = pkexp (iBk) est racine de (2). En
(n+1) sin nB

comptant les racines ainsi trouvées et leurs conjuguées, on obtient toutes les racines de (2), et cela démontre
2kn (2k+1)7t[

’

I'unicité de la racine 6, dans ]— —_—
k n n+l

Remarque : Ce théoréme est moins précis que le théoréme 2 sauf pour k <clogn et
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n/2-clogn<k<n/2, olt ¢ estune constante convenable.

Théoréme 4. - Soit
¢(x) = log (sin x) + 21 + x) cotg x - 1 - log (x + 27).
L'équation ¢(x) =0 a une racine et une seule dans l'intervalle ]0,x[, que nous noterons
a= 1/ 17830398284... Nous poserons b =a + 2x. Soit 6 € ]2a/n, 3n/(n+1)[ une racine de F(©) =0.
Cest le plus petit argument positif d'une racine de (2). Lorsque n — +o0, ona:
b b as a4 . as 1 )

= jo i o ARFERLA R —

PR PR B S nb

avec :
7b . b2 3b b2
a3=-27:+ﬁcotga, a4=-K+8—cotga

_ b 743b 3162 bty 303 o, B3
35=°330 * 5760 (960 7:>.0)°°ga 320 01872 730 o872

Les valeurs numériques approchées sont :
b=7,46148929002 b/2 = 3,73074464282
a3 =4,09688179715 a4 =- 4,27995037432 as = 4,95345830505
Le plus petit module des racines de (3) vérifie :
5
p=1+2, XA /n'+0@®
i=1

i=
avec
A1 =bcotga-1=208884301561 ...

Ay = (7»21 - A1) /2= (b cotgZa - 3bcotga+2)/2 = 1,13721106413...

A3 = (4b3 cotg3 a - 23b2 cotgZa + 43 b cotg a - b2 - 24) / 24 = - 2,01722700491...
A4 = (1/48)(2b* cotg? a -18b3 cotg3 a +63b2 cotg2 a - (2b3 +95 b) cotg a + 5b2 + 48) =- 1,21533237271...
As = (1/5760)(48b3 cotgd a - 602b4 cotg? a + 3258b3 cotg3 a - (108b% + 9087b2) cotg2 a
+ (666b3 + 12143b) cotg a - (2b% +993b2 + 5760)) = - 0/79161 1864055...

Démonstration : On a d'abord :
1
{ — - 2 %) - 2 %) o ——
¢'(x) =2 cotg x - 2n (1+cotg? x) - x (1+cotg? x) R

La dérivée est <O pourtout x>0 etlona:
im @x)=+o , im @(x)=-o0.

x—0 X7
x>0 X<

Ensuite on étudie le développement asymptotique de la fonction :

O(©) = (n+1) 1og(——s‘"fl’-:1)9) - n1og2B8Y L 1ogsing
lorsque
_2n+a | a3 1
(1 1) 8= n n2 n3) ’
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On obtient alors
D(B) = bo + L b‘ + o(—%)

avec bg = @(a),

1
by =- {1 + (cotg a - (2n+a))?] (21t+a 7)
Ceciimplique que az=-= --% .
On calcule p en utilisant (10) et (11).
On peut obtenir dans (11) un développement asymptotique plus long. Mais les calculs deviennent

difficiles. Nous avons pu obtenir un développement d'ordre 5 avec le systeme de calcul formel
MACSYMA.

Remarque : Ce théoréme, avec le théoréme 1, améliore 1a minoration dans (4). On obtient
zxl 2 1+ -ﬁ—

pour n assez grand.

II Les polynéomes Am+2 et Bm.2 .

Dans [2], pour traiter le probléme de théorie du signal dans le cas de deux fréquences, on aboutit
a I'équation un peu plus compliquée, avec m>2:
2 (m+1)(m+2) m+2 2

m(m-1) Zm'2m(m-1) Z+tm =0.

(1) Amo(@)=2m2-2522 gm

On observe que  A'man (1) =0, etque A'"mer (2) = (m+1)(m+2) 2m-2 (z-1)2, ce qui entraine que 1 est
racine quadruple de (12). En multipliant A4 (z) par

(1-2)4 - 2 e+ D(k+2)(k+3) X

k=0 6 ’
on obtient que
Ami2 @ = (z-1)*Bn2 @)
avec:
m-2
K
(13) B, (@)= m(m 5 g (k+1)(k+2)(m-1-k)z
—zm2+2m—zzm'3+..+6 m-2 2

m(m-1) z
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Dans [2], on démontre que toutes les racines de Bp.y sont a l'intérieur du disque unité. On
utilise pour cela la transformation de Schur (¢f. [4], ch X). Soit P(z) =ap + a1z + ... + apz?, avec ap #0.
Onpose P*(z)=ap+ag1z+ .. +a52" et

T P(z) = a5 P(z) - ap P*(z) .
On observe alors que

2 A
TBm2=g Bm2-B ,=-"5 B 5.

%
Le théoréme de Rouché (cf. [4], p. 2) nous dit alors que le nombre de racines de Bm_2 a l'intérieur du

* *
. Comme B,=1, B

2 n'a pas de racines & Vintérieur du

%*
disque unité est le méme que celui de Bm_3

disque unité, et
*
= zm-2
Bm2(@) =2"2 B, , (1/2)

a toutes ses racines 2 l'intérieur de ce méme disque.
On peut préciser ce résultat & I'aide du théoréme :

n

Théoréme 5. - Soit P(X) e 2{X], PX) = 2 ay x¥ , tel que toutes les racines de P dans
k=0

C vérifient Izl < 1. Alors on a, lorsque ap#0:

zl <1-

2a /70

Démonstration : La fonction symétrique des racines
n
2 Il @z-1)
2 }
i,j=1
est un entier non nul. L'inégalité de R. Alexander (cf. [1]) affirme que pour une famille de nombres

hnnd n
H Izizj-ll <n.

ij=1
i _
Soit z3 unzérode P de module maximum. On a, pour z; * z |

n n
2n 2n —
1<a, I11 Izizj-ll—an I]l A zj-lt
B j= 1,]=

complexes zjy,..., 2z avec lzjl<1,ona:

n

2

<@ad [T liz?-1] < @ad" lizP-117,
i=1

et la démonstration s'achéve, en observant que VI-u < 1-

s

Lorsque z; = Z1, une inégalit€ plus forte résulte de

n
Il -1 =1,
i=1
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Corollaire. - Les racines du polyndme Bp_2 vérifient :

lz)<1- <1- G -
2(m(m-1)v/ m-2)™? 2m

En fait, pour le polyndme Bp,.2 , on peut obtenir un résultat bien meilleur que le corollaire ci-dessus :

Théoréme 6. - Pour tout zéro z de By ona, pour m assez grand :
Izl < 1-2/(5Sm).

Démonstration : Soit z un zéro de Bp.o . Comme les coefficients de Bp.2 sont tous
positifs et que son degré est (m-2), ona
larg zI > ®/(m-2).
Cette relation entraine, pour m=24:

lz-10 > sin (1/(m-2)) ==+ fnlﬁ O(Flﬁ)

On a donc, pour m assez grand
(14) iz-11 > w/m.
En fait on peut montrer que pour tout m>4, ona sin(m/(m-2)) = n/m, et donc que (14) est vraie pour

mz24.

a+bi . . . g
Onpose z=1- o etc= a2 + b2 . Comme les racines de Bp.2 sont dans le disque unité, on

a: a>0,etdapres (14),ona: c2n2.
Par ailleurs, z estracine de Am+2, €t (12) donne :

m+2 2(z-1) + 6/(m+2)

as 2= m(m-1) (z-1)2 - (4/m)(z-1) + 6/(m(m-1))

Ona:
12(z-1) + 6/(m+2)12 = # [(6-22)2 + 4b2 + O(1/m)]

= gli [36 + 4c - 24a + O(1/m)] < -1;11-2-[36+4c+0(1/m)],

Deméme,ona:
2

-2 e 0 - L+ a6 2+ 4c +36 + O(1/
(Z-)'E(Z-) IIl(T—l) —-H—l4[ a + a(+c)+c+ C + + ( m)]
> Lo (2440 + 36 + O(/m)],
m
Larelation (15) entraine alors :

1
M €
(16) lz2m} < T7c2/(40736) + O(/m) <

1

m + O(1/m)) .

Désignons par P la constante (1+m4/(4n2+36))-1, qui vaut approximativement B = 0,43657... .
L'inégalité (16) entraine :
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log B 1 log B 1
1zl SCXP( >m + O(E)) <1+ m +O(E)
log B N
et comme 53— = 941439..., le théoreme est démontré.

On peut observer que le théoréme 6 implique a > 2/5 et ¢ =72 + (2/5)2 + O(1/m), et
recommencer la démonstration ci-dessus avec ces inégalités au lieu de a > 0 et ¢ 2«2, En itérant ce
procédé, on peut remplacer la constante 2/5 par 0,85. Les calculs des racines de Bm-p effectués par F.
MORAIN pour m < 65, montrent que le bon coefficient serait voisin de 1,70.

Enfin, nous pouvons démontrer pour le polyndme Bp.2 un théoréme similaire au théoréme 2.

Théoréme 7. - 1l existe une constante positive K telle que le polyndme Bp,.p a
m-2| K vm log m ] -1 racines distinctes satisfaisant pour
k=lKVm log mJ +1,..,m-KVm log ml -1 alarelation

- log m
X = 7t mzsin2(1t/m))

ou zg est défini par:

2 = (m sin (kn/m))-/m °xp(i"@n_k‘ o 2_15))

et la constante dans le O est absolue.
La démonstration repose sur 4 lemmes :

Lemme 1. - Il existe une constante absolue aj telle que

log m
A < <k .
Ami2@o | < a1 m?2 sin (kn/m) ’ Pekam

Démonstration : On observe d'abord que :
ink log m
o () - o).
zx -1 =exp€lTnk)- 1 +O(%E).
et

an Iz - 11 = 2 sin (kn/m) + O((log m)/m).

On a également :
m _ 1_+ . cotg (km/m)\ _ 1
x =- (m ! m ) = O(m sin (kn/m))

m ik 2
Zk (exp T))- 1= a .
11 vient alors, avec (12) :

Ams2(zk) = Zf(n ((zx - D2 + O(1/m)) - (2/m) (2 -1) + O(1/m?)

ce qui entraine

et
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- (o () 1 -0 (552) -2 (on (B9)- 1 )oof22)
) O(mZ i (E:/m))'

Lemme 2. - 1l existe une constante absolue ap telle que, pour 1 <k <m, on ait :
\IA‘ - 4si kn ’ < a,logm
ms2(#)! - 4 sin (E) = m sin (kn/m)

Démonstration : Elle est analogue 2 celle du lemme 1, en partant de
A'me2(2) = (m+2) (2™ ((z-1)2 + O(1/m)) + O(1/m?)).

Lemme 3. - Soit netk vérifiant 2<n<m+2 et 1 <k <m. Il existe une constante absolue

n m+2 e o km log m
—A()z( )| < ( )(n_z)lzkl 2 (4sm2-r-n-+a3 ch )

Démonstration : On a l'identité :

7 A% @ = () (@2 ens SR,

m(m-1)
m+2Y 2 m+2\/ m
()= ()2
on obtient, puisque n=2:

iA@iz( )l ( )(:z)lzk' (‘Zk 1‘+ m a1l (ml))

et l'inégalité (17) achéve la preuve du lemme 3, en remarquant que lzxl-2 = 1 + O((log m)/m).

a3 telle que:

En observant que

Lemme 4. - Soit k telque 1 <k <m,et x tel que
Ix-zxl < Izl /m.

1l existe une constante absolue a4 telle que
m+2

1
22 = AR @) (x-z)"

n=

me 4 si km logm | ?
- ( sm(-a)*”%-rmkn/m))x_zk '

Démonstration : En utilisant le lemme 3, on trouve :

m+2

1
2 o7 A () ()"

n=
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m+2
2 kn log m .
(m; )(4 sin? —T + 2y 0 )[HE_‘,Z (:2)|zk|’“ 2 !x-zkI"J

2 K 1 m
- (“” )(4 sin? () + 8 — m)bc-zkl2 Iz + Ix-z )™

2 m

Sous les hypoth&ses du lemme 4, le dernier facteur peut &tre majoré par

[
Iz (L 1/m)T < ey

2
et comme (m; 2) = mT (1 + O(1/m)), le lemme 4 s'ensuit.

Démonstration du théoréme 7 : Soit x tel que

log m

(s) ezl = a1 2m? sin? (km/m)

\ . . k m-k
ol aj est la constante intervenant dans le lemme 1. On trouve, pour min ,
Vmlogm  +mlogm
suffisamment grand
19) Ix-z3l < lzgxl /m.

Dong, en vertu des lemmes 1 et 4, nous avons :
m+2 A(n) (Zk)

m+2
Ana(z) + 22 Ry (x-z)"
n=

1An() - Al (7)) (x-z)) =

2 2
logm . a; (log m) ( kr e logm )

2emsin — +a, — ————=
! m? sin (kn/m)  4m®sin* (kn/m) m 4 2 sin (kn/m)

D'autre part, en vertu du lemme 2, 0n a:

A s a; logm i kr logm
mea() Gzl 2 2m” sin? (km/m) ( ¥ m %2 msin m)) .

Donc, si

logm . 1 1
-2 < min 2(a,+ae)’ ’
2m sin” (km/m) 279 / a a8
on trouve pour tout x satisfaisant 4 (18):
[Am+2(X) - Ams2(z)(x-2K) < [ A'm2(z)(x-Z1)l
et en vertu du théoréme de Rouché (cf. [4], p. 2) Ap+2(x) a dans le cercle défini par (19) le méme nombre

de zéros que A'mio(zk)(x-zx) C'est-a-dire 1.

Soit deux nombres réels retr' vérifiant 0 <1 <71, et deux nombres réels o et . Par une

démonstration géométrique ou analytique, il est facile de montrer :
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. po
sin T

io i
Ire” -re ﬁl 2 2r

On a donc pour ket £ distincts dans lintervalle 1, m-1:

Iz, - 7| > 2(1 + o(lorgn m)) | sin (-2% k-8)2- 1/m))l
> 2(1 + o(lﬂﬁlﬂ)) sin (i% (2-1/m))

2n log m
2 -r-n—+ O(_—r%f—) .

Cependant, en vertu de (19) pour ke (K¥mlogm , m-Kymlogm), ona:

Xk - zgl € 1/m.
Cela montre que les xk correspondant a différentes valeurs de k sont distincts.
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