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6 NOMBRES dont les SOMMES DEUX a DEUX
sont des CARRES

par Jean-Louis NICOLAS

P. ERDOS a posé le probléme suivant (cf. (‘), probléme 40, p. 110)
Peut-on trouver n entiers distincts | s Xy s eens X tels que toutes les
sommes X, + X. (1 €1 g7 n) soient des carrés.

Le probléme est facile pour n = 4; J. Lagrange (cf. (3)) a montré qu'il y
avait une infinité de solutions pour n = 5, et, dans sa thése (cf. (%)) qu'il y
avait pour n = 6 une infinité.de pseudo-solutions (14 sur 15 sommes X, + xj
sont des carrés) et une vraie solution :

-15 863 902; 17 798 783; 21 126 338; 49 064 546; 82 221 218; 447 422 978.

Nous allons expliquer ici les idées utilisées pour fgire un programme calculant
systématiquement. toutes les pseudo solutions en 6 nombres. Il y aura trois &tapes.

1°) Recherche des solutions en 4 nombres -

On doit résoudre le systéme linéaire :

+ = 2 + =b 2
¥ T X3 T 1R Y
X, + X, = a 2 X, + X, =Db 2
3 1 2 2 4 2
_ .2 _ 2
Xtx Ty X3 * X, = by
Les conditions de compatibilité s'écrivent : .
S=x, +x,+x,+Xx, =a 2 +b z. a 2 +b 2. a 2 +b 2
1 2 3 4 1 1 2 2 3 3°

S admet trois décompositions en somme de deux carrés. Réciproquement si S
admet trois telles décompositions, on en déduit une et en général deux solutions
(obtenues en échangeant a; et b3).

Le paramétre de base sera S que l'on fait wvarier de 1 4 quelques millions
par tranche de & = 10 000. On écrit les solutions correspondant 3
4§ = X+ x2.+ Xy + Xy s de fagon & avoir des x; entiers. Dans chaque tranche,
par une méthode de crible, on sélectionne les S qui ont au moins trois décompo-
sitions. Pour SMIN € S £ SMAX, on fait varier I et J de fagon que 0 £ I £ J
et SMIN < 12 + J2 < SMAX, et on met dans un tableau le nombre de fois od 1'on
atteint S. Cette méthode s'est avérée plus rapide que d'utiliser .l1a congruence
mod 4 de facteurs premiers de S (cf. [2), ch. 16).

2°) Adjonction d'un 5™ nombre -

La premiére étape nous fournit toutes les solutions en quatre nombres. On
cherche alors les nombres Xg tels que X; + X soit un carré pour 1 €1 € 4,
avec x; < Xg (pour 1 £ 1 g 4), ce qui nous donnera une fois et une seule les

solutions en cinq nombres. On résoud d'abord
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2 2
X, + Xy = ¢ X + X, = b1
(D ' 2 2
+ x. = ¢ x, + X, =b
¥ T X5 T G 27 %, T 2
ce qui donne :
2 2 2 2
Xy X = ey Tep = by by

) est un diviseur d de (b 2 2) “inférieur a (®, 4bl) (pour que

1 2 1
X > x4). A chaque tel-diviseur, correspond une solution x. de (1). La recherche

5 5
des diviseurs se fait 3 1'aide d'une table de diviseurs des nombres < 10 000

et (c2 -c

incorporée au début du programme et construite par la méthode du crible.

I1 reste alors & vérifier que Xy + Xg et x, + x, sont des carrés. Un
premier test décide si ce sont des carrés modulo 3465 = 9.5.7.11 . On utilise
ensuite la méthode de Newton.

On obtient ainsi toutes les solutions en 5 nombres.

3°) Recherche des pseudo-solutions en 6 nombres -

Cette étape se traite comme la précédente. On cherche d'abord les pseudo-
solutions vérifiant

| IR
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+
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(=)}
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(=9
]
+

(2)
t X, + x6 =d X, + X, = b2

en laissant tomber la condition d < b, —b] » car X peut—étre quelconque y

compris < X On compte alofs le nombre de carrés Xt Xe o, 1 £1i < 5. Il en faut
au moins 4.
Il reste a résoudre :
' J X+ X = d 2 [ x +x, # d]2

ol l'on procéde similairement.
Chaque pseudo-dolution est obtenue deux fois, et chaque vraie solution est
obtenue 6 fois.

Une des difficultés techniques était de ne pas utiliser d'entiers qui

_ N 31 P . . .
dépassent 2 —-1.- Les nombres X| s Xy 5 Xy, X, ont €té pris entiers en machlng,

tandis que x. et X étaient pris en double précision.

5
Pour S < 40 millions, on a trouvé 15475 solutions en 5 nombres et 655 pseudo-—

solutions en 6 nombres. Pour chacune de ces derniéres, on a calculé le p. g. c. d.

des X, » pour repérer les solutions primitives ainsi que la somme z X, qui
I<ig6b
est souvent un carré parfait. C'est le cas de la vraie solution signalée dans
. . 2 .
1'introduction, pour laquelle z X, = (24531)". Dans notre programme, cette solution

o B 1
a été obtenue pour S = 34 137 050 = —Z—(x] + X4 + e + XS)'
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