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GRANDES VALEURS D’UNE CERTAINE CLASSE
DE FONCTIONS ARITHMETIQUES

par ,
J. L. NICOLAS

Abstract

Let f(x) be a multiplicative function such that f(p*)=g () dees not depend on p. This paper
improves a theorem of HEPPNER about the maximal order of £(n). Let us define # to be Jhighly com-
posite if m<n=f{(m)<f(n). Some properties of such an » are given according to the values of the
function g.

§ 1. Introduction

Soit f(n) une fonction arithmétique multiplicative, i.e. (m; n)= f(mn)=7(m) £ (7).
On suppose de plus que pour p premier, et a€N, f(p®)=g(®) ne dépend pas de p.
La fonction d(n), nombre de diviseurs de n, vérifie cette hypothése, avec d(p™)=a+1.
S. RAMANUJAN a démontré {7] que I'on avait pour tout N:

€)) log d(N) = log 21i (log N)+o (log N exp (—c¥log log N))
ou
- dt
Iix =
2-[' log ¢

désigne le logarithme intégral de x, et que I'égalité avait lieu pour une infinité de N,
notamment pour les nombres hautement composés,

Plusieurs auteurs ont donné des formules ressemblant 2 (1), pour diverses fonc-
tions (cf. [9], [8], [6], [5]) et E. HEPPNER [3], a démontré le résultat suivant:

Tratoreme 1 (Heppner). Soit f une fonction multiplicative vérifiant:
@ f(rH=g@
(1) Va€EN, g(e)=1 et JPEN, g(f)=>1
o
(111) log g(a)=0 {log cx]'
Alors il existe A tel que, pour tout n on ait:

@) log f(n) = logg(A)1i [lo—jl] +O(lognexp (—cVlog log 1))

ou ¢ est une constante positive. L'égalité a lieu pour une infinité de valeurs de n.
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REMARQUE. On peut avoir 0<g(¢)<1. En imposant g(«)=1; on évite d’avoir
de grandes valeurs négatives pour log g(e). On notera F(n)=log f(n) et G(w)=

log g(a). _
On se propose de démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 2. Soit f une fonction multiplicative vérifiant () et (ii) du Théoréme 1
et de plus:
- G(o)

(iii) lim o Tlog

Alors, si A est le plus grand « pour lequel t,=G (a)[a, on a pour tout n Iinégalité
(2). L’égalité a lieu pour une infinité de valeurs de n. '

<t log2 avec = Izaza%;G(oc)/oc.

Comme I’a montré RAMANUJAN [7], le probléme des grandes valeurs d’une fonc-
tion arithmétique f est 1ié & celui des nombres f~hautement composés (f-h.c.) et
fhautement composés supérieurs (f-h.c.s.). On dit que n est fh.c. si: :

m < n = f(m) < f(n).
On dit que N est f-h.c.s. 8’il existe ¢>0 tel que, pour tout M/ on ait
f) _ fN)

Ma - Na'

. Un tel nombre N est fh.c.; en effet: m<N entraine
m E
fom) = (2] ran<rav.

Désignons par v,(n) 'exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers
de n et posons:

wm =1 et Q@)= 2 v,(n

pln pln

Les nombres w-h.c. sont les nombres 2.3.... p;, produit des premiers nombres
premiers consécutifs, tandis.que les nombres £2-h.c. sont les puissances de 2. Le théo-~
réme suivant montre qu’essentiellement, les fonctions qui nous intéressent se répar-
tissent entre ces deux types.

THEOREME 3. Soit [ une fonction multiplicative vérifiant (i) et (ii) du Théoréme 1.
1° Si lim G(0)/a=0, il y a une infinité de nombres f-h.c.s. N.

a) Si m.aﬁ(fg)“ <t,log?2, la fonction f est du ,type @” et log N~AP(N),
oty P(N) est le plus grand facteur premier de N. Les nombres 1, et A ont le méme sens
que dans le théoréme 2. ,

b) Si lim (G(oH—l)-G(oc)) log a>1t, log2, la fonction f est du ,type Q7 et
Pon a: log N~v,(N)log 2.
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2° ¢ Tim G (e)fo= + o=, il existe une suite r; telle que 2's soit f-h.c. Si, de plus,
G est croissante et convexe, 'ensemble des nombres f-h.c. coincide avec les puissances
de 2.

3° Si m G(o)fa=C=0, il existe my tel que pour unme infinité de r, 2"m,
soit f-h.c.

 Jai plaisir & remercier le rapporteur pour plusieurs remarques intéressantes et
pour une démonstration plus simple du théoréme 3, 3°

§ 2. Enveloppe inférieure convexe de log g et nombres f-h.c.s

Soit dans R?, le graphe I’ de la fox_lction a—log g(), acN. Pour toute droite
y=ax-+b, on définit le demi-plan inférieur fermé P, ,. L’enveloppe inférieure con-
vexe de I' est Pintersection de tous les demi-plans P, ; contenant I'. La frontiére

de cette enveloppe est une ligne polygonale.
Sil’on a log g(¢)=o0(a), il existe une enveloppe inférieure convexe. Plus précisé-

ment; on définit par récurrence la suite des sommets (s;) et des pentes (z;) par
so=0; ty= +eo; f= 101512&3[(6’(&)/05)
et 5, est le plus petit ¢ olt ce maximum est atteint. Et pour i=2,
G(x)—G(s)
ty4q = SUp ———
i+1 a>£ a—s,

Lorsque la borne supérieure est atteinte, s;4; est le plus petit « tel que
_G(@)—G(s)

i+1— a—s;

pose §;,,=<; il n’y a qu'un nombre fini de sommets.

?

. Si la borne supérieure n’est pas atteinte, on a %,;=0 et on

On observe que la suite (¢;) est décroissante.

Soit ¢=0 fixé. Le maximum de f(n)/n° est atteint en un (ou plusieurs) points
N,, qui sont f~h.c.s. Il est facile de voir (cf. [5]) que pour p premier, la relation

3 her<elogp <y

entraine
0,(N,) = 5.

Lorsque la suite (#;) est strictement décroissante, on peut préciser (3) de la fagon
suivante: Si I'on a:¢logp=t; on peut choisir v,(N,)=s5, ou s,.;. La fonction
f(n)/n® atteint son maximum en au moins deux points.

Il est commode de poser
glogx, = &;; x = x; = exp (§fe)
ce qui donne -

Xg, = Xt
On a alors:
. pour p-::_xt,-fl‘x, v, Ne)ési
pour p=>x', v, (N)=s;_;
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et

@ log N, = > (si—5i-1) D7)
i=1 ]

®) log f(N) = 3 #(G(5)—Glsi-)

avec -

B(x)= D logp et n(x)= 3 L
psx pEx
8(x) est égal a 6(x) si x est différent d’un nombre premier; si x=p, deux choix sont
possibles, on prend ou on ne prend pas log p. On obtient ainsi tous les points N,
oll f(m)/r® atteint son maximum. De méme pour #(x). S’il n’y a qu’un nombre fini
de sommets (s;) les sommes figurant dans (4) et (5) sont finies. Cela ne peut se¢ produire
que si la fonction g est bornée.

§ 3. Démonstration du théoréme 2

On va supposer, pour ne pas alourdir I’écriture, gue la suite 7; est strictement
décroissante. Cn a alors 4=s,. En raison de la convexité, pour & assez grand, on
aura: '

= G(s,)/s5. =
k (k)/k IOgSk

pour un 5 {ixé, n<#log2. Un des nombres NN, vérifie

log N, = > (s, 8;- )0 (x)
i=1

et en raison de (3)

-1 log x.

elogp tlogp

logv,(N) =

Comime tlim #,=0, soit K un indice tel que

tx/ti+nftylog2 < 1-¢
avec &=0. On a alors: :

K : '
log N, = 5,0(x)+ > (5;—s;-1)0(x"/) + Ry
i=2

Le deuxiéme terme est O(x%/). Le reste Ry vérifie:
Ry = 0,(N,) (log x) x'x/t = O(x*—%)

...C},]-E).g_;)'

on a donc:
' log N, = s, x+0(xe
On montre de méme a aide de (5): |
log F(IV) = G(s)r(x)+0(x'%).
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On en déduit la relation:

log f(N) = G (s 1

1 —_—
OSgNa] +0(log N, exp(—cVloglog V).

1

Soit maintenant »n quelconque et NV et N’ deux nombres f-h.c.s. encadrant n.

On a:
N’|N = max p*®)
r

c’est-a~dire: :
log N'—log N = v,(N")logp = O(log N')*-*log x.

On en déduit Pinégalité (2) pour tout .

§ 4. Démonstration du théoréme 3

La démonstration du 1° a) découle du paragraphe précédent. Celle du 1° b)
est du méme modéle. Cette fois le terme prépondérant dans N,, c’est la puissance

de 2. On a:
log N, = v,(V,) log 2+O(log N.)*

avec v=<1. Si la fonction g est croissante, on a pour tout #

logn

log f(n) = G[[log 5 ])—FO(log n)’

avec égalité pour une mfinite de =

Signalons un cas intermédiaire entre 1°a) et 1°b): On pose G(1)= i et pour

og2

‘o assez grand, G(e)=m 1i ooooum est un parametre. L’ordre maximum de log f(x)

est:
(4 o511 (gt )00 ViogTog
" T log2) mlog2+1 gn exp(—cVloglogn))
ot ion e log N, ~ v3(N;) log 2+ P(N).

Démonstration de 2°. _
Appelons exposant extraordinaire un entier 7 tel que Va=r, G(a)}/a=G(r)/r.
Si G («)/« n’est pas borné, 1l existe une infinité d’exposants extraordinaires. Montrons
que pour un tel exposant r, 2" est f-h.c.
Soit n=2". On a:
n = 26138, pzk = 2 tag+...+a

et donc ay+a,+...+a=r avec inégalité stricte si n>2". Maintenant,

a1+az‘}; e Fay G@r) < G(r) = F(Zr)

log f(n) = Glay)+ ... +G(a) =
La mé&me démonstration montre que si #—1 et # sont deux exposants extraordinaires;
il 0’y a pas d’autres nombres f-h.c. entre 2771 et 2. Et si la fonction oG (o)
est croissante et convexe, tous les exposants sont extraordinaires.
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Démonstration de 3°.
Supposons que im G(a)/a=C. Soit §>0. 1l existe o, tel que, pour «a=o;
on ait: |
G(a) = (C+o)x
ce qui entraine,

log p* _ log p*
logp — (€+9) log3
Mlog3 on a

C+6°

Vo = o, Vp = 3, F(p%) = (C+9)
G (%)

On a de plus M=sup

azl

<+ et pour logp=>

log p*
log3

F(p) = (C+9)

Il y a donc seulement un nombre fini de puissances de nombres premiers "
vérifiant _

: C+o
F(p%) > ——o-log p%, p = 3.
(p) = 555 10875 P 3
On en déduit que pour un certain B=2B8(d), on a pour tout m impair:
C+ao
e ——m
F(m) = Jog 3 log m+B.

Maintenant comme Tim G (k)—(C—8)k=+<s, il existe pour cette quantité
une infinité de nombres hautement composés kK vérifiant:

Visk, G()+(C—8)k—j)=GK).

YLa fonction F(#) atteint son maximum sur {1, 241 en un nombre F-hautement

composé n=2¢"Tm,m impair, m=2". On a:
F(2) = G(k) = F(n) = G(k—nr)+F(m) =
' d)log?2
| = G(k)—-(C—é)r+£€j_l—)-—39§—-r
On en déduit . log
r

log 3/2
log 6

+ B.

Si Pon choisit 6=C , on obtient:

, = Blog3
= Clog3/2—dlog6’

Comme r est borné, il y a donc seulement un nombre fini de choix possibles
pour m. Il y a donc un my qui apparait une infinité¢ de fois.

On trouvera dans les comptes rendus des journées de théoric additive des nombres
(mars 1977, publications mathématiques de PUniversité de Bordeaux) une autre
démonstration plus technique, mais donnanti une construction effective de m, 2
partir des nombres f-h.c.s. '
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§ 5. Quelques questions

Un des problémes difficiles qui se pose sur les grandes valeurs des fonctions
arithmétiques est celui de la répartition des nombres f-h.c. Posons

Q(X) = Card {n=X,nfhc.}
Lorsque f(n)=d(n)=nombre de diviseurs de #, on sait démontrer que
04X) = O(log X)°

pour une certaine constante ¢ (cf. [4]). Ce résultat a été étendu & des fonctions voisines
(cf. [10]). 11 semble difficile de montrer que pour toute fonction telle que f(p*)=g(x)

on a .
Q/(X) = 0(log X

avec une constante ¢ absolue. La seule majoration que I'on connaisse est donnée par
RAMANUIAN ([7], § 34) qui a étudié les nombres # vérifiant p<g=v,(m)=v,(n). La
quantité de tels nombres =X est:

2 i
eXp [{1—[—0(1)} ]/731 I/ log();go:X];

rétude des grandes valeurs des fonctions arithmétiques les plus générales est moins
simple. Avec o(n)=_2, d, il existe des nombres g-h.c.s, (cf. [1] et [2]) qui ressemblent
d

H
aux nombres d-h.c.s. Mais la fonction multiplicative m—>n; pour laquelle tout
nombre est hautement composé, ne ressemble ni & @, ni & £2.
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