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UNE MAJORATION DE LA LONGUEUR
DES POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

par Jean-Louis NICOLAS et Guy TERIANIAN')

ABSTRACT. Let us denote by f(m} the length of @, the m-th cyclotomic
nomial, i.e. the sum of the absclute values of its coefficients. We shall prove that

m > 7 and m # 10 the following inequality holds: B(m) < (v2)*", where
e Euler function.

Rurther, define Po(X) = @,(X) — (X — D? for m > 2. We shall deduce from
bove inequality that if this polynomial vanishes at some root of unity, then this
of unity is of order 6.

1. INTRODUCTION
Nous noterons ¢ la fonction d’Euler, i la fonction de Mabius et @, le
'me polyndme cyclotomique. On sait que ce polyndme vérifie

@plX) = [ J(1 - xm ey
dlm

s définissons les coefficients de ®,, par
D(X) = @0 + B X+« F G my X P
Jus posors
Blm) = lam,OI + ]am.l [+ + (] -
man a donné dans {1] une démonstration trés élégante de la majoration

Bm) < m3dm)
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ol d{m) désigne le nombre de diviseurs de m. Il a ét¢ démontré par différents
auteurs (cf. [2] qui contient un bon historique du sujet) que B(m) peut étre
trés grand pour certaines valeurs de m. Cependant, pour les petites valeurs
de m, ce phénoméne n'apparait pas. Par exemple, le plus petit m pour lequel

Blm) > 1+ @(m)

est, d’aprés les calculs d’ordinateurs m = 1365=3-5.7-13.
Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant:

THEOREME |. Pour m>7 et m+# 10, on a

) Bim) < (V2P

A partir de la majoration de Wigert (cf. [4], chap. 18)

) logd(m) < (1 + o1y 282108
) loglogm
et de la minoration de w(n) (cf. [4], chap. 18)
(6) om) > (1 + o(1)e™ T e | — o0
foglogm

oll -y désigne la constante d'Euler, il est facile de déduire de (3) que 1a relation
(4) est vérifiée pour m > mp. Le calcul de my peut se faire en remplacant
(5) et (6) par fes inégalités (cf, [8] et [10])

log2logm
7 < [t oo, >
7 logd(m) < 1,538 s tonm >3

m
8 > = > 3.
®) olm) 2 eloglogm + 2,51/ loglogm ' "=
L’étude (un peu technique) de la fonction de t

t(log 2)/2 log ¢ log2logt
eYloglogt+ 2,51/ loglogt 2 exp(1,538 loglogt)

moatre qu'elle est positive pour ¢ > 3786, ce qui prouve le théoréme 1 pour
m > my = 3786, il reste & vérifier (4) avec un ordinateur pour m < myg. La
démonstration du théoréme 1 que nous donnerons est un peu plus longue,
mais elle évite aun maximum de faire des calculs sur ordinateur.

AT e 128 1 e
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Soit w(m) le nombre de facteurs premiers distinets de m et w'(m) le
nombre de facteurs premiers impairs distincts de m. Naturellement, on a
) w'(m) < wlm) < w'(m)+1.
D’abord, nous utiliserons au lieu de (3) 'amélioration donnée dans [2]
(10) Bomy <m? T k=m0

Ensuite, pour minorer (m), nous remplagons (8) par la minoration trés simple

(11) p(m) = =

m ‘
wim+1 ~ wim+2' _
Pour démontrer (11), on écrit m = p{ips? .. .p>, 2 < pi < p2 < -+ < Py
r=wim.Onap;=i+1, i=1,2,...,r et il s’ensuit que

S 0-5) =0 ) =

m>1.

qui, avec (9), prouve (11). Enfin, nous remplacerons (7) par la majoration de
w'(m) donnée par le lemme 1 ci-dessous. La démonstration du théoréme 1
fera I’objet du paragraphe 2.

Considérons maintenant le polynome

(12) Pu(X) = Dp(X) — (X — 1)F

Dans [11], G. Tegjanian a étudié la factorisation du polyndme P, sur le corps
des rationnels. De fagon plus précise, il a montré que ’on pouvait écrire

" (13) PuX)=D(DX (X X+ 1™ E.(X), m>=3

olt Eq(X) est un polyndme qui est premier avec X(X? —X + 1). La fonction

e(m) est assez compliguée:

¢ e(m)=0sim=3 ousi m=72p® pour p premier, p = 2mod 3 et
n >0 ousi m=0q" pour g premier et n > 0.

s emy=2si m=A ou m=2% o k est un entier impair, k >3 et oll
A est un entier distinct de 1 dont tous les facteurs premiers sont congrus
4 1 modulo 6. '

« ¢(m) =1 dans tous les autres cas.
Ii est facile de voir que
(14) o, (1)=1 ou O, (1) = p

suivant que m a deux diviseurs premiers distincts ou qu’il est une puissance
du nombre premier p.
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Dans [5] (cf. aussi [3]), les polyndmes
{I35) M,(X)=X+1)-X"-1

sont appelés polyndmes de Cauchy-Mirimanoff. Lorsque n > 3 est premier,
an a M,(X) = —(X + DP,(—X). Cauchy a montré gque

(16) M(X) = X(X + 1) + X + DMHL.0

avec a, = b, = 0 si n est pair, et, si 1 est impair, @, = 1 et b, = 0,2,1
suivant que 1 = (0, 1,2 mod 3. Il est conjecturé que H,(X) est irréductible
pour fout £ » 2. On sait que (cf. [5]), lorsque n est premier, n = 9,
H,(X) = E,(—X) est réductible modulo p pour tout p premier.

G. Terjanian conjecture que le polyndme E,, défini par (I13) est irréduciible
sur les rationnels pour tout m. Cette conjecture a éié vérifie jusqu’d m = 264
(cf. {113, p. 93) et & I'aide du systéme de calcul formel Maple®, nous avons pu
étendre les calculs jusqu’d m = 1000 par une méthode que nous expliquerons
au paragraphe 3. En direction de cette conjecture, nous démontrerons comme
conséquence du théoréme 1

THEOREME 2. Soit z une racine de l'unité telle que Pn(z) = 0, od le
polyndme P, est défini par (12) et m > 2. Alors, z est d’ordre 6, autrement
dit, 2 —z+ b =0

La démonstration du théoréme 2 fera I'objet du paragrapbe 3.

Une conjecture sans doute plus facile que celle de I'irréductibilité du
polyndme E,, est la suivante: Est-ce-que toute racine multiple de P,, est une
racing 6-igéme de 'unité ? Nous avons vu que exp(—-?»gﬂ) est racine double
de P, pour une infinité de valeurs de m, par exemple les nombres premiers
m qui vérifient m = 1 mod 6.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

- LEMME 1. Soit w'(n) le nombre de facteurs premiers impairs distincts de
n, et £ un nombre réel positif On pose

ng = nple} = H -

3<pexp(lfe)

Alors, pour tout n > 1, on a

w'(n) £ elog(n) + (W' (ng) — £ log(ng)) .
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Cas particulier: £ =0,32/log2. On a pour tout n > 1
0,32
LvJ’(II) S @ logn + O, 852.

au encore
' 0,32
2w ) 815072

Démonstration. Nous atiliserons implicitement la méthode des “nombres
hautement composés supérieurs” introduite par Ramanujan (cf. [9), paragraphe
32).

Pour & € N, on définit fla) =1 si @ > 1 et f(a) =0 si & =0. La
fonction w' est additive; on a «'(2%) = 0 et w'(p®) = f(@) £ @ pour tout
a € N, et p premier impair. Soit P I’ensemble des nombres premiers. On
écrit

n= Hp“", o >0
peEP
et il s’ensuit que
w'(r) — & log(n} — {w'(np) — & log(ne))
= —cop log2 + Z (f{cip) — ety logp — (1 — elogp))

3<p<exp(l/e)

+ Z (Flop) - eaplog p)

pexpll/e)
< 3T (flop) - DU —clogp+ Y fla)(t —elogp) < 0.
A<p<Lexp(i/e) pexp(l/e)

Pour £ =0,32/log2, on a exp(l/e) =8,724..., mp=3-5-7T=105 et
w'(ng) — e loglng) < 0,852,

Rappelons d’abord les formules de calcul de @, (cf. [6], 4.6.2, exer-
cice 32}

(17) pour p premier, GX)=1+X+X+ - +x7!

(18) si p premier divise n, D (X) = @ (X7)
. i o D, (X7)
(19) si p premier ne divise pas n, @p,(X) = T
. _— _ B(X
(20) si n est impair, Do, (X) = 2,00 D (—X).



306 I-L. NICOLAS ET G. TERJANIAN

Soit n = kerm le noyau impair de m: si m = 2%p{'p .. pP¥,
3<p <pa < - <pr,onan=pp.. . pi. Les formules (18) et
{2() montrent que
(21 Blm) = fAny.

Démontrons d'abord que le théoréme 1 est vrai lorsque & = w'(m) < 2.

= Si k=20, m=2% et par (21), B(m) = B(1) = 2, tandis que
wim) = 2%7! et {4) est vérifié pour o > 3. Les exceptions sont donc
m=1,2,4.

o Sik=1,0nam=2%%, et par (21}, et (17), Bim) = Bln) =
B} =p1 et p(m) > (p; — 1). Lindgalité

p1 < (V2P -l
est vérifiée pour p; > 7. Pour py =3 ou 5,0on a

pr < (V2yer D
et cela démontre (4) pour m = 2%p,, avec @ > 2 ou pour m = 2%,
avec py =3 ou 5, @ =0 ou 1, et @) > 2. Les exceptions sont donc

m=13,5,6,10.
e Si k=2, on sait depuis Migotti (cf. [7]) que dans (2) les coefficients
a,; valent —1, 0 ou 1 et cela entraine

(22) Blm) < 1+ @(m).

Pour 7 > 6, ona 1+¢< (v2Y, et done (22) implique (4) dés que @(m) > 6.
Or, lorsque k=2, 0na om) > (p)— )}p1 — 1) >2-4=8§.

On peut maintenant supposer k > 3. Par (10), on a

2‘:—1
log B(m) < - logm

et par (11), on a

w(m) log(V2) > % m2 log2.

k+
Pour prouver (4), il suffit donc d’assurer

k—1

Oou encore
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et comme & > 3, et en appliquant le lemme 1,
3log2 m
5 logm’

1,81m%* <

Finalement, comme 53;;01g,821 < 4,36, il suffit de montrer

m%® — 4 36logm > 0.

Linégalité ci-dessus est vérifiée pour tout m > 75 et comme le plus petit
nombre m avec k = w'(m) = 3 est. 105 = 3-5-7, (4) est démontrée pour
tous les m avec k= w'(m) > 3, et cela termine la preuve du théoréme 1.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

>’abord, on a P, (1) = ®,(1) et par (14), 1 n’est pas racine de P, pour
m > 2. De méme, —1 n'est pas racine de P, : lorsque m est impair, (1)
donne

(1) = [] 240 = 2Fam® = |
dim

dés que m > 3. Les formules (18), (20) et (14) montrent que pour m = 3,
@, (—1) est impair, sauf pour m = 2" o I'on a P,(—1) = 2. On ne peut
done avoir P,(—1)=10.

Soit maintenant z une racine de 1'unii¢ différente de 1 et —1 et d’ordre
r # 6 telle que P,(z) = 0. Par conjugaison, les autres racines d’ordre r
sont aussi racines de Pp. Soit £ l'ordre de —z. (8i r = Omod 4, on a
k=r;sir=2mod4,ona k=r/2;s r est impair, ona k=2r.) On a
Pm(—exp(g;;ﬂ)) =0, et comme (m) est pair, il vient

ou(-2(25)) = (oo ) + 1)

D’ol en prenant les modules, .
s > oo (2)) > (23"

Comme z2# 1, on a k# 1,2. On a k # 3, sinon, z serait d'ordre r = 6.
Donc k> 4 et

Blm) > (vV2)#™
Par le théordme 1, m doit &fre égal a 2,3,4,5,6 ou 10. Le calcul direct des
polyndmes P, pour ces valeurs montre qu’ils vérifient aussi le théoréme et
cela achéve la démonstration du théoréme 2.
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La vérification de D'icréductibilité sur Z{X] du polynéme E, défini par
(13) se fait sans probléme en utilisant la procédure irreduc de Mauple® jusqu’a
m = 290. Ensuite pour les valeurs de »m qui sont des nombres premiers, il y
a un manque de mémoire. Nous avons donc séparé le travail en deux. Pour
les nombres m composés, la procédure irreduc marche jusqu'a 1000. Pour
les nombres m premiers, nous factorisons £, (qui est unitaire) sur F,[X]
pour des petits nombres premiers p jusqu’a trouver une impossibilité & une
factorisation dans Z[X]. Par exemple, pour m = 607, E, est de degré 600. 11
se factorise modulo 2 en un produit de 6 facteurs irréductibles de degré 100,
tandis que, modulo 5, il se factorise en un produit de 8 facteurs irréductibles:
3 de degré 4, 2 de degré 18 et 3 de degré 184. Cette méthode a permis de
tester tous les nombres premiers m jusqu'a 1000.

Nous avons également utilisé la propriété démontrée dans [5]: lorsque
m est premier, s’il existe un nombre premier p tel que E, ait au plus 3
facteurs irréductibles moduto p, alors E,, est irréductible dans Z[X]. Exemple:
m =601, p =23, E, a 2 facteurs irréductibles de degré 297; m = 349,
p =3, E, a3 facteurs irréductibles de degré 114.
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