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Introduction.

La fonction g(n), définie comme l'ordre maximal d'un élément du
groupe Sn des permutations, fut étudiée par LANDAU, en 1908, qui
précisa son comportement lorsque n tend vers l'infini. Il démontra :
log g(n) ̂  \/n logn. Cette étude fut reprise par SHAH, en 1988, qui
donna un développement asymptotique un peu plus long. Il ne semble
pas y avoir d'autres articles concernant g(n).

Nous nous intéresserons plus particulièrement à l'étude des éléments
de ^(N) et à leur décomposition en facteurs premiers. Presque tous les
résultats des chapitres 2 et 3 concerneront cette décomposition. Les
autres résultats seront le théorème 3, qui exprime que^(n) est constante
sur des intervalles arbitrairement grands, et les théorèmes 5 et 6, qui
sont des approches de problèmes encore irrésolus que nous évoquerons
plus loin.

Étant donnée une fonction arithmétique f, on dit que f est « grande »
en n si, pour tout m < n, on a f(m) < f(n). On dit de même que f est
« petite » en n si, pour tout m > n, f(m) > f(n). Nous avons introduit
la fonction arithmétique additive l définie par /(p01) = p^ pour p premier
et a ̂ i, et montré que les nombres de ^(N) sont exactement les nombres
où la fonction l est « petite ». Nous rattachons ainsi l'étude des nombres
de <7(N) au problème des « grandes » ou « petites » valeurs de fonction
additive ou multiplicative.

Ce problème fut étudié de façon assez approfondie par RAMANUJAN
qui appelle « highiy composite numbers » les nombres où est « grande »
la fonction multiplicative d(n) == nombre de diviseurs de n. En s'inspi-
rant du travail de RAMANUJAN, ERDÔS et ALAOGLU ont étudié les
« highiy abundant numbers » et « superabundant numbers », nombres

où sont « grandes » respectivement les fonctions o-(n) et (7—-'î où a(n) est

la fonction multiplicative somme des diviseurs de n. A la fin de leur
article, ERDÔS et ALAOGLU font quelques remarques à propos d'autres
fonctions dont on pourrait étudier les « grandes » et « petites » valeurs.
Quelques autres types de fonctions se rapprochant de d(n) et de o-(n)
ont aussi été étudiées sous cet angle par PILLAÏ.

RAMANUJAN introduit également les « superior highiy composite
numbers ». Ce sont des « highiy composite numbers » particuliers pour
lesquels on sait exactement déterminer la décomposition en facteurs
premiers. Ils ont leur analogue pour o-(n) : ce sont les « colossally abundant
numbers » et pour l(n), on trouve l'ensemble G contenu dans ^(N).
L'étude de ces nombres « supérieurs » s'arrêtait à leur définition et à leur
décomposition en facteurs premiers.
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C'est en précisant l'étude de l'ensemble G que nous obtiendrons les
résultats du chapitre 3. En fait, on déterminera les nombres de g(N) au
« voisinage » de certains éléments de G.

Enfin, dans le dernier chapitre, on applique cette méthode aux « highiy
composite numbers » et surtout aux « highiy abundant numbers )>. Cela
nous permet de répondre à deux questions posées par ERDÔS et ALAOGLU :
il existe une infinité de « highiy abundant numbers » qui ne sont pas
« superabundant » et : il existe une infinité de « highiy abundant numbers »
divisibles par P, non divisible par p, avec p < P, p et P premiers.

On sait que le quotient de deux « highiy composite numbers » successifs,
ou de deux « superabundant numbers » successifs, tend vers i quand
ces nombres augmentent indéfiniment. Il semble plus difficile de montrer

(ce qui est le problème équivalent) que cî ' -^i. C'est une question
non résolue.

Soit Q(x) le nombre de « highiy composite numbers » inférieurs à x.
On n'a pour Q(x) qu'un encadrement très large :

(log xY1 ̂  Q (x) ̂  (logrc)^^los x (ERDÔS).

Mais le problème, encore irrésolu, de trouver un équivalent de Q(x) était
qualifié de très difficile par RAMANUJAN. Pour les nombres de <y(N),
nous trouvons un encadrement plus étroit, mais il semble aussi difficile
de l'améliorer.

Enfin, dans le premier chapitre, nous sommes intéressés aux grandes
différences entre deux nombres premiers consécutifs. Plus exactement,
pour certaines suites contenant les nombres premiers (par exemple, les
nombres p"\ p premier, m entier, m^i), on étudie les grandes diffé-
rences entre deux termes consécutifs de ces suites. Les résultats obtenus
nous seront utiles dans les chapitres suivants.

CHAPITRE 1.

Grandes différences entre deux termes consécutifs
de certaines suites contenant les nombres premiers.

Soit pn le n1^ nombre premier. L'étude des « grandes différences »
p/,4-i—pn a donné lieu à de nombreux articles dont les plus récents sont
de RANKIN ([10] et [11]) et de SCHÔNHAGE [12]. On trouvera d'autres
références dans le livre de PRACHAR ([8], chap. V, § 5).

Remarquons d'abord que la valeur moyenne — V, (p,,+i—pn) est
n^N

équivalente à log p.v. Le résultat : il existe une infinité de nombres
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premiers pour lesquels?/^—p,^(i— s) logp,, est donc facile à obtenir,
pour tout s > o.

Le meilleur résultat actuel est le suivant [11] : pour tout £ > o, il existe
une infinité de valeurs de n pour lesquelles on a

(,) p^-p^T- s) logp» ̂ -P.^P"
^°&3 P/î

en désignant log logp,, par logsp^, etc., et par y la constante d'Euler.
On se propose d'améliorer ce résultat de la façon suivante : on se

donne une suite croissante, contenant les nombres premiers, par exemple dn
la suite ordonnée de tous les nombres p7^, où p est premier et m entier ̂  i.
On va démontrer qu'il existe une constante c telle que, pour une infinité
de valeurs de n, on ait.^.^^s^.
Pour cela, on va montrer qu'il y a suffisamment de nombres premiers pn^x
qui vérifient la relation (i), avec une constante plus petite que eï.

Rappelons d'abord un résultat utilisé pour démontrer (i) {voir [12]
ou [8], chap. V, § 5) :

« Étant donnés les k premiers nombres premiers, pi, ps, . . . , p^ ,
il existe des nombres entiers a (pi), a(p^), .... a(pk), et un nombre U
tels que, si z est un nombre entier satisfaisant aux congruences :

(2) z === a (p1) modp; pour i ̂  i ̂  k,

alors les nombres z + 2, z + 3, . . . , z + U, sont divisibles par l'un des

nombres pi, ?„ . . . , p,, et l'on a : U ̂  eïp, logp'log3p^. »

(La notation A ̂  B signifie qu'il existe A' tel que A ̂  A' et A'^ B.)
ni

Soit maintenant ô > i un nombre réel fixé, et posons ^==TTp;
i=ï

avec m =[Sk] === partie entière de ô/c. Soit N(x) le nombre de solu-
tions z ̂  x des congruences (2). On a

7lt

N(x)=Y[ p..
i=k+l

Soit 6 (a-) ===^ logp la fonction de Cebysev. On sait que ^ ( x ) ^ x
p^x

lorsque x -> oo. On a

N(:K)==e9^)-9^) et a;==66^".
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Lorsque x -> oo, on a m ̂  ôk et

(3) py^ ^Pm^ ^lOg-T,

donc
—i ô—
-T— Pm ̂  ——^

Ô Ô
6 (P^) —— ° (P^) ̂  P/^ —— Pk^ ———— Pm ̂  ——— 10g;T,

et

N ( x ) ï x ~ 0 .

D'autre part, d'après (3), on a

t;>Çlog^-°^^î.
— à ° logla;

THÉORÈME 1. — L'une des deux propositions suivantes a lieu :
i° I I existe a> o et une infinité de nombres premiers pi pour lesquels

P^i— pi> Pî\

2° Pour tout ô > i, on a lorsque x-> co :

Cardip^^lp^-p^^-flog.r10^1^^^^-!.
( o logg a; ) —

Démonstration. — Soient z et z', (z < z ' ) deux> solutions consécutives
des congruences (2), inférieures à x. Supposons que, pour x assez grand,
il y ait toujours, entre z + 2 et ^'+ 2, un nombre premier. Alors à z,
on fait correspondre pi, le plus grand nombre premier inférieur à z + i.
On a donc

pi^z+i<z+ U<pi^^z'+ï,

et l'on a établi une injection de l'ensemble des solutions z ̂  x des
congruences (2) sur l'ensemble des nombres premiers inférieurs à x + i.
La deuxième proposition est alors vérifiée.

Supposons maintenant que, pour x arbitrairement grand, on trouve
toujours deux solutions z et z ' telles qu'entre z + 2 et z'-{- 2 il n'y ait
pas de nombres premiers. On a

,--- O^À.)^-^n/^1=1
et

logO/— 2) ̂  pk ̂  ^ loga; ̂  ^ logz d'après (3).
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Soient p le nombre premier immédiatement inférieur à z + 2, et p ' le
nombre premier suivant p. On a p'> z ' + 2, et

log(p/--p)^log(^/--^)^ logz^logp,

d'où p'—p^p170.
La proposition i° est alors vérifiée, et le théorème est établi.

THÉORÈME 2. — Soit bn une suite croissante de nombres réels positifs,
vérifiant les deux conditions :

1° I I existe (3 < i tel que Gard { bn \bn^x} = 0(x^\
2° I I existe une constante b > o telle que, quand x -> oo,

Card { bn x^bn^x+ xb} == o(^) pour tout s.

Alors la suite an obtenue en rangeant dans l'ordre croissant les nombres
premiers et les nombres de la suite bn, vérifie la relation : il existe une
constante c et une infinité de n tels que

an^-an^clogan10^10^
lOgJÎ On

Démonstration. — Supposons que la première proposition du théorème 1
soit vérifiée, et posons d = min (a, 6). Dans l'intervalle )p, p + p^(,
il n'y a pas de nombres premiers, et il y a au plus o (p^2) nombres de la
suite bn. Il y a donc au moins un intervalle de longueur p^/2 dans lequel
il n'y a pas de nombres de la suite bn. La conclusion est alors largement
vérifiée.

Supposons maintenant que ce soit la deuxième proposition du théo-

rème 1 qui soit vérifiée. On choisit ô de telle sorte que i— T > ;6'> p.
On aura alors pour x assez grand,

Cardjp^:. p^-p.> clog^10^^^^.

P--P
Parmi ces intervalles (p;, p;+i), il y en a au moins x 2 qui ne contiennent
pas de nombres de la suite bn, d'après la condition i°. En posant
dn == pi, an+i == pi+i9 on obtient la conclusion.

COROLLAIRE 1. — Soit an la suite ordonnée de tous les nombres p^,
p premier, m entier ̂  i. Il existe une constante c telle que, pour une infinité
de valeurs de n, on ait

log^log4ûf,,
ân+i——ân^ClOgan

lOg:^ On



ORDRE MAXIMAL. 135

Remarque. — On peut prendre c = -e^—£.

Démonstration. — On prend pour suite bn, la suite des nombres p"1,
p premier et m ̂ 2. Si Fon désigne par n(x) le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux à x, on a

Gard {bn^x}==n (\/x) + TT (rc1/3) +... + ̂  (^l/m),

avec m tel que : xi/m> 2 > ̂ l/w+l, donc m < &1- etlog2

Card j bn^ x }^ r. (y/ï) + logx TT (rr1/3) = 0 (y^)-
10g2

La deuxième condition du théorème 2 sera vérifiée avec b = 1/4.
Entre x et rc + rc74, il ne peut y avoir qu'un seul carré de nombre entier.
Supposons qu'il y en ait deux, 72 et (^ +1)2. On aurait

(À + l) 2—— À2^ 2 À ̂  2 \/X>X^.

De même, il ne peut y avoir qu'un seul cube, etc., donc

Card i bn \ x^- bn^x-r x^ }^.m< lo^x+xî/') == o(^).
1 ——————— ——————— } ——————— JQg ^ \ /

Les hypothèses du théorème 2 étant vérifiées, le corollaire est démontré.

COROLLAIRE 2. — Soit [i, 2, . . . , n] == e'̂  le plus petit commun
multiple des nombres 1,2, . . . ,n . Cette fonction est constante sur des
intervalles arbitrairement grands et même l'équation e'F^/^)) = ^{k}

a une infinité de solutions avec f(k) ==clogk —o-î——^—(c a la même
o3

valeur que dans le corollaire 1).

Démonstration. — La suite On du corollaire 1 est exactement la suite
des nombres où la fonction e^^ augmente. On a donc

g^(<2n) ̂  ̂ (dn+i—ï)^

On peut donc prendre pour solution de l'équation k == a,z,

f(k)==an^—an—i.

La première partie de ce corollaire redonne un résultat de SIERPINSKI [14].
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COROLLAIRE 3. — Soit f(x) une fonction définie pour x ̂ "2 et croissante
sur l'intervalle (xo+ oo). Soit yo == f(Xo) et z/i = f(oo). On suppose que f
est dériuable et que, pour x^ x, f ' ( x ^ ) r^ f ' ( x ) quand x -> oo.

On considère une suite Vn de nombres de (yo, y^). On suppose qu'il
existe (3<i tel que Card { U n Un^f(x) } = 0(a;3), et qu'il existe b>o
tel que, pour tout e > o, on ait :

Card {f(x)^_Vn^f(x) + x^^x)} = o(^).

Alors la suite Un, définie en rangeant par ordre croissant les nombres f(p),
où p est premier, et les nombres Un, vérifie : il existe une constante c > o
et une infinité de n pour lesquels on a

Un^ —— U^ C f (On) logfl. ̂ an^ a- aVCC Un = f (On).
^QS On

Démonstration. — On applique le théorème 2 avec bn=f~}(u,^)'9
on a alors Un+i = /'(o^+i) et Un == f(an) et, par le théorème des accrois-
sements finis,

Un-M ——Un^f (an) (ûf^+i —— 0,

parce que. On étant une suite contenant les nombres premiers, on a
ân^ ân+1.

On a de même pour une fonction décroissante :

COROLLAIRE 4. — Soit f(x) une fonction définie et décroissante sur l'inter-
valle (2, oo). Soit z/o = f('î) et l'on suppose que /'(oo) = o, que f est dériuable
et que, pour x ̂  x^, f ' ( x ) ̂  f ' ( x ^ ) quand x tend vers l'infini.

On considère une suite Vn de (o, î/o). On suppose qu'il existe [3 tel que

C^d{Un\Vn^f(x)[=0(x^

et qu'il existe b > o tel que, pour tout s > o, on ait

Card { Un [ f(x)^Un^f(x) + x^^x) } = o(^).

Alors la suite Un, définie en rangeant par ordre décroissant les nombres f(p),
où p est premier, et les nombres Un, vérifie : il existe une constante c > o
et une infinité de n pour lesquels on a

^-^l^c(-f(^)loga,l^g-a-i^^ avec Un=f(an).
iog3 a,z
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CHAPITRE 2.

La fonction g (n).

Soit Sn le groupe des permutations de n éléments; on a la définition
suivante :

DÉFINITION. — g(n) = sup [ordre de o-].
0'e-^i

On rappelle qu'un élément a du groupe Sn des permutations de n objets
se décompose en cycle de façon unique. Par exemple, pour n = 9,

/i 2 3 4 5 6 7 8 9\ , ,., o / ^/9 \
( , 9 8 7 6 1 . 3 4 5J=< I ^ 5)(2 8 4 ^ 7)î

L'ordre d'un élément (le plus petit entier m ̂  i tel que o-771 soit la permu-
tation identique) est donc le p. p. c. m. des longueurs de ses cycles.
Dans l'exemple ci-dessus, l'ordre est donc 12.

Si a-çSn, soient ni, 77.2? . . . , n/i les longueurs de ses cycles; on a

n = n, + n.s +... + n/,,
ordre de o- = p. p. c. m. (/îj, Hs, . . . , n/O.

D'autre part, une partition de n est un système quelconque d'en-
tiers ^ i (ni Ha, . . . » n/i) tels que n == n-i + ^2+. . . + rik- Par exemple,
le nombre n = 5 a sept partitions :

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1
= 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 .

Il est facile de construire une permutation de n objets ayant k cycles
de longueur (iïj, n», . . . , n^). A 5 = 2 + 2 + i, on associe, par exemple,

^/i 2 3 4 5\
^ ^ 2 i 4 3 5/

Si n = ni + Ha +.. . + rik est une partition quelconque de n, il existe
donc un élément de Sn dont l'ordre est : p. p. c. m. (ni, n^ . . . , n^) .
On a donc :

(i) g(n) = sup [p. p. c. m. (ni, n,, .... n^)],
s(^

^(n) désignant l'ensemble des partitions de n.
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On a les propriétés suivantes (voir [3], § 61) :
— g(n) divise n ! ;
— g(n) est croissante (soit crçSn; l'élément o-'e^+i, qui laisse

invariant (n + i) et coïncide ailleurs avec o-, a même ordre que o-).
— Tableau des valeurs (une table plus longue sera donnée à la fin) :

n... . . . . . . 3 4 5 6 7 8
g(n)....... 3 4 6 6 1 2 i5
^......... 3 4 2 , 3 1 , 2 , 3 3 , 4 3 , 5

6

n . . . . . . . . . 9 io i i 12 i3
g(n) . . . . . . . 20 3o 3o 60 6o
^......... 4 , 5 2 , 3 , 5 i , 2 , 3 , 5 3 , 4 , 5 i, 3, 4, 5

5, 6

La troisième ligne indique la (ou les) partition(s) de n d'ordre g(n).
— g(n) n'est pas strictement croissante : ^(12) == ^(i3).
— Pour n = 6, n=n , on constate que plusieurs partitions sont

d'ordre g(n) (on appelle ordre d'une partition, l'ordre d'un élément a
de Sn associé).

— Parmi les partitions d'ordre g(ii) il en existe une, telle que
les (îîi)i^i^k soient des puissances de nombres premiers ou des i.
En effet, si

n == n, + n, +.. . + n/,

et si ni==ab, avec a> i, b> i, (a, b)==i, a, bç N, on a

ab — (a + b) == (a — i) (b — i) — i ̂  o,

et les partitions

n == a + b + 77.2 +.. • + rik + i + i +. . . + i = ab + n. +.. . + n/.

ab — (o r̂&r
ont même ordre, les multiples de a b étant les mêmes que ceux de a et b
puisque (a, b) = i.

Dans la formule (i), on peut se restreindre au cas où n;=p7 :

(2) g(n)= sup n?7,
^p^'^n

le « sup » s'étendant à tous les systèmes de couples p, r (p premier, r€N)
de somme ^p'^n.
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— Lorsque n tend vers l'infini, LANDAU a montré que

\ogg(n)^\/nlogn,

et SHAH [13] a amélioré ce résultat :

log^^)^^^îog7z^I+ log log^_I+o(I)1.o y v / ' L 2logn 2logn J

Nous allons maintenant définir une fonction additive Z à laquelle g(n)
est attachée de façon simple :

DÉFINITION. — Soit Z : N* •-> N :

Z(i)=o,
/ /. x k

l ( TTp?1 ) ^^P?1? avec Pi premier et a^e N*.
\ f=i / ;=i;

Z est une fonction arithmétique additive :

(m,n)=i ==> l(mn)=l(m) + Z(n),

et sa restriction aux nombres p0' (p premier, aeN*) est l'application
identique. On a l(k)^k pour tout Â', et l(k)==k entraîne k==p^.

Remarque. — Si a == o, Z(pa) == 07^?°'== i. Nous serons ainsi amenés
à séparer les cas a = o et a ̂  o, ce qui allongera les démonstrations.

La formule (2) devient alors

(3) g(n) == sup /c.
l(k)^.n

Ce qui équivaut à

(4) l(g(n))^n;
(5) M>^(n) => Z(M)>n.

Remarquons que (5) est équivalent à (5') :

(ô^) M> g(n—i) => l(M)^n.

1. Propriété caractéristique.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) me^(N),
(b) M>m ^ l(M)>l(m).
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Démonstration.
(à) =>(&). Soit me^(N), et soit M > m, (5) et (4) donnent

l(M)>n^l(g(n))==l(m).

(b)=>(a). Soit m vérifiant (6). Si m^(N), comme g est croissante
et non bornée, il existe n tel que

(57) et (4) donnent
g(n—i) <m<g(n).

l(m)^n^l{g{n)\

On a construit M = ^(n), M > m et l(M) ̂  l(m), ce qui contredit l'hypo-
thèse.

COROLLAIRE. — Si M^g(n) et si l(M)^l(g(n)), alors M<g(n).
C'est une autre façon d'écrire : (a) => (6).

Remarque. — Soit f: N'-^R une fonction arithmétique.

On dit que f est grande en n, si m <n=^f(m) <f(n);
On dit que f est petite en n, si m > n =^ f(m) > f(n).

La propriété caractéristique s'écrit alors :

L'ensemble des nombres neN*, où Z est petite, est exactement g(N).

Relation entre l et g.
i° Calcul de l(g(n)) : On définit sur N la relation d'équivalence

nr^n' <=> g(n)=g(nf).

Soit h le plus petit élément de la classe de n. On a

g(n)==g(n); n^n-, g(n—i)<g(n).

(57) donne l(g(n))^n, et (4) donne l(g(n))^n, donc

W))-^))^.

On a, en fait, démontré les équivalences :

n=n ^ l(g(n))=--n <=> g(n)> g(n—i) <=> ne/oy(N).

20 Z est strictement croissante sur ^(N). Soit ^(m) < g(n\ alors
^(7n) <9(n^ donc m <n (^ est croissante) et, avec (4),

l(g(m))^m<n=l(g(n)).
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3° g(l(N))^N pour tout NeN\ L'égalité a lieu si, et seulement si,
Ne^(N). Puisque g(l(N))= sup k, N est une valeur possible de À-,

l ( k ) ^ l { N }
et g(l(N))^N.

Si N^^(N), il ne peut y avoir égalité, car g(l(N))çg(N).
Si N = <y(n), ̂ (n))) = ̂ (n) = <7(n).
4° Soient Ae^(N), et A* le suivant de A dans </(N); alors

(6) Z(A) ̂  n < Z(A*) entraîne ^(n) == A.

On a ^^[/(A^—i^^A^O-A*, car Z(A*)eZ(^(N)). D'autre
part, ^(n)^^(/(A))=A, donc g(n)=A.

5° On a

(7) A<N^A' => Z(N)^Z(A'),

g(l(N))^N, donc ^(/(N))^A\
Or, si Z(N) <Z(A*), on aurait g(l(N))^A d'après (6), d'où contra-

diction.
Finalement, la restriction de / à ^(N) est une bijection croissante

sur Z(^(N)), et l'application réciproque est g. (6) nous permet de
calculer g(n) si n^l(g(N)), et (7) nous donne une minoration pour Z(N)
siN^(N).

2. Étude de la décomposition en facteurs premiers de g (n).

Pour cela, on va utiliser systématiquement la propriété caracté-
ristique. On rappelle que Up(N) désigne le plus grand exposant a tel
que p0' divise N.

PROPRIÉTÉ 1. — Soient p, q deux nombres premiers, p <q. Si

a = Vp (g (n)) et (3 = ̂  (g (n)),

aZors P^a + i-
Les théorèmes 4 et 7 montreront que l'on peut avoir j3 = a 4- i.

Démonstration. — On peut supposer (3 ̂  2 (si (3 = o ou i, c'est évident).
pk

Soit M== '—g(n), avec k défini par pq> ph> q.

On à M > g(fi), donc l(M)> l(g(n)), donc, si a 7^0,

p^+q^-^ p^+q^,
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ce qui entraîne
p^q+q^-^p^+q^

P3i^q—l)> ^-i(ç—i)^pgp-i,
(8) P^q>Poi-ï(pq—I)>q^-i,

q^ p^q3-2,
a > (3 — 2, donc [3 ̂  a + i.

Si a = o, l(M) > Z(^(n)) s'écrit

p^-j-g.3-i> g^

Les calculs sont les mêmes, la majoration (8) pq—i <pq n'ayant pas
à être faite.

PROPRIÉTÉ 2. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n).
On a Vp(g(n)) = i, sauf pour n === 4.

On désigne par q le nombre premier suivant p.

Si a ==^(^(n))^2, on pose M==^g(n)> g(n); alors

Z(M)—Z(^(n))=^+pa-i_pa.

D'après le postulat de Bertrand ([3], § 22), g < 2p, donc

^ + p^—p^ < ap + P0'-1 --P^ 2p + P —p2 = P(3 —p),

car la fonction a^p0 ' -1—p^ est décroissante.
Si p^3, l(M)—l(g(n))^o, il y a contradiction.
Si p = 2, il reste à résoudre g(n) == ̂ .
Si a^3,

M = 20'-13 > ^(n) et /(M) — l(g(n)) == 3 — 2a-l < o;

les seules solutions sont (7(2) =2 et ^(4)==4* Seule cette dernière est
exception.

PROPRIÉTÉ 3. — g(n) est pair pour n^3, 8, 15.

LEMME. — Si deux nombres premiers distincts p et p ' ne divisent pas g(n),
tout nombre premier q^p + Pr ne divise pas g{n).

Démonstration du lemme. — Soit p <pf, et supposons que q^p +?'
divise g(n). Soit Â'^I, défini par

P'+P'^^p^+p'—i;
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ï)k ^i
en posant M^=^—r—Q(n), on a

Z(M)—Z(.7(n))=p^+p /—^o.
D'autre part,

PV—^pV—P^—p'+i
^(p'—p)—?^!::^?'—?)—?^!,

et
P(P /——P)——P'+I=(P——I)(P /——p——I)^0,

donc M^g(n), il y a contradiction.

Démonstration de la propriété 3. — Si 2 ne divise pas g(n), g(n) n'est
divisible par aucun carré (propriété 1), et n ne divise pas g(n). Sinon,
en effet, soit

T 0

M==^g(n),M> g(n), et Z(M)—Z(^(n))^4+6—n < o.

D'après le lemme, tout nombre premier supérieur ou égal à i3 ne divise
pas g(n). Donc g(n) divise 3.5.7 = io5. En examinant les valeurs
de g(n), on trouve comme seule exception n = 3 , 8 , i 5 , où g(n)
vaut 3, i5, io5.

COROLLAIRE. — Pour tout n e N*, ^ ' ^ 2 ou, ce qui est équi-
A *

valent, pour tout A e ̂ (N), , ^ 2, où A* désigne le suivant de A dans g(N).

Effectivement, si g(n +1) ̂  g(n), en posant g(n)==A, on a
^ (n+ i )=A\

A* A*Supposons que A* soit pair et que , > 2, on aurait A < — < A\
f A*\donc, d'après (7), Z ( — ^Z(A'), ce qui est faux. Si A'=3, i5, io5,
\ 2 /

on trouve A === 2, 12, 84? la relation est encore vérifiée.

PROPRIÉTÉ 4. — Soient ^, ^ deux nombres premiers, o^==v^(g(n))
et p == v^(g(n)), on a

..— ^- —o ̂  AU.
7^ —— .̂t3 —— '

1 À0'II suffit de vérifier l'une des inégalités, par exemple -— ̂  g. Soit A

défini par ^—i<^^(pi—i). On a donc A: ̂ 2 si ï<^, et A = i
À^si ^> JJL. Posons M= —g(n); on a

M^g(n) et Z(M)—Z(^(77))>o,
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donc

(9) ^_^_^3-i_^o.

^a
Posons x = — : on obtient^

i i
P. | J L I

rl>> 7I=I> À(p.——l) ==^'

Ce raisonnement ne vaut que pour a^i et (3^2.
Pour P = = i , l'inégalité (9) est encore vérifiée.

Si j3 = o, on a toujours À0'^ -— •

Si a == o :

— si ^i <p, d'après la propriété 1, (3^i et -—^- ;

— si 7 > p. : si (3 = i, on a bien .—^-; si (3^2, rmégalité (9)/^ .̂

devient À + .̂P-1 — p.? > o. Posons x == -g »

i
u. p.—i . i

X > —=—1- == t——— ̂  y- •
À 7^ — ̂

PROPRIÉTÉ 5. — «Soif p le plus grand nombre premier divisant g(n);
soit q le nombre premier suivant p; soit À un nombre premier tel que
a == v\(g(n)) ̂  2, alors,

^a_^a-i<^ d À^^+i .

On pose M= ^ g(n), M> g(n), donc/

l(M)—l(g(n))==q+^-l—^> o,

donc ^a—À0^-1 <g. D'autre part, les solutions de cette inéquation en À
vérifient À < ç170" + i.

PROPRIÉTÉ 6. — Soient A et A* deux éléments consécutifs de </(N),
p le plus grand nombre premier divisant A, q son suivant. On a

l(A-)-l(A)^q-p.
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Soit Ai le plus petit nombre de g(N) vérifiant Ai^^. On a
d'après (7),

/(^)-/(A)+^-p^Z(AO

et
Z(A-)-Z(A)^(AO-Z(A)^g-p.

PROPRIÉTÉ 7. — Soit k=--w(g(n)) le nombre de nombres premiers

divisant g(n). On a, lorsque n tend vers Finfini, w(g(n))r^ -ai/ n '
On désigne par p/, le h1^6 nombre premier, et l'on pose

/^-s^-
A=l

Étant donné n, on définit j comme fonction de n par Pj^n <P^_n.
On a k^j (si /c>j, on aurait n^(^(n))^P^P/4-i). Et l'on a :

/ nYg { n ) ^ [ , ) ^ g(n) étant un produit de k nombres de somme au plus n.\À:/
Ce qui entraîne :

(10) \/n logn ̂  log^(n) ̂  À: log n •
rC

D'autre part, on a

n ̂  Pj ̂  logj, d'où j ̂  2 ̂ /^ •

( n \ k n.Maintenant, la fonction k ^> -, ) est croissante pour k < ~ ' ce qui estkj r e A

assuré puisque k ̂ j. S'il existait une constante c < i telle que

/ c < 2 C i / , — — î ^logr: serait au plus égal à (c + s)v/nlogn. Ceci est
impossible d'après (10). Comme, d'autre part, on a

, / . , / nk ^- ] ^ 2 i / ,—— ?—J V logn

on en déduit k = w(g(n)) ̂  2 i/,——•

COROLLAIRE. — Le plus grand nombre premier p divisant g(n) tend vers
Vin fini avec n.

Avec les notations précédentes, on a

P^pk^ klogk^\/n\ogn.
BULL SOC. MATH. — T. 97, FASO. 2. 10
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PROPRIÉTÉ 8. — Soit A-eN; soient 2, 3, . . . , pk les k premiers nombres
premiers. On suppose que pk<p, p étant toujours le plus grand nombre
premier divisant g(n). On pose

^ == ̂ i^SW) pour i == i, 2, . . . , k,
et

k

m=^/(p?.).
î=l

A/ors il existe une constante Ck indépendante de p telle que

m> ^p1-^1.
c/c

D'autre part, soit ̂  un nombre premier ne divisant pas g(n) et tel que ̂  > e°^),
alors

^ / k
m < [j, —J-—— 'i ^k——Ck

Démonstration. — Soit y : N*-^ N, la fonction définie par
/ k \•ro') = sup rr^ ) = sup h,

^i/(.M^\11 / l̂7

où K est l'ensemble des nombres qui n'ont pas d'autres diviseurs premiers
que pi, p.2, . . . , pk. On a, pour tout j,

/ 7 \ kïo-)^(i).
y(j) étant un produit de k nombres de somme au plus j. D'autre part,
si l'on fait r^ii^LïogpJ'
on voit que

ï(j)^(]iy^
où 6 est la fonction de Cebysev. D'autre part, on a

k^ïo')) ̂  T(^) -n^1 et z^(m))= mf
i=ï

Considérons maintenant M == ^ ' ^ q(n),pY(m) î /v /'
l(M) — l(g(n))^m 4- p —p—m = o,
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donc M < g(n),

(^^ï(m+^<pï(-)^(îy•
On en déduit

m > p'/^—i > ̂ 1-(1/^ avec ^ - ̂ .̂

De même, on pose M^^^^^y^^^). Si m < ̂  le résultat est

acquis, sinon on a l(M) — l(g(n))^o, donc M < g(n),

^T(m-—^)<Y(m),
.̂(m — .̂y < mk e° ̂ ).

Comme ^.1//t> Ck,
IUL1/^

m<^^^/—— Ch

PROPRIÉTÉ 9. — Soit 7 un nombre premier fixé; soit ^=u\(g(n)),
Quand n -> oo, on a

^ logÀ == logp + 0 (log logp),

p étant le plus grand nombre premier divisant g (ri).

Démonstration. — Étudions d'abord le cas À == 2. Pour une autre
valeur de 7, le résultat découlera de la propriété 4.

Utilisant les notations de la propriété 8, pour k donné,

m y Z(P^) .^ P^ y,m^lW^) ^P?
2^ ^ 2012 ^-^ 2a2

î=l z=l ;•=:
^-s-^-^s^^2^^-2^

à l'aide de la propriété 4. Pk est défini comme étant la somme des k pre-
miers nombres premiers. On a donc

^^___pi-(iA).
— ïPkCk1

La propriété 4 nous donne (jui == p, |3 =i, ?i = 2) : 2a2^2p, donc

( i—^^gP—log 2 P^c^ as log 2^ logp +log2.

On en déduit aa log 2 /^ logp.
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On peut même préciser : si l'on fait k = [logp] = partie entière
de (logp), on a

k2
P^^logÂ-,

\OgPk^ 2 10g À: ̂  2 10g logp,

\ogCk == — ^ ' ^ log A: ̂  log logp.

Donc,
a.2log2 == logp + 0 (log logp).

PROPRIÉTÉ 10. — Avec les mêmes notations qu'à la proposition 8, on a

2a2=of-———Vp \ log log logp/

Soit toujours k fixé et, pour i ̂  i ̂  k, a^- == u^,(g(n)). D'après la propriété
précédente, pour n assez grand, on a a,^ o et

^ a /L

m v^^^1 i v^ i /j ̂  . . . , \
2^ "^ '2^ ̂  2 2^ p; == cl)' (définition de c^).

î=l ' Ï=l

Pour n assez grand, on peut appliquer la propriété 8, avec ^- = q,
q étant le nombre premier suivant p,

q . ç17^—Ck
^ ̂  ——gTTT- C(JÂ-

En faisant tendre q vers l'infini, on voit que -^ ̂  c^. Or ÛJA: est équi-

valent à 1 log logA-, quand k tend vers l'infini, donc -L- tend vers l'infini
2i 2

avec n.

On peut même préciser : faisant k = \\j logç], on a

logc^ log k ̂  1 log log q,
2

logç^ == - log g ̂  \/logg,

on a bien ç17^ c^, et l'on obtient

^ _ _ Q / I \

î \logloglogy/

d'où la propriété puisque ç ̂  p.
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PROPRIÉTÉ 11. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n),

soit ^ le plus petit nombre premier ne divisant pas g(ri). On pose ân== " •
Alors,

lim an==ï.
n^^

La propriété 9 montre que ^ tend vers l'infini avec n.
La démonstration de la propriété 11 se fait en deux temps.

Premier temps : On a lim On < 4-00, et plus précisément lim a.n^ 6.
Reprenant les notations de la propriété 8, on fait k === 2, et l'on étudie

^(m+p-j.)
p Y (m) î /v /

On a Z(M) ̂  l(g(n)), donc M < g(n).
Soit y (m + p — ^) < an T(m),

[m+(^—i)^P<6^m 2 ,

car exp 0 (p.js) = 6. Donc,

m>a.^-1

\/6an—i
Mais, d'après la propriété 8,

V^^-^——>m.
V^—V/ô

S'il existait une sous-suite c^ de a^ dont la limite soit > 6, en faisant
tendre j vers l'infini, on ne pourrait réaliser simultanément ces deux
inégalités.

Deuxième temps : Supposons que lim an> i; il existerait alors s> o

tel que, pour une infinité de n, on ait i + s < an < 7. Posons M = r- g(n).
Pour les n vérifiant i + £ < an < 7, M > g(n) et en utilisant la
propriété 10,

/(M)—Z(^(^))=7.2^+^—P<7•2a2—y^-—^P.

Pour p assez grand, l(M) — l(g(n)) < o, il y aurait contradiction.
Si an< i, alors ^ est le nombre premier suivant p, et l'on a lim a.n = i.

La propriété est démontrée.

COROLLAIRE. — Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n)
on a p r^ log g(n) ̂  \/n logn.
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Avec les notations précédentes, on a

9W^ II ^
).<p,

À premier

Soit log g(n) ̂  6 (^) — log^ ̂  ^ ̂  p.
Le corollaire de la propriété 7 nous donne l'inégalité en sens inverse.

On en déduit
p ̂  \ogg(n) ̂  \/n logn.

CHAPITRE 3.

L'ensemble Gc^(N) et ses applications.

Définition (voir RAMANUJAN [9], § 32). — On dit que N appartient
à G s'il existe un nombre réel strictement positif p tel que, pour tout
entier strictement positif A, on ait

Z(A)-Z(N)^plog^.

PROPRIÉTÉS.

i° Gcg(N) (propriété caractéristique).

2° Supposons N ^- 4, et soit p le plus grand nombre premier divi-
sant N. On sait (propriété 2) que ^(N)==i. En faisant A == Nfp,
on obtient p ̂  ,-1— •^ — l o g p

Si q est le plus petit nombre premier ne divisant pas N, on pose A == Nq,

et l'on obtient p ̂  '— •1 — log q
xOr la fonction x i-> ,—— est croissante pour x > e. On a donc q> p,log*r

la seule exception possible étant p == 3, ^ == 2. On constatera que 3€ G,
en prenant p == 2,8 par exemple.

3° Soit À < p un nombre premier, et soit a == yx(N). Étudions A = N7
et A = N/À ; on trouve :

— pour a = i : —— ^ o ^. ——— ;
- logA — l — log À 5

^——^a-i ^a+i——^a
— pour a ̂  2 : —-,—.— ̂  p ̂  -————— .p — logÀ — t — log^
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Pour tout À premier, considérons l'ensemble £).cR :

(_^_ À 2 — À À^'—À» )
^•-Uog^ log^ ' "" log^ ' • • • ) •

Pour tout À 7^ a, la suite constituant £/> est strictement croissante.
Pour À == a, les deux premiers termes sont confondus.

Si l'on se donne p^E\, la valeur de a = v\(N) est donc déterminée :
P—7

-^^-logr'P81"
^-y-^p^-0:-^ soit ^^^pi^;

logÀ l logÀ À — i ^ — i

. À À
2

— À-^iog-^^-îogr P^-^
- si p <w par a = o-

4° Soit E = [ l E\. E est un ensemble discret de R (la quantité
A premier

de tels nombres inférieurs à x est majorable et donc finie). D'autre part,
deux éléments de E sont distincts : si l'on avait ^—— == ̂ ^ ^J^ serait
rationnel, ce qui est faux.

3
Enfin, le plus petit élément de E est , — 3 = 2, 78, . . . .

3Pour chaque valeur de p > :.——3 ? n'appartenant pas à E, il existe donc

un nombre associé à p, Np, et un seul déterminé par sa décomposition en
facteurs premiers. Inversement, un nombre N étant ainsi construit, l'en-
semble des p tels que N soit associé à p est un intervalle (p-(N), p^N)),
où p- et p-^ sont deux nombres consécutifs de E. Enfin, si p e E, il existe
deux nombres associés à p : l'un pour lequel p-(N) = p et l'autre pour
lequel p^N) == p.

5° Cette famille de nombres Np a les propriétés suivantes :
— si p ̂  p', Np divise Np/;
— si 1 et I ' sont deux intervalles contigus de R — E séparés par

un élément de £\, si peJ et si p'eF, alors Np/ = ÀNp;
— Pour N7^8, v\(Nç) est une fonction décroissante du nombre

^a+i __ ^a
premier À, car la fonction x \->—,——— est croissante pour x ̂ 2,

quelle que soit la valeur du paramètre a ̂  i.
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6° Table des valeurs :
J.-L. NICOLAS.

P- P- ^- y. I{N).
3

2,73log~3
2 4—— 2

lOg 2 10g 2
5

log 5
7

log7
11

log ii
i3

logi3
9 —3
log 3
8—4
lOg 2

i7
log i7

i9
log i9
23

log 2 3

2 , 8 9

3 , i i

3 , 6 o

4 , 5 9

5,07

5 , 4 6

5,77
6 , o o

6 , 4 5

7,34

3

4 . 3

4 . 3 .

4 . 3 .

4 . 3 .

4 . 3 .

4 . 9 .

8 . 9 .

8 . 9 .

8 . 9 .

5

5.

5.

5.

5 .

5.

5.

5.

7

7.H

7. i l . i 3

7. i l . i3

7. 1 1 . i3

7 . 1 1 . 1 3 . 1 7

7 . H . i 3 . 1 7 . 19

3

12

6o

420

4 620

6o o6o

180 i8o

36o 36o

6 126 120

i i 6 396 280

3

7
12

^

3o

43

49
53

70

89

II reste à montrer la réciproque, c'est-à-dire que les nombres N ainsi
construits vérifient bien la propriété demandée.

PROPOSITION 1. — Soient N = Np et a\=v\(N). On désigne par h\
et hî{h\< hî) les deux nombres consécutifs de E\ encadrant p. Soit r/s
une fraction irréductible telle que s divise N. On a alors :

^rN)-/(N)=plog^+2^(r)(/^î-P)log^+11^(^(P-^)logfJL
\À / S -*"ri ^^

^\r a| s

+2^+2^'
). | r \^\s

avec
U\ = ̂  (À^ ̂  — i — ̂  (r) (À — i )) si 7. divise N,
U\ == À'^^— v\(r) À si 7 ne divise pas N,

V^ = î^Çi— ̂ (s)—Çi— ̂ -^j si v^s) < ̂

V^=^Ja^^ i—-^—i j siv^(s) =a^>i,

y^^o siv^(s)=i.
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Démonstration. — II suffit de le vérifier pour r === À^, s == i, puis
pour r = i, s = fJ^, en raison de Fadditivité.

10 jr. = ̂  5 = ̂  ^ divise N.. Alors
^a+i __ / a

a==a)^i, A î = — . ,logÂ
la formule devient

^+k— ̂  == P log^ + ^ ( Àa——^ — p) logÀ + £7,
\ log/L /

qui permet de calculer ^^^ (^—i—A-(À—i) ) .
20 r = ^, s = i, À ne divise pas N, alors

a == a/ ===o et ht = ,—^ •À logÀ
On a

}^plog^+^(—.—p)log^+ ̂  avec U^=^—k^

3° r === i, s = ̂ /, a^ = i, ce qui entraîne

À: == i et /iu:== ——•
^ lOg.LL

On a alors

Vu == o et — UL = p log -I + ( p — T-^- ^ log,̂ .^ • l " ^ ' V logjj./ 01

4° r = i, s == fJi^, aa^: 2 et A ̂  aa, alors

^—^-i
^--log,-5

^-^-Plog^ +;c(P-^log^)log^+y^

ce qui donne
y^^k(\_^_^_^1.

L \ ^7 \ ^/J
5° r == i, s == ̂ , aa^ 2, À- === a^,

T / na__fjra—l \
-^=plog^+.(p-^-)log,.+V,,

soit yn == /jL0' f a — a — i ).
\ P- )

COROLLAIRE 1. — Les nombres Np appartiennent à G,
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En effet, l ( - N ) — Z ^ ^ p l o g ^ car les termes suivants sont tous
\" / s

positifs dans la formule de la proposition 1 :
i° On a choisi hi> p et p > /^.
2° ^ — i — A * (À —i) est une fonction croissante de k, nulle pour À: == i.

Il en est de même pour /^—k7. et l'on a
/ 2 — i — 2 ( ? i — i ) ^ ^ 2 — 2 À = = À ( 7 — 2 ) ^ 0 pour /^2.

3° De même, ( i - - ^ ; c — ( i — ^ etd—^k—ï sont des fonc-
tions croissantes de k, nulles pour k == i, et l'on a

2(I-^)-(I-^)^2(I-^)-I==I-^0 pour (^2-
On en conclut que, pour tout A, Z(A) — Z(N) ̂  p log A

COROLLAIRE 2. — Si r et s ne sont divisibles par aucun carré,

Z^N)-Z(N)=plog^+^(/iî-p)logÀ+^(p-Aii)log^.
\ f r p-1,?

En efîet, on constate que U\= o pour ^(r)= i et Va == o pour ̂ (s) == i.

COROLLAIRE 3. if^N^—KN^^o- log r +(p+— û-) lo^r.\s / ' ' — k ° s • ^ / &
On écrit la proposition 1 avec p = p-, on ne garde que les deux premiers

morceaux, et l'on minore hf par p4-. On a, en efîet :
p4- --= inf hf et p- = sup h\,

A \[N

COROLLAIRE 4. — 5ofenf pr(N) ef pî(N) définis par
p7 (N) = sup TI): et pî (N) = inf 7 .̂

^ 2 1 A^" )> 1 A^

On a donc : py^ p- < p^^ p-^. 5'oienf maintenant r et s deux nombres
premiers entre eux. On écrit r == r ' r " et s = s ' s 1 ' , avec

^"LP"^ rfr= n A^[r); ^=jj^^; 5'= n ̂ (5)-
•x 1 r ^ 1 r ^\s ik\s

À ) 7V À^V p.2(N p.2^v

On a a/ors

^'s^—^^^ë^+^—^^ër+Çp—r)^
+ (Pî— P-") logr' + (p-— p7) log^

^Plog^ +(pî—p)log^ /+(p—pT)logs / .



ORDRE MAXIMAL. 155

Démonstration. — On ne garde que les trois premiers morceaux de la
formule de la proposition 1. On minore hî par p4- ou par p^, et l'on
majore h\ par p- ou par py.

COROLLAIRE 5. — Soit Np e G et soit A <= g(N) tel que N- ̂  A ̂  2 N.

On pose A ==-N. AZor5 r n'e^ divisible par aucun carré de nombres
premier ̂  3 e/ s n'est divisible par aucun carré de nombre premier ̂  7.

Démonstration. — Supposons le contraire; nous utiliserons la propo-
sition 1 pour montrer que

(i) Z^N)—?(N)^p 10g71 + 2plog2.
\" / À

Alors si I ̂  - <i, Z(A)—Z(N)^—p log2 + 2p log2> o, et l'on aurait:
2 o

A€^(N), N> A et Z(N) < Z(A); c'est impossible.

De même, si i < - ̂  2,
ô

Z(A) — Z(N) > 2 p log 2 ̂  2^ = Z(2N) — Z(N).

On aurait A ̂  2N et Z(2N) < Z(A), ce qui est impossible.
Pour démontrer l'inégalité (i), supposons que À2 divise r, et calculons

le « bénéfice » que cela donne dans la proposition 1.
Si À divise N, on a

[ 7 ) ^ À ^ ( À 2 — — I — — 2 ( À — — I ) ) = = 7 ^ - t ( À — — I ) l o g À ^ p ( À — — I ) l o g À > 2plog2,

pour À ̂  3.
Si ?. ne divise pas N et À ̂  3, alors À^ 5. On a alors

(7)̂  À 2 — 2 À =7^(À—2)logÀ^3plog5> 2plog2.

Si .̂2 divise s, le « bénéfice » est, dans tous les cas,

^n(^)^y^+2(p—^)log^^^a^2f I—2)— I^+2(P—^) lo§^L \ r'/ J

== ̂ (^—^i)]LoglJ'+ ̂ P""^) ̂ ^^E^ p10^^ >2? ̂ g2

pour /JL ̂  7.

Nous allons maintenant utiliser la proposition ï et ses corollaires
pour étudier les nombres A de g(N) au « voisinage » de certains
nombres Ne G, pour lesquels nous pourrons avoir des minorations des
quantités p4-—p^, pî—p4-, etc. Nous aurons besoin pour cela de
quelques lemmes.
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LEMME 1. — Soit x un nombre ̂  2. On définit y et z par
x ^ y ' — y ^—z\

\Qgx iogy logz

Alors, lorsque x tend vers l'infini,

^Y/j et ^\/l
et même

, / X f 10g2 , / 1 \ \

^^ï^-noF+^ïogï^
, , X[ 10g2 , / 1 \\et ^-^ï^-ioj-.+^io-g-ï))-

Démonstration. — La fonction y \-> ^——!/ est croissante pour y > i,
^3__ ^2

et elle vaut i pour y == i. Il en est de même pour z \-> —.—— •logz
Quand x -> oo, on a

logrc ̂  2 logy ̂  3 log^
et

y^.^ogy^x et ^3^1-^gz^^y logrc 2 loga; 3

Posons maintenant y ^ i y - O + O » avec / = = = o ( i ) . On a

,^J(I+a^-V^+f)) _ . i+^+^-^o+o
logy ^ .^^i iogd+o loga- loga log(i_+0 •

a a o v ' loga; loga;

On doit avoir

,,̂ ,̂ /|(,+,=_^+.!°^),

soit t ̂  — ° i ce qui nous donne le résultat.2 loga:

LEMME 2. — I I existe une constante c et une suite infinie de Ne G pour
lesquels o-^—p-^c og2p ^og4p ) où p désigne le plus grand nombre
premier divisant N.

Démonstration. — Nous allons utiliser le corollaire 3 du théorème 2
/y

du chapitre 1, avec les mêmes notations. La fonction f(x) == ,—— est
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1 ^croissante pour x^e et /"(e) == e et l'on a f(x) ̂  ——. On prend pour
lO^'X

^a+i_^a^a+i_^a
suite Un les nombres —,—-—. où À est premier et a entier ̂ i. Le plussuite Un les nombres —,—-—. où À est premier et a entier ̂

/,_ ^
petit des Vn est , == 2, 89, . . . > e. On pose pour a ̂  i :

On a ainsi (pn) == ^i.
Nous avons à évaluer la quantité

x
y=Cardji;, ^~j=Vi+V2+...+V/.+...,

avec, pour a^i,

Ya^Card \v,^F^\Vn^ x

\ogx\
^a+i_,^a

Or la fonction (^, a) h^ —-—-— est croissante en À et en a pour À > i

et a ̂ i. On a donc : Vi^ V^.. .^ V^.

D'autre part, pour m> nio, Y^=o. On prend mo== o^x et alorslog2
^/"o+l__<^o ^

——,—^—— > ,——• Ensuite en désignant par 7T(x) le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux à x, on a

y, = 7:(y), avec Ç=^ = ^ ,
logy loga;

•» T / \ <Z —— Z~ XV s = TT (^), avecr •' —— <k i.fc'/, fci v \^v -, —— ..logz loga:
et l'on a

^(y)^V^7r(y)+mo7r(2).

/T 3 / yOn a vu que y ̂  t/ - et z ̂  i / , » donc V = 0(a;1/2).

Maintenant montrons que

C a r d j ^ l ^ ^ : ^ ^ ^ + ^-j^ote).( ' loga; — n— \Qgx r logrc ) v /

/V <y» j <y»l/4

Or, entre ^^ et ^ U y a au plus un élément de Fi. En effet,

(^4-^2_^_j .^ ̂  À 2 — À _4À_ V/ 2
log(À+2) ' logÀ ^logÀ^°loga; '
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De même, il y a au plus un élément de F.,, un de Fa, etc., soit
/^ -L ;̂iA \

nio = log ^ —j—— ) en tout. Comme 7no=o(r^;£), on peut conclure.

Les Un du corollaire 3 parcourent E en entier, et il existe Ne G tel
que p-(N) = Un et p-̂ N) = Un+^

^-.^p^-p-^c^^log^10^,^^
"Sîî u"

Comme u,i==f(an), dn^ UnIogUn et comme p" ;̂ i

o+ o-^cïogî^-loë^-\rloëïpïoë^p -p ^cl logjp- ^c2 loglp •

THÉORÈME 3. — I I existe des intervalles aussi grands que Von veut sur
lesquels g(n) est constante; et même il existe c> o tel que U équation
g(n + f(n))== g(n) a une infinité de solutions pour

„, . , lo^nlo^nAn)=clogn ̂  .

Remarque. — On peut prendre pour c toute valeur inférieure à ï eï.
4

Démonstration. — II existe, d'après le lemme 2, une infinité de Ne G
pour lesquels

p-^-p-^c^P1^.
• ' — loglp

JV* rSoit N* le suivant de N dans <7(N). On pose — = -, avec r et s premiers

entre eux. On a alors (corollaire 3 de la proposition 1)

f(N*) — l(N) ̂  p- logI- + (p+— p-) logr.
o

D r r r r iOr p~^ ,-—• et comme - > ï, - ̂  ——— et log——— ̂  - pour r^. 2.r —logp s s — r — ï ° r — ï — r r —
On a alors

Z(N-) - /(N) ̂  ̂  ̂  + (p-- p-) logr.

Étudions la fonction y = - + b logr. Elle admet pour r = , un minimum

qui vaut y == b + b log , On a donc

Z(N-) - Z(N) ̂  (p-- p-) [ ï + log ̂  - log (p-- p-)]

^c.logp1^2^!^4^— - °^ log^p



ORDRE MAXIMAL. 159

Posons n = l(N). On a (corollaire de la propriété 11) :

p ̂  logN ̂  \/n logn
et

/(^-ZW^^logn10^72

et sur l'intervalle (l(N), Z(N*)—i) , g est constante, ce qui établit le
théorème 3.

Remarque. — Soit P le nombre premier suivant p. On sait que
(propriété 6) : / ( N * ) — l ( N ) ^ P — p . Le théorème idéal, qui est proba-

Pblement vrai, est que : N*= - N. Or, il semble assez difficile à démontrer,

car on ne connaît pas avec assez de précision la répartition des nombres
de E. Nous allons démontrer que ce théorème idéal est vrai pour beaucoup
de nombres de G. Pour cela, et pour d'autres théorèmes, nous avons
besoin de trois lemmes.

LEMME 3. — Soient pi, ps, . . . , pk, Pj, Ps» . . . » Pk des nombres positifs
tels que pi^ P; pour tout i. Soit Pi (resp. pi) le plus petit des Pi (resp. p;)

k k

et posons S =='V Pi—pi. Alors le produit 1 1 —l est majoré par exp 5/pi
^" •S--M- pi
i=ï i-==.ï

Pet si S < Pi, il est majoré par -^—4—^-
PI——ô

Démonstration. — On a, pour tout i,

Pilpi^ exp ((P— pi)lpi) ̂  exp ((P— pQ/pi)

puisque e^^ i + x. Donc

k / k \

f[ I-^ exp ( ̂  (P—pO/pi ) = exp S/pi.
i=i • \i=--l ]

La deuxième majoration se fait par récurrence.

Pour k=i, S= Pi— pi et ->1 == p ' ^pi ^i—<->
Supposons cette majoration vraie pour k—i. On choisit pour P^

le plus grand des P;. On a alors

k—l k-1

0^——'——. avec &-i=yP~p,.
Pi -ri——^^-i ^^

i=l i=l
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r> p p
II faut montrer que 7.———— — ̂  r»—^-o- î ce qui est équivalent à-Pi — Sk-i p k ~ ~ Pi— Sk A '
Pk (Pi — Sk) ̂  pk (Pi — &-i), soit

P, (PÂ — pk) ̂  Pk Sk— pk Sk-, = (Pk— pk) &-i + P, (P,— p,),
P^Pk 4-&-i.

Ce qui est vrai.

LEMME 4. — Soient i5 < pi <... < pi < Pi <. . . < Pk des nombres
entiers. On suppose que

k î
S^^P^-^p^pi

et que le nombre - = -i—^—k vérifie - ^- - ̂  2. Alors on a k •==• l.1 S p i . . . p i / 2 — S —

Démonstration. — Supposons k> l. On aurait alors ~^Pi> i5.
0

Si maintenant on a k < /, on applique le lemme précédent aux
nombres pi, ps, . . . , pk. Pi, . . • , P/, avec S == 5' + pk+i + • • • + ? / • On a
alors

^(expSIpk)——'——^(expS'Ipk)-6- -e-' -e- ̂  -^- ̂  €- < ï 's — v p " / pk+i . . . p i v p l i ' pk+i pk^ pi ~ pk+i ~ i5 2

LEMME 5. — Soit X un ensemble fini de nombres réels de cardinal X.
Supposons que la distance de deux points de X est supérieure ou égale
à ô. Soit y un ensemble fini de nombres réels de cardinal Y. Soit R=R(u)
le nombre de nombres x^X tels que d(x, ^)^u, d étant la distance
métrique.

Alors : J^X—vf2" +iV
\ ° 1

Démonstration. — Autour de chaque y€^, considérons l'inter-
valle )g—u, y + u(. Le nombre de points de X qui peuvent tomber

2 Udans cet intervalle est au plus -.- + î. Le nombre total de points de X

qui peuvent tomber dans la réunion U ) y—u, y + u( est, au
r€^

plus, Y ( ̂  + î ). Si X est supérieur à ce nombre, il en reste

^x-y(^+,)
pour lesquels d(x, y)^u.
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THÉORÈME 4. — I I existe une infinité de Nç G tels que le suivant de N
p

dans <y(N) soit N ' k = — N , où p désigne le plus grand nombre premier

divisant N et P le nombre premier suivant p.

Démonstration. — Soit Ne G vérifiant les conditions

(i) ^-—^P~P et pî—p-^^^'v / r n— ^g^ fi f — ^g^

Soit N* le suivant de N dans ^(N). On note N*= - N avec r et s premierss
entre eux. On sait que i < - ̂  2 (corollaire de la propriété 3) et

Z ( N * ) — l ( N ) ^ P — p (propriété 6). Nous allons appliquer le corol-
r r ' r "laire 4 de la proposition 1 en utilisant la même décomposition - == -, —„s s s

et en faisant p = p~,

Z(N-) — l (N) =, p- log ^ + (PT— P-) logr- + (p-— p7) logs\

On a alors r^s^i. En effet, si r ' ^ i , alors r^^a et

Z(N ' )—^(N)^p- log ^ +P—p>P—p
0

et de même pour s ' à cause des conditions (i).
„ pff p p

On a donc - = —, = 1' ' ' — (à cause du corollaire 5 de la propo-s s " p i . . . p i v x A

sition 1, pour N assez grand, r et s ne sont divisibles par aucun carré),
avec

pi<.. .<pi^p <P^Pi<...<Pk.

Tous ces nombres étant premiers et équivalents (propriété 11)
lorsque N ->co. Nous appliquons le lemme 4 avec S ' ^ P — p <pi,
ce qui donne k = Z.

Maintenant k doit être égal à i; sinon
k

Z(N-)—Z(N)=^P—p^(P—p)>P—p;
i=i

et enfin Pi=P et pi=p, sinon
Z(N')—Z(N)^P—p+(Pi—-P)+(p—Pi)>P—P.

On voit finalement que la seule solution des inéquations
l^)—l(N)^P—p, N<N^2N

p
est N ' == — N, pour N assez grand.

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 2. 13
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Montrons maintenant qu'une infinité de nombres vérifient les condi-

tions (i). On utilise le lemme 5. On met dans X les nombres —^—? où Dlogp
est premier, inférieur ou égal a x et tel que P — p ^ 2 logrr, si P est le
nombre premier suivant p. On sait [8], chap. V, § 4, p. i54) que
v^ ( 1 \ x r\ ^ 2 — s 2 logrr•X -^ - — s ,—— • On a ô == --——. On prend u = -,—°- •— \ 2 / loga; loga; ^ log2

Avec les notations du lemme 2, on prend pour y les nombres de ^i

maj ores par —— + u ̂  -——. On a vu, dans le lemme 2, que Y == Vi ̂  p^ •

Comme Y ( <2U + i ) =o ( ,-x— ) ? on a\ o / \loga;/

Jî^l
1 \ x
2 / logO;

Soit maintenant xçX Fun des J? nombres qui vérifient d(x, ̂ )^u.
Soit Ne G tel que x==--^-(N). On a

, ,, . . . . 2logrc P—D
p—— P7^ d(p-, ̂  ̂  " ̂  -^ =. ̂

et, de même, p^—P"^""!—— ' Comme R tend vers Finfini avec x,
le théorème est démontré.

THÉORÈME 5. — Soit y (n) = Card {m^n; g (ni) > g (m — i ) j . 77
n3/4

existe une constante c telle que y(n)^n—c
V/logn

La fonction y(n) indexe les nombres de ^(N). Lorsque g(n)=g(nf)
avec n<n/, on a Y(n)=Y(^ /) et la fonction n—v(n) augmente
de n'—n. Si le théorème 4 était vrai pour tout Ne G, on aurait, en dési-
gnant par p le plus grand nombre premier divisant g(n) et par ^/ le
nombre premier précédant 7,

n—ï(n)^ ^ (À — ^-— i) = p — 7r(p) ̂  v/n logn.
^premier
\^p

En fait, on pourrait démontrer par ce procédé n—y(n)^cv/nlogn,
mais en utilisant un autre procédé, on va démontrer un peu mieux.

Démonstration du théorème 5. — On applique le lemme 5 avec

5: =={,-^-5 x ^p^-x\. On a(logp5 2 — ^ — )
/x \ x

X == 7:(x) —— 7T ( - ) ̂  ———— .' / \ 2 y 2log.r- 7T - ^



ORDRE MAXIMAL. 163

( X }On prend : y = ^ y e ̂ i y ^;,—— ^ avec les notations du lemme 2.( iogx )

On sait que y^^. On a ô = 2^8 et Pon prend u= ^x
- —— Irtrf^y lr»rfT' i

^ log^ 4</2log:r

z^ / - ^\ ^ V^ / \/x M ^ - ^
Alors

jLt —-^ l 1 —— c f | —,——— —— •,——— | ————r i 1 —^^ C -i ,———— •— v / [ 2 logrc logz- \ 4 ̂ 2 / J ~ logrc

Maintenant, soit a;€<^ tel que d(x, y)^u.
Soit Ne G tel que x= ̂ ~(N). Pour cet N, on a

pî—P~^^ et p-—pT^u.

On applique le corollaire 4 de la proposition 1 avec la même décompo-
... r r ' T " , . ,sition - == -, —f, en faisant p ==•• p~,

o S S

l ( r N ) - l(N) ̂  F- log r + (pî- P-) logr' + (p-- pT) ïogs'
\" / "

Y
^p-log- + u\ogr' s ' .s

Soit n tel que : l(N)^n^l(N) + ulog2. Alors g(n) == - N , avec i < -s s
et Fon doit avoir r^i et s '==i, donc

g ( n ) _ r _ P ^ . . P ^ ^^ pt<...<p^p<P^P, <. . .<?,,
i\ ô PI . . . P/

tous ces nombres étant premiers et équivalents lorsque x->oo. On applique
/ ^/""C \ T*le lemme 4 avec S'= ulog2 == o ( , '— ) <p/, car p i ^ p ^ - ' II faut
\10g3// 2

r rmontrer que - ̂  2. Si l'on avait - > 2, alors" s — s

n—l(N)^l(^N\—l(N)^^og2> ulog2.
V 5 /

On a donc k==l, et alors l(g(n))—l(N) est un nombre pair. On a donc

un bénéfice pour n—y(n) qui est ——°— en notant [x] la partie entière
de x.

Comme il y a jR nombres de ce type, nous gagnons en tout

^ r M l o g 2 - k ^ x ^x ^ x^
L 2 J — ^ogrcloga; ^og2^
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Comme p^x, tous ces nombres N= g(n) vérifient \/n\ogn^c^x et
nous obtenons le résultat annoncé :

n:V4

n—ï(n)^C4—=.
V/logn

Remarque. — II est sans doute possible d'améliorer ce résultat.

Ce procédé permettrait au mieux d'avoir y(n)^ n ' On peut minorer y(n)

à l'aide de la propriété 6 et du résultat : p,+i—Pi-=p] pour T = 5/8
et même actuellement un peu moins. On trouve Y^^n1-^/2^;!11/^

On peut relier y(n) à Q(x) = Card { N ç g ( N ) ; N^ x ;. On remarque
que Q(g(n)) = ̂ (n) et l'on a

(log^v^;(log^-^e(^(2 + s)10^ .log log 3^

Le problème d'un équivalent de y(n) ne semble pas facile.

THÉORÈME 6. — Pour toute constante c, l'Z existe une infinité de Nç. gÇN)

tels que le suivant N* de N dans g(N) vérifie „ ̂ i + ° og -.

Démonstration. — Nous avons d'abord besoin d'un résultat analogue au
lemme 2 : Pour toute constante c, il existe une infinité de nombres
consécutifs p7 et pf de ,^i pour lesquels on a

PÎ—PT^c^pylogpY.

Nous utiliserons le corollaire 3 du théorème 2 (chap. 1) avec les mêmes
^2__ ̂

notations. On a f(x) -•== -—— croissante pour rc^i et / ' ( i )==i ;
lO^X

1 X
f ' ( x ) ̂  ^ - ^ - On prend pour suite Vn l'ensemble ^2 défini au lemme 2.
Nous avons à évaluer

V-Cardai ̂ ^j=V,+...+V.,

avec Va = Card { Vn \ Vn e Fa, ̂ ^ Ç^ j.

On a V. = 7r(z) avec 2^ == ̂ ,̂ et donc z = 0(^/3).

Pour m > mo, V^ = o et mo est déterminé par < 2 m o + l 2 m o == a:2~rc,
log2 loga;

2 IOÊ '̂Ï
donc mo^ j 0 • On a finalement V^;/no7r(z) = 0(o;2/3).
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II faut maintenant évaluer, avec b == i/4,

^ .1 ( xî—x ^ ^ xï—x , 2rK°/4)Gard/ Vn -.——- ^Vn^- -,—— + ,—- } •( logx — n— }ogx ' logn;)

Or, dans cet ensemble, il y a au plus un élément de F». L'écart entre deux
éléments de F^ est en efîet supérieur à

(À + 2)3—^ +2)2 _ À 3 — À 2 6 À2 rV3 2^A
log(À +2) logÀ ^ logÀ —cîogx > îogï*

II y a donc au plus m éléments, et m est o^5). On peut donc appliquer
le corollaire 3. Pour toute constante c, on aura

2 CL
Un+ï —— Un ̂ _ C ,_—— lOg dn = 2 C û,,.

Or u^+i et u^ sont deux éléments consécutifs py et p^ de ^i et, comme
a'nUn^ ——^ on alogû^

'i/^u^log^ et pî—pï^cv/pYlogpY.^^i/ -u^logu^

Ensuite on considère N == Np e G avec p = ^ ^ « Soit A le précédent

de N dans (/(N). On pose A == - N, avec -1 ̂  - < i et, d'après le corol-
ô 2 S

laire 4 de la proposition 1, on a

/(^—/(N^plog^pî—p^ogr's'.
\" / "

Supposons maintenant que r's' soit égal à i. Alors

r _ P,P, . . . P k
s ~ pi ... pi

On a k < l puisque - < i et, d'après le lemme 3 appliqué aux nombres pi,
0

p2, ..., pk. Pi, P»., ..., Pk avec S < pk+i +... + pi, on obtient (par un
calcul analogue à celui du lemme 4)

r<<L<l-.
S pi 2

On doit donc avoir r ' s ' ^ i et alors

o > /(A) — /(N) ̂  p log r + c \/plogp,
ô



166 J.-L. NICOLAS.

soit

log^logï^c^^^c^^c!0^^0^r O A - P - ^ p - ^ÏogN
et

^^I-L cloglogA
^ V/logA

Le problème de la limite supérieure de -^y c'est-à-dire de ^v7 I;
N g{n)

n'est pas encore résolu. On sait seulement qu'elle est inférieure ou
égale à 2.

Nous allons maintenant démontrer un théorème qui, avec le théorème 4,
précise la propriété 1 du chapitre 2.

THÉORÈME 7. — II y a une infinité de nombres Ae^(N) pour lesquels
il existe deux nombres premiers q et Q avec q < Q, Uq(A) == i et UQ^A) == 2.

Soit Ne G. On notera :
q ' le plus petit nombre premier tel que Vqi (N) = 2,
q » grand )> )) » Vq (N) == 2,
Q » petit » » » VQ (N) == i,
p )) grand » » » ^ (N) == i,
P )) petit » )) » v? (N) == o.

Pour certaines valeurs de N€ G, on va construire la table de g(n)
entre Z(N) et n == Z(N) + A, avec A = Ç 2 — Ç — ( ^ 2 — q ) et montrer

que g(l(N) + A) = 'N, ce qui démontrera le théorème. Nous allons
imposer à N les conditions suivantes :

Qî— Qio p+ = p^- == . c —^ o^ ce qui est équivalent, le suivant de N dans G
est ÇN;

20 6—y^2logÇ,cequient ra îneA==(Ç—ç) (Ç + ^—i)^401ogÇ,
A A3° pî—pt> ,—— et pî—p7> ,—— ? aveck - r l log 2 l 1 [ - log 2

P?== PÎ W ̂  m^ ̂  et P^ = P^ W = sup ̂ 7.
^2 | N A3 ( N

LEMME 6. — I I existe une infinité de Ne G vérifiant les trois conditions
ci-dessus.

Démonstration. — Nous allons appliquer le lemme 5. Soit x un nombre
que l'on fera tendre vers l'infini. On définit Qo et Qi par

Qï—Qo ^ x ^ Qï—Qi ^ ^x
logÇo logo; log Ci log a;'
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/X -On sait que (lemme 1) Ço^ t/ - et Ci ̂  \Jx. On prend pour X l'ensemble

des nombres "—'"< où Q est premier, compris entre Qo et Ci et tel que,
si q est le nombre premier qui précède Q, Q — q ̂  2 logÇ. On aura

X = Card { Q premier | Q, <Q^ Qi; Ç—g^ 2 logg }i'O •

( ^ pICimCJL | ^0 ̂  ̂  ̂ = ^1 » ^ —— Y ;== ^ 1U^ ^/o j^Card { 0 premier Q, < Q^ Q,; Q—q^ 2 logÇo}.
Or

et
Card j Q premier Ço < 0 ̂  Ci ! == TT (Q,) — TT (Ço)

Card { 0 premier Q, <Q^Q^ Q—q^^ log Ço J -= Ql^=-^
2 10g (Jo

(yoir, par exemple [8], chap. V, § 4, p. i54); donc

x^^eo-Tr^-^-^^^fi-^Y_ wi^ W) 2logÇo log.r\ 2 7

0 — \.l xOn a ô ̂  4 °. /^ 4 \/2 ——;.' On prend pour y les éléments de ^2
nft 9 T1

compris entre ,—— et,—— • On a vu, dans le lemme 2, quex loga; logo; '
Y^V^OÇx^),

et l'on prend u == ^QilogQi^'2, \/xlogx. On a alors

Y^^ +i\ = OGr'/3 log9-^) = o(X) et R r^ X.

Il existe donc des xçX pour lesquels d(x, y) > u. A un tel a;, on fait
correspondre Ne G tel que (^(N) = pî(N) == rr. On constate que N
vérifie bien les conditions i°, 2°, 3° puisque pî et pi sont dans ^.

Nous allons maintenant montrer que les conditions i°, 2°, 3° entraînent

que g(l(N) + A) == v N pour N assez grand. On considère donc les

nombres Ae^(N), vérifiant :

Z(N)<Z(A)^Z(N)+A.

On pose A = - N. Comme

A^Z(A)-Z(N)^plog^

on a i < - ̂  e^P ̂  2 pour N assez grand.
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D'abord la condition 3° dit que r n'est divisible par aucun nombre ̂  q
et que s n'est divisible par aucun nombre < q\ Sinon, d'après la propo-
sition 1, par exemple pour À [ r, ^ ̂  q, c'est-à-dire À 2 1 N, on aurait

z(r-N)—Z(N)^(/^)t—p)logÀ^(pt—p)log2>A.
V" /

Ici, comme par la suite, on emploie la proposition 1 avec

- Q^—Qr\ —— ^4- __ r^+ —— ~6 '^'? =p+=p^= loge
On écrit maintenant la décomposition du corollaire 4 de la propo-
sition 1 : r == T ' T " et s = s ' s ^ , avec

rr= n7; r -ïp sf= n ^ et srf= n ^*^ \i^ .^k p- i - î ^i.?
Q^h^p \^P q'^^q Q^^p

Car on sait, d'après le corollaire 5 de la proposition 1, que pour N assez
grand, r ' , r " , s ' et s " ne sont divisibles par aucun carré.

On va maintenant préciser les valeurs possibles de r ' et de s'. On notera
ben (À) le « bénéfice » de À dans la proposition 1, c'est-à-dire

et
ben(À)=(7^—p)logÀ

U2__ H
ben (̂ ) = (p — 7ç) log ,̂ avec p == v v •

LEMME 7. — Avec les notations précédentes, on a s ' == i ou s ' == q.

Démonstration. — Soit qi le nombre premier précédant q et soit q^ un
autre nombre premier, q'^qî<q^ on va montrer que si q^ divisait s'
on aurait

ben(g2)> ben(^i)> A.

Ce qui démontrera le lemme.
Or

ben(^)—ben(gi) =y(^)—y(^i), avec y ( x ) = plog:r—(^—:r).

La dérivée ̂ (x) = • — ix + i s'annule pour XQ == î V I —? et l'on ax 4
la variation :

x i e XQ (71
y o / ^ p — ^ + e / ^ \

Comme z/(e) > A, il suffit de vérifier que ben(^i) > A.
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Or

et

ben (y,) — ben (q) = p log ̂  + q1 — q — (^ — q,)

plog^pîl^^^^-g),

o2
car q ̂  Q et p ̂  , ^ „ ? et

f—q—W—qù =(q— qi)(q + ̂ 1—1)^2 Q(q—q,),
donc

ben (gi) — ben (ç) ̂  2 Q (q — q^) ̂ 46.

D'autre part, A —ben (g) = p log " (corollaire 2 de la proposition 1) et

i Q ^ 0—^ ^ O ' — Ç ^ l o g Oplog '" ^rp -^—^ ^- ^—-" —°- ^20.
<? — l ^ ~ logÇ q v

On a donc

ben(^) — ben(^) ̂ (4 — i) Q > (2 + s) Ç ̂  A — ben(ç),

ce qui entraîne ben (^i) > A, et le lemme 7 est démontré.

LEMME 8. — Si s' == q, on a r' = Q ou r ' = i.
La démonstration est analogue. Soient Ci le nombre premier suivant Q

et Ça un nombre premier compris entre Ci e^ p. On a

ben(0,) =:(7^—p)log(),> (%—p)logÇi=ben0i.

Il suffit donc de vérifier que ben (Ci) + ben(^) > A.
Calculons

ben(el) ̂ {%^ --^)log(3.^-Ç)^)log(3,
/y2 ___ /y»

avec z(x) = -,——? car 2'(a;) est une fonction croissante de x. Commev / loga; v /

20

^^^ÏogO 5 on obtient

ben(e,)^(4—£)<? et ben(ÇO^(4—£)Ç>(2+£)0^A—ben(y)

comme dans le lemme précédent.

LEMME 9. — s'= i entraîne r '==i .
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Supposons en efîet r'^-1. Alors r ' = ÇiÇ, ... Q/,; r s'écrit donc
0

r n n n plï " pk-ç = yi v2 • • • y/.——— •5 Ri . . . pi

1° Nous allons démontrer d'abord que h ̂  c V/logp, et en déduire
que, si A = 27, j + À:;^ Z et, si h = 27 + i , j + k < L On doit avoir

h h

A^ ben(@0 =^ ̂ -p) logÇ,
^=1 i=l

h h

^(Q—Q)^(Q)^gQ==.c,Q^Q—Q^
;=1 1=1

T»2 __ /v»
avec, comme dans le lemme 8, z(x) == -,——• On obtient alorsv loga;

h

A^c,e^2l==c,e,A(A+I)^c,/^•2e,.
ï=l

Cela entraîne
Cl7^2Ç^A^4e,log0^^20llogp, d'où A^c.Yîogp.

Maintenant on doit avoir
h k l

l (^ N) - l(N) =^ (Qf - Q,) +^ P.—2 p,^ A.
; = J ; = l i = j

Et l'on a 1 — < p == v — ^ ' Or, d'après le lemme 1, soit y tel
n y2— y _que T-1—- == ^,——" • On alogp logy

y.__y^P(^^\
y ^ — — 2 ^ 10gp;

pour C3> log2 et p assez grand. Comme Q > y, Q2— Q ̂  p ( i — c^— ).
On a donc

A^i(^-œ+ip-ip^^--^+/cp-/p.^ f=i ^ 2 ^sp
Le deuxième membre est équivalent à f - 4- k — l ) p, et l'on doit avoir
h
- + k — Z ̂  o, ce qui entraîne :

— si A = 2 j : j +k^l;
— s i A = 2 j + i : j+k^l—i.
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2° Remarquons maintenant que, si Ci e^ Qî soïl1Ll des nombres positifs
supérieurs à 20, on a

Q^^-^+^-Q1.-€13€— 2 — i l a

En efîet, supposons Q^Q», on aura '"2 ̂  2 et

el2+e!—2ele2—e,—e.+e^2^œl—eo2+2^—el—e2^o.

3° On suppose maintenant h = .27. On pose, pour T^I^J ,

^=Ql^-Q^+Qîi—Q^

On sait que l'on a
7,^pfi— c^;—^ logp;

et
r i ÀiÀ.2 . . . ÀyPiP.. . . . P^
S ̂  i ^ Y PlR-2 . . . Py+À-Py+^-l . . •P^

1 •" 1
\ ^/

où les 7; et les P, sont rangés par ordre croissant, les pi par ordre décrois-
sant. Parmi les -" pour i^ i ̂ j, certains sont inférieurs ou égaux à i,

Pi
En réindexant au besoin, on bs met à part avec indice de i à ] ' :

r i À , . . . ;^À;^... À;Pi...P,
s — ( . _ i y pi • • . p / ' p/'+i • • • p j + k . . . pi

\ 2i i
\ a )

Nous appliquons maintenant le lemme 3 au nombre

^ ̂  À^...À;Pi...P,
Py'+i • • • Pj+k

avec, pour S,

S= J, ?.,+ip- 2 P^A+ S p,-^7,+^p<
i=/'+ï ;=1 î=:/'4-l ^=:/'+Â-+1 î=l ;=1

^A+ S ,,-;-P(,-,^)+J-P^A+ 2 P-+^
i=/+k+ï i==/+k+î v &A
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( / \

B^expS/p,^(expA/p,^) TT expf-^ ) exp^-^-P—
.=11^ ^•^/ Wlogpp,.

^1 I I expl ̂  ) ) expf——^——'
\..=11^ ^•^/ "Wlogpp^/

^expf —— ( A + c» -T^)) eWVP/^V v^ogp^
et

^•^—L——B—^:—I—exn^ I /A _i ^P \\ -rr es-(.-Iy^—•^'=f.-Iy ̂ ^(^^gpJ^n ^-
\ aj \ a) i=;+k+i

On sait que, pour A€^(N) avec / (A)—Z(N)^A, on a logA ^logN
et si p^k ne divise pas A, p/+^ logA ̂  logN ̂ p. Comme j^i,
et que a -> oo, on voit que, pour p assez grand, r <i.

ô

4° Si maintenant h -.= 2y+i, on écrit de la même façon
r_ ̂  i ^i...^P,...P,Q,
S- -^_ IY' Pi. . .P/4-^. .p/

\ û;

On applique le même lemme 3 au même nombre B avec une nouvelle
somme S ' = S. +((?!— ÇA). Nous avons alors

/A+^A. .
r^ ^gP)(,nj)^,-(^;exp

——^ / v ^ ^^.^V^- ^ ̂

même si j = o, —VA- est petit et r < i.py-^+i r s
Finalement h == o et r' = i.

LEMME 10. — ^=1 entraîne s'=i.
Il faut montrer que r ' = i et s' = ^ ne donnent pas de valeurs possibles

pour ^. Par une démonstration analogue à la précédente, mais plus facile,
on écrit

r i P,... Pj, . r P
ç = „ „———— avec Â-^TZ, sinon - ̂  -.s q p i . . . pi, — s — ^

On applique le lemme 3 au nombre B = ' " p^ et
P i . . . pk

k i
S==^(JP—P^^+q2-q+ ^ p,

^^ Î=À-+1
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d'où
B ̂  exp SIpk^ exp A/p^ exp ((q2— q ) l p k ) exp (Z — k)

et
/

^^expA/p.exp^—^/p,)) TTI e < i.
" Y ^^- Pi

i=k+1

En conclusion des lemmes 7,8, 9,10, nous voyons que, pour assurer r- > is
et l ( - N ) — Z ( N ) ^ A , les seules valeurs possibles de r-, sont ^ et i.

\" / s q

Si Ç, = ̂  alors ^ < r, ̂ i puisque zf^A^) — Z(N) = A.À l ? V s \q /
k l

On a donc ̂  = pl ' " p' avec ^ =Vp,-Vp^ o.
ô fJl . . . fJl .̂ —— ^^

i=l i=l

pff
D'après le lemme 4, on devrait avoir k = l et cela entraînerait -„ > i.s

r "On a donc -,, == i.
0

r " r'II reste à étudier les valeurs de -„ lorsque —, == i.s s

LEMME 11. — Soit r ===P^P,_... Pk un produit de nombres premiers
supérieurs ou égaux à p; soit s = p ips . . . p/ un produit de nombres premiers

compris entre Q et p. Si A = r Nç g(N), si A > N et si Z(A) — l(N) ̂  A,s
alors A < -' N.

q
y*

On applique le lemme 4 à - avec S' ̂  A < p/. On a donc k == Z. On
ô

r Papplique ensuite le lemme 3 qui nous donne - ̂  _——. . Or

Q _ Q'—Q+qQ _ Q'—Q+qQ
q q'—q+qQ Q^—Q+qQ—^

Mais quand deux fractions supérieures à i ont même différence entre
le numérateur et le dénominateur, la plus grande est celle qui a le plus
petit numérateur. Or

Qî— Q+qQ < 2 Ç2 < P à cause du lemme 1,
Qï—Q p

car logQ < ÏogP' Le lemme n est ainsi ^montré, et également le
théorème 7.
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Ce raisonnement peut servir pour calculer une valeur effective de g(n),
Si l'on fait Q = 19, q ••== 17, on trouve p = 761, P = 769, N = g(^ 856)

A == 70 et -y N == </(47 926). Connaissant cela, on peut faire la table

de g(n) entre 4? 856 et 4? 926, car tous les Açg(N) de cet intervalle
P Psont de la forme ——-^—A N.
p i . . . p^

CHAPITRE 4.

<( Highiy composite » et « highiy abundant numbers ».

1. « Highiy composite numbers ».

Rappelons d'abord la définition de RAMANUJAN : On dit que N est
« highiy composite » si, pour tout N ' < N, on a

d ( N ' ) < d ( N ) ,
avec

d(N) == nombre de diviseurs de N == TT (pp (N) + i).
p\N

RAMANUJAN a fait une étude très complète de ces nombres, et l'on
peut trouver d'autres renseignements dans les articles de Erdôs ([1] et [2]).
Dans son article [2], ERDÔS démontre que, si N et N* sont deux « highiy
composite numbers » consécutifs et assez grands, on a

N* i
AJ ^= ï -r /l^^e A,T\:V32 *N — • (logN)3/32

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 8. — Pour tout nombre c, il existe une infinité de « highiy
composite numbers » N dont le suivant N* vérifie

N* , cloglogN log3/2 _,/---7 ̂  ï + ., 0 0— ? avec a == • , • == o,585....N — ' (logN)^ log2 î

En regroupant ces deux résultats, si l'on pose

^-4- -N (logN)^7

Nlog--îj^_jv
ce qui définit ^ = -^^-, on a

„- ̂  lim infc^^ a.
o2
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Pour démontrer le théorème 8 nous allons utiliser des méthodes
analogues à celles du chapitre précédent en utilisant les « superior highiy
composite numbers » introduits par RAMANUJAN, et dont nous allons
rappeler brièvement les propriétés.

DÉFINITION. — On dit que N est « superior highiy composite », s'il
existe £ > o tel que pour tout N\ on ait

d ( N ' ) ^/IV'y
d ( N ) ^ [ ~ N ) '

On pose
k+i

Ilog kE == } —,—-— ; k entier ̂  i, À premier

Pour tout s < i et s ̂ = E, il existe un, et un seul, « superior highiy compo-
site number » dont la décomposition en facteurs premiers est

N == 1 1 À^, avec a\== partie entière de ( —— ) •

Le plus grand nombre premier p qui divise N vérifie £ < &-2 • Si s e E,

il existe au moins deux « superior highiy composite numbers » associés
à £. Comme on ne sait pas démontrer que les éléments de E sont distincts,
il peut en exister au plus trois (voir [l], théor. 10).

Inversement, à tout N ainsi construit, on associe deux éléments
consécutifs de E : s- et ̂  (s~ < s^), tels que N soit associé à tout s e (s-, e^).
De même, on définit h^ et h^(N) par

log^ log^^1

h^= qA"1 î et AÏ == , ^ (pour À ̂  p)/ log7 A logÀ vp — A /

pour tout À premier avec a\== v\(N). On a alors

£~== sup A) et £+= inf/i^,
À premier )< | A^

et l'on définit
£7=sup7^r et £Î=inf7^.
" ). 1 7 V k ' )< 2 1 A7 '

Enfin, on pose pour Jc^i :

^ 1 ^ + 1log-y et ^=(jFy.
-^-;Àpremier(

On a E=^i et, pour tout N, £3 €^2 et £^€^2.
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PROPOSITION 2. — Soit N = Ne un « superior highiy composite number)),
r

soit - une fraction irréductible telle que s divise N; on a alors

^/^(-O' n ,7^ n ,-̂ 11̂ 11 vsf'N
^lr A ^ r 1J- IJ- ),),, ^ l"

avec

U,= a\+ï fa\+ 2V^
a\+i +u\(r') \a\+ i ^

et

v =:—^-±l__ /> ^ V^^11 ^+i—^(s) \ ^ + i 7

De p/us, on a U-)^i et Y^^i avec égalité lorsque u\(r) =1 et u^(s) = i.

Démonstration. — Comme dans la proposition 1, on fait ^=^k, s=i,
et l'on calcule U\ en posant a\= a :

d(^N)/d(N) = "-̂ ^ = ̂  ̂  ̂

d'où
a + i / a + ^ y " -1--1-/ a + i \ / a + 2 '^= ^"^I - ( —t^ ) =TTÀ a+Â '+ i \ a 4 - i / 11a+k+i \ a + i j Ll\a+i+ij \a + i.

PourA:=i, on a U^= i et, pour 1^2, q + l + I <^±^.— a + i a + i
On calcule de même V^.
Pour démontrer le théorème 8, nous aurons besoin d'un lemme.

LEMME 12. — Pour foute constante c, il existe une infinité de « superior
highiy composite numbers » N5 pour lesquels

£Î—— £ = 5 —— £7^. ————— ?
-—p^ogp

où p désigne le plus grand nombre premier divisant Ne et a = °^ / »log2
On utilise le corollaire 4 du théorème 2 (chap. 1). On prend

w'^ w-^
et l'on prend comme suite Vn, l'ensemble '̂3. On doit évaluer

V = C a r d { Vn\f(x)^Vn\ = V,+ V4+. . .+ Vm+...,
avec

Vk = Card { ?„ e F ,̂ /-(a;) ̂  p» {.
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, k+ï
log-^-

Comme —,—=— est une fonction décroissante de k et de À, on alog/
V3^v^...^v^....

D'autre part, soit nio tel que

w?^& mp ^ log 3/2
log 2 ~ log a;

„ logrc . ,,
on a m0^ log 2 log 3/2 etî pour m>mi)9 vm== °-

Enfin, V3=7:(y), avec log^ = log3/2, d'où y=^ avecw/ logy log.r u

^ log4/3 ̂  ^ ^ finalement, V = 0 (a;3).
log 3/2 v /

On doit ensuite évaluer, pour b = . î

V'=Card{^|^)-^^^.^^)§.

Or, dans cet intervalle, il ne peut y avoir qu'un seul élément de F / ,
pour ^^3. En effet, pour /c==3,

log 4/3 log 4/3 ,_ . 2 log 4/3 x^
log À log (À + 2) ̂  À log2 À — rclog2^

car À^rc? et i — p > y On a donc ^^7770= 0 (logrc) et l'on peut
appliquer le corollaire 4 : Pour toute constante c > o, il existe une
infinité de n pour lesquels

Un—— Un+i ̂  C (—— f (dn)} log û,,.

Or Un et 12^4-1 sont deux éléments consécutifs de ^2. On choisit N3
avec ^=un+ un+i » Alors ^(N)==i^+i et sî(N)=u^. D'autre part,

2

nous avons u^== /'(a^), u^+i == /'(a^+i), et soit a; tel que s = f(x) = og /2 •
10g*K

Alors a/î < rc < a^+i et a.n^ an+i (c'est une suite comprenant les nombres
IOÊ[ 2 IOÊ[ 2premiers). Comme < s < , (où P est le nombre premier

suivant p), on a x^p^-, et l'on obtient
T /*sî— ST^ c —,—— \OQX ̂  —J— •-— .riog2^ s —p^logp

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 2. 12
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Démonstration du théorème 8. — Soit N=N^ vérifiant le lemme 12,
et soit N* le « highiy composite number » suivant N. On pose

r T* yN*= - N, avec i < - et - = i + /.s s s

Soient p le plus grand nombre premier divisant N, P son suivant, Ç le
plus petit nombre premier pour lequel yç(N)=i. On a alors :

— Ou bien r n'est divisible par aucun nombre premier ^P,
— Ou bien s n'est divisible par aucun nombre premier ^Ç.

Sinon il y aurait un « trou » dans la décomposition en facteurs premiers
de N*, ce qui est impossible ([9], § 8). On en déduit :

— Ou bien, pour tout À divisant r,

^^ £2 et Tî -—— I—— ̂  -^—;JLA ^(£-A-J^(,.) — ^-^ 5

\\r

— ou bien, pour tout p. divisant s,

/rî;^£Î et ri ———L—— ̂  -1—'^— ' l-l n^-6)^)— s1-^p-i- î '

Comme r> s et s—s^=£^—s, la proposition 2 nous dit que

Kd(N-)/d(N)^(jy^.

Or i + t == - ̂  ——— == i + - î donc - ̂  f. En passant aux logarithmes,s s s s

o ̂ s log(z + 0 + (sî-e) log ̂  §|̂  + ̂  log<,

c lofifsoit f + —^- ̂  o pour toute constante c. Cela entraîne

C loff Df ̂  -—ê±- pour toute constante c.— ?a P

On obtient le théorème en remarquant que Ci logN^p^C3logN
(voir [9], § 27; on a d'ailleurs, pour tout « highiy composite number »,
p ̂  logN).

2. Highiy abundant numbers.

Rappel de définitions, — On pose o-(n)== somme des diviseurs de n.
ya+i _ -,

On sait que o- est multiplicative et que ^(p0') == '————•
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On dit que N est un « highiy abundant number » si, pour tout N ' < N,
on a

cr(N') <cr(N).

On dit que N est un « superabundant number » si, pour tout N' < N,
on a

oW (̂N)
N7 N *

On dit que N est un « colossally abundant number » s'il existe £ tel que,
pour tout N7, on ait

( 7 ( N ' ) ( N ' \ ^
a(N)-\W) •

Pour ces définitions, et les propriétés de ces nombres, voir [1]. Nous
allons faire quelques rappels : Un « colossally abundant number » est
« superabundant » et un « superabundant number » est « highiy abundant ».

Pour les « colossally abundant numbers », on définit
Y\k__ Tllog^) —r*——' k entier^ 2, p premier (.( logp — î r p )E==,

A tout s < ° / ? £ ̂  E, il existe un « colossally abundant number »,

et un seul, dont la décomposition en facteurs premiers est donnée par

r,...^—!
-—- . ^g-

N=|| À^, avec a\== ^—iÀ^. - i .logÀ

Soit p le plus grand nombre premier divisant N, on a

i..M'+iJ, ,
logp p logp

Inversement, à tout N ainsi construit, on associe, pour tout À premier,
^+2——^ ^+1——;

^F^^ ^g^^cri
^——logÀ—— et ^-—ÏogÀ—— (^^P)-

On pose
£~= sup h^ et s'^^inf/i^.

^ premier ), | N

On a £- < s4- et, pour tout s e: (s-, s^), N est associé à £. On définit

sT=sup7ç et st=inf/it
>. | N \^N
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et, pour k ̂ 2,

d ^—i
^p:^

Fk = { logÀ î Â P^mier et ^ = \J F,.
f^k

On a E=^. et, pour tout N, c,(N)€^ et s^(N)e^3.

PROPOSITION 3. — Soit N==Ns. un « colossally abundant number »,

soi7 - une fraction irréductible telle que s divise N, on a alorss

^ / /^ / ry-pr i -pT i FT J H I
r „ / N Y;sy 11 ^-^)^(.) 11 .(/v-^)^^) 1.1 Î7.11 V^
«lv / ^l7 ' S 1 ! ^ ' ^ l7 ' P- l5

" /

ayec
,-, / À ^ ^ 2 — i \ ^ M ^+1—1u\ ^^-r - l——i^ ^+.-^r)+l——i

et
_ _ ^ JUL^-1 \^ ^+j——I

^"^JL^^1——!^ ^.+l-.-^)__i'

De pZus, on a £A^i et V^^i avec égalité lorsque v\(r) = i et u^(s) == i.

Démonstration. — Comme dans la proposition 2, on calcule U\ en faisant
r == ̂ , s == i. On obtient, en posant a\ == a,

/^+2_i y-
^4-^4-1 __i À^À——l) ̂  ^À^2——}^ I

^+/:(^__i) ^^——I —— ^£ t/^5

(Toù
À:

_ _ / ^ + ^ — — l Y À^4-1——! _|-T / ^a+i——ï \ /Â^ 2 ——!^^''"VÀ^—iy ^^+i_i -il ̂ ^+i_j^a4-i_i^
î=:l

T* „ T
Si l'on pose f(x) == -.——— ? /'(a;) est une fonction croissante, et

A 3? —" I

/:

U). = P] f^^lf^) > ï si À: > ï.
i==i

Et de même pour Vp., avec /ï (rr) = ^——I qui décroît :
3C —— I

^j

Vp. === J] /•ï (^^Ifi (f^) > ï si À- > ï.
1=1
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LEMME 13. — Pour toute constante c, il existe une infinité de « colossally
p

abundant numbers » Ne pour lesquels s^—5= s—s^^ —^5 où p désigne
le plus grand nombre premier divisant N.

La démonstration est la même que celle du lemme 12. On prend

, x3—i
l°g-3————

^--îo^-

C'est une fonction décroissante. On a

f(x)^——— et fÇx)^ —2
1 \ / wï 1r\rf/v / \ //w x^ogx ^ ' w x^ogx

On prend, pour Un, l'ensemble ^4. On doit évaluer

V=Cardip,|/'(rc)^^j=V4+V.+...+V^

avec VA = Gard { p^ e Fk\ f(x) ̂  Vn \.
, ^—i
^ÏT^

Comme —,——— est une fonction décroissante de k et de x, on alogrc
V/,^ Vg^.. .^ Vw On définit mo par

<•) 77^0 ___ T 'ï*3 ___ T, Z 1 -. JL/ —— 1

^^r, ^g^rï
log2 lOga:

soit mo^-,—&—- Enfin V4===7r(ï/) , avec
10g2

, u4—! , rc3—ilog ——— log ———i y — y _ x — x i
y3 logy ̂  logy loga; ^ a;2 loga;5

d'où
y ̂  dx2^

et finalement V== O^).
On doit ensuite évaluer

^ 0 T*^ ^

V^Cardj^if^-^^^p^^)}.

Or, dans cet intervalle, il n'y a qu'un seul élément de Fk pour k ̂ ^4,
soit mo en tout. En effet, pour k == [\, posons

A(^)=
, X^——ï
log:a;4—a;

logrr
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Si ^(À) est dans l'intervalle, A^Cia;9/3, et

w)-w+^^^^
avec 6= ^ < ^, la propriété est démontrée, et l'on peut appliquer le

corollaire 4 du théorème 2. Pour toute constante c, il y a une infinité
de n pour lesquels u.—^4-i^c(—f(a,))loga,. Or lin et u^i sont deux

éléments consécutifs de ^3. On choisit Ne avec s — ^ "̂  "n+1. Alors
s^N) == u^i et £t(N) = u^. Maintenant

"^^-rig^ et ^"-pî^

d'où ^^l/j et —f(.0^ n:V2Wn ce q111 démontre le lemme 13.

THÉORÈME 9. — Pour toute constante c, il existe une infinité de « colossally
abundant numbers » N dont le « superabundant number » suivant A est
tel que

A c(loglogN)2
— —— •*• ~i~ — — — — •

V/logN

Démonstration. — On choisit N vérifiant le lemme 13. Comme pour le
théorème 8, on pose A = r N et r = i + t et alors

À Ô

o(A)/.(N) /ry i
^ A / N —\s) 7=^

et, en logarithme,

^plogp^+p^1^'
lOÊ?2 Dce qui entraîne f^c—0^ pour toute constante c. Comme D^logNV/p ^ s

([l], théor. 7), le théorème est démontré.

THÉORÈME 10. — II existe une infinité de « highiy abundant numbers »
qui ne sont pas « superabundant » ^ même Ze nombre de « /n^/ abundant
numbers », compris entre deux « superabundant numbers » consécutifs,
n'est pas borné.

Démonstration. — On sait que le quotient de deux « highiy abundant
numbers » consécutifs N et N* est majoré par

N* i
N ̂ ! + (i-s)logN (yolr ^1' théor- 18)-
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Si l'on choisit N vérifiant le théorème 9, on trouve qu'il y a plus de
c(loglogN)2 \/logN « highiy abundant numbers » compris entre N et A.

THÉORÈME 11. — Soit Q(x) le nombre de « highiy abundant numbers »
inférieurs à x qui ne sont pas « superabundant ». Il existe une constante c
pour laquelle on a Q (x) ̂  c (logrc)3/'2.

Démonstration. — Nous appliquons d'abord le lemme 5. On choisit

log(i+-)
pour X une partie de F^, c'est-à-dire les nombres ——-^——'—<

Y

avec ^ ^p^c, ^ étant un nombre que l'on fera tendre vers l'infini.
2

On a
v £ + ^ i Ci—ïiogi et ^pMogp^^ïogr

l o g ( i + ^
On choisit pour y les nombres de ^3 supérieurs à ————;——•

On a Y = = Y . - î + Y 4 + . . . + Y^. Par un calcul déjà fait au lemme 13,
on sait que Y^ Ys, avec Y3==7r (ri), et

•YT3 T / T \^^'^(^O
logr, log^

soit -—l— ^ . T . ; soit Yi^i/sE, et finalement y^Ca—^r-YÎ^Ogry ^log^ ^ V ^ — 2^g^

/* / r\ î î \ ?

On choisit u == ^-7——^ de telle façon que Y ( -y- + i ) ^- 7-1—;•y log^ Y 4 \ ô ' y — 4 log,

( c \ ^II faut prendre €3^ ^ L ) • On a alors J?^ T~T~:'

Considérons maintenant un nombre s de X pour lequel d(£,^)^u,
et associons à s le « colossally abundant number » N tel que £~(N) == £.
On aura £t—s-^u et e~~—sï^u. Soit T l'ensemble des « colossally
abundant numbers » ainsi construits. On a

.R=Cardr:^———.— 4 logÇ

Soit Ner, et soit A le « superabundant number » suivant N. On pose
r rA == - N , - = î +1 et, de même que dans le théorème 9,s s

a(A)/a(N) /ry-i
^"A/^T- ls / s"'
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T^ et £ - ^ 1 ^-gLs ~p logp—UogÇ'

En logarithme, on obtient

^À^^10^
ce qui entraîne

^c!10^ ^ A^+c^.
~ ^ N- v/Ç

Or le quotient de deux « highiy abundant numbers » consécutifs
JV* T

est ^ ̂  i + (,_^g^ ̂  i + (,_^og^ en désignant par No
le plus petit nombre de ï\ On a, si po est le plus grand nombre premier

divisant No, logNo- po ̂  |. et finalement ̂ ^i + Ç- Entre N et A,
il y a donc au moins c, ̂  log^ « highiy abundant numbers ». Comme
il y a R nombres dans F, on obtient finalement Cg Ç3/2 « highiy abundant
numbers » qui ne sont pas « superabundant ».

Soit x un nombre assez grand. On pose ^ =(i— s) logrr. Alors tous
les nombres N€ r, pour lesquels logN ̂ p^ sont inférieurs à rr, et tous
les « highiy abundant numbers » construits plus haut, sont aussi infé-
rieurs à x. Il y en a c^372 = Co (logrr)3/2.

THÉORÈME 12. — 7Z ms^ une in/ini7e de « colossally abundant

numbers » N ^Zs que^N soit « Tn^/y abundant », où p dé^ne /e pZus
^rand nombre premier divisant N et P son suivant

Le théorème résultera de deux lemmes.

LEMME 14. — Soit un « colossally abundant number » N vérifiant les
propriétés :

^(i+p) ^f^-)
10 8 = ——logP et £+ = ——logD 9 cïest-à-dire N I P et NP sont

« colossally abundant »;

2° P — p < 2 logp;
5 log logp3° £-—£i> pMogp

p
Alors n = , N est « Ti^AZy abundant » pour N û5saz ^nmd.
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LEMME 15. — I I existe une infinité de « colossally abundant numbers »
vérifiant les propriétés i°, 2°, 3° du lemme 14.

Démonstration du lemme 14. — Soit M < n = p N, il faut démontrer
que o-(M) < o-(n).

Si M ̂  N, a(M) ̂  a(N) = !——^ ^(n) < ^(n).

Si M> N, alors on écrit M == ^N avec i < r < p. La proposition 3°s 5 p A A

donne, avec s = £-,

^N) ./rv- :
cr(N) —\sj S2-1--8-

et

'(^N) /PV-- i^(JV) ""^py p''̂ ^^ à cause de la pfop1'1^ Io-
Supposons s^p +i, alors :

^(M)_<^).py^ , <JN)
(̂N) (̂N) —\p} (p+i)^-.-< ^(N) ?

soit a (M) < <7(n).
r)

Reste le cas s ̂  p. Mais comme r < - s, on a alors r < P. Soit À

un nombre premier divisant r, on a / < P, et donc 7 N et A):̂  £^,
donc

cr(M) ./7-V^- i i
cr(N) — \ S/ S^-5" r——a- '

r PMaintenant, comme - < — ? on as p
r> s> P-p

(si ̂ -̂,. »]»IS '̂-±2 °-+ -;-+ ̂ -p =^)' —
^(M) ^[p^-(p—p^-^
^N)--=\pl \ p }

II reste donc à vérifier que les conditions 2° et 3° entraînent

soit
(^r-^;

(^—— ̂ ) log(P —— P) < (E-—— E7) lOgp.
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l o g ( i + ^ )
Soit y(x) = ——^——, on a

^-î^b et ^-^y^-^^210^^^-
Maintenant

S^__3,=3.-__3-+3-__3^A+^§logP^A
P2 P'iogp —p 2

et

(3--£i)log(P-p)^^log(2logp)< 510^ <(s--^)logp,

d'après la condition 3.
Démonstration du lemme 15. — On applique le lemme 5 presque dans

les mêmes conditions que pour le théorème 11. On prend pour X une
log(i+-)

partie de Fa, c'est-à-dire les ——-^——^îavecÇ^p^sÇetP—p <2log^.

On sait alors (voir lemme 6) que X^( i—s) " . On prend pour y

log(^+-)
les éléments de ^3 supérieurs à ——-^——r'^' ^)n a vu (théor- 11)

^ Y=o{î^) et que ̂ F^- on prelld

^ 51oglog(2Q _ loglogg
(aQ^ogaÇ ~cî yiog^ '

On a alors
y(Ï+-)=o(^) et Jî^c,^.

Soit EÇX pour lequel d(s, ^0 =± "» o1! considère le « colossally
abundant number » pour lequel £-(N)==£. Ce nombre vérifie les

propriétés i°, 2°, 3° et, puisque -R^c.o, ——? on peut en construire une
infinité.

Remarque. — On pourrait démontrer un théorème analogue au théo-
rème 9 : II existe une infinité de « colossally abundant numbers » N,
tel que le « highiy abundant number » suivant, N*, vérifie

N* , cloglogN
N ' — 1 ^ (logN)2

Les « highiy abundant numbers » se rapprochent assez des nombres
de g (N). Il doit être possible de leur appliquer les méthodes des théo-
rèmes 6 et 7.
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TABLE NUMÉRIQUE.

Soit pk le Â^"16 nombre premier. En utilisant une définition déjà
donnée en tête de la démonstration de la propriété 8 (chap. 2), on pose :

^,(n)=supj
l(/)^n
/ei4

où H/c est l'ensemble des nombres qui n'ont pas d'autres diviseurs premiers
que pi, p2, . . . , pk.

Pour 2< ^^n^2 a + l—i, on a ainsi ^(p) == 2^.
On peut calculer de proche en proche g?^ par la formule (en posant py^ = q

et p^-i = p)
^ (n) = sup (̂  (n), <y ̂  (n — q), ..., ̂  ̂  (n — g^)).

Les quantités dont on prend le « sup » sont en nombre fini, car on doit
avoir q'n^n.

Enfin, on constate que g(n) == gp(n), pour n^p, et même pour
c \/n logn ̂  p (yofr chap. 2, corollaire de la propriété 11), où c est une
constante que l'on peut encadrer.

La table numérique suivante, pour n^ Soi, a été calculée par l'ordi-
nateur CDC 3600 de l'Institut d'analyse numérique Biaise Pascal de la
Faculté des Sciences de Paris. En fait, la table a été construite
jusqu'à n = 8 ooo.

Si n n'est pas dans la table, si Ho^ îi' < Hi, avec Ho et ni consécutifs
dans la table, g(n) == g(no).

Un astérisque signale les nombres de G (voir les propriétés en tête
du chapitre 3).

Facteurs de g(n). Facteurs de gÇn).

ï

2

*3
4
5

*7
8
9

10

' 1 2

i4
i5
16
i7

^9
23

y w-

I

2

3

4
6

1 2

i5
20

3o
6o
84

io5
i4o
210

420

84o

2

4
2

4

4
2

4
4

4
2

4
8

3

3
3
3

3
3
3
3

5 7
3
3
3

5
5
5
5

7
5 7

5 7
5 7
5 7

n.

25

27
28

^9
*3o
32

34
36
38
4o
4i
42

*43
47

*49
*53

g(
ï
ï
2

2

4
5
9

i3
16
27
3o
32

6o
120

i8o
36o

n).

260

54o
3io
520

620

46o
240
86o
38o
720
o3o
760
o6o
120

i8o
36o

4
4
2

8
4
4
8
4
4
8
2

8
4
8
4
8

9

3
9
3
3
3
9
9
9
3
9
3
3
9
9

5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5

7
7 il
7 il
7
7 il
7
7 il
7 il
7
7 il
7 il
7
7 il
7 il
7 il
7 il

i3

i3

i3
i3
i3
i3
i3
i3
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Facteurs premiers de g(n).

57-

58
59
6o
62
64
66
68

*70
72
76
77
78
79
83
85

*89
93
95
97

101

102

io6
108
112

n8
120

126

128

i3o
i3i
l32

i33
i35
137
139
i4 i
i43
i49
i5i
157
159
161

yw-
47l
5io
556

I 021

i i 4 i
2 042

3o63
3 423
6 126
6846
8953
9^99

12 252

19^99
38798
58 198

n6 396
i4o 900
i 5 7 4 7 7
232 792
28l 801

446 i85
892371

i 338 557
2 677 114
3375492
5 354 228
6750984
7 2i6 569
8 172 244

12 939 386
i3 385 572
i3 83i 757
25 878 772
38 8i8 159
4 i 4 9 5 2 7 3
77 636 3i8
82 990 547

i55 272 637
165981 095
209 280 5i i
232 908 956
388 i8i 593

240

5io
920
020

i4o
o4o
060
420

120

84o
56o
690
240
38o
760
i4o
280
760
320

56o
520

74o
48o
220

44o
120

88o
240

36o
080
46o
200

94o
920

38o
820

760
64o
520

280

44o
280
8oo

8
2

8
4
4
8
4
4
8
8
8
2

i6
4
8
4
8
8
8

i6
16

4
8
4
8
8

i6
16
i6
16

4
8
4
8
4
4
8
8

i6
16
i6
8
8

9
3
9
3
3
3
9
9
9
9
9
3
9
3
3
9
9
9
9
9
9
3
3
9
9
9
9
9
9
9
3
9
3
3
9
9
9
9
9
9
9

27
9

5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5

25

5
5
5
5
5
5
5
5
5
5

25

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7

11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3

i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3
i3

i7
i7
i7
i7

i7
17

17

17
17
17
17
17
17
17
17

17
17
i7
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17
17

^

i9

19
19
19

19
19
19
19

19
19

i9
19
19
19
19
19
19
19

19
19
19
19
i9
i9
19
19
i9
19
19
19
19

23

23

23

23

23

23

23

29
23

29
3i

23 29

23 29
23

23 3i
23 29

23 29

23 3i
23 29

23 3i
23 29

23 3i
29 3i

23 29

23 29



ORDRE MAXIMAL. 189

^ ^t ĵ.

r̂ » r~^ i^ c^» c ^ c ^ c ^ » t^ c ^ O t C ^ » o»
ro ^ ~^> c o r o c o c o ro c o c o c o c o

co r o c o c o r o ro « ^ c o c r s c o i r o r o c o c ^ r o c ^ c ^ c ^ c ^ c O t ^ c ^ c o c o r o

Csc0 C T s C T s C T s C T ï O ^ O ^ O ^ C T ï O ' s O ^ C s O ' s O i O ^ O s C T s O ^ O s C T ^ o ^ C T s o ^ C T ï f f s
es c s c ' i c s c s c s c s c s c s c s c s c ^ ] c s c s < ^ c s c s c s c s c s ( ? l c s c s l c s c s c ^ l
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