Présentation der polynomialen Poisson-Algebra auf der
2-Sphére

von
Klaus Niederkriiger

Diplomarbeit im Mathematik
vorgelegt der

Fakultédt fiir Mathematik, Informatik und Naturwissenschaften

der Rheinisch-Westfilischen Technischen Hochschule Aachen

im Dezember 1999

angefertigt am
Lehrstuhl B fiir Mathematik
bei Prof. Dr. W. Plesken



Inhaltsverzeichnis

1 Die Poisson-Algebra auf der 2-Sphire
1.1 Symplektische Struktur . . . . . ... L L
1.1.1 Hamiltonsche Vektorfelder . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
1.1.2 Die Poisson-Algebra . . . . . . ... L
1.1.3 Folgerungen fiir den Spezialfall der 2-Sphére. . . . . . .. ... .. .. ...
1.2 Darstellungstheoretische Betrachtungen . . . . . . .. . ... ... .. ... ....
1.2.1 Die Kugelflichenfunktionen . . . . . . .. .. ... ... ...
1.3 Die Struktur der Poisson-Algebra . . . . . . ... ... ... oL,
1.3.1 Erzeuger der Poisson-Algebra . . . . . . ... ... ... oo 0oL,

2 Die Prisentation der (polynomialen) Poisson-Algebra auf der 2-Sphiire
2.1 Die Relationen . . . . . . . . . . . e
2.2 Bewels . . . ... e
2.3 Endgiiltige Form der Présentation . . . . ... ... .. ... ... .. .. ...

A Algorithmus zur Zerlegung in harmonische Anteile
A1 Der Algorithmus . . . . . . . ...
A.2 Eine Implementierung mit Maple . . . . . . . . . . . .. .. ... ...

B Algorithmus zum Bilden einer Normalform in freien Lie-Algebren
B.1 Hall-Systeme . . . . . . . . . e
B.2 Eine Normalform fiir Lie-Ausdriicke . . . . . . . .. ... ... ... .. ......
B.3 Rechnen in Prédsentationen . . . . . . . . .. .. L

Literaturverzeichnis

Erkldrung

© 00~ =1 O U i

36
36
37

39
39
39
41

43

44



Einleitung

In dieser Arbeit wird eine endliche Présentation der polynomialen Poisson-Algebra auf der 2-
Sphiire ausgerechnet. Dazu benutzt man in der Hauptsache die Darstellungstheorie der s0(3) bzw.
5[(2,C). Nachdem man eine endliche Erzeugermenge fiir die Poisson-Algebra gefunden hat, geht
man zur freien Lie-Algebra auf diesen Elementen iiber. Man gibt dieser abstrakten Algebra mehr
und mehr Relationen, die man aus der Poisson-Algebra {ibernimmt, bis man glaubt geniigend viele
Gleichungen gefunden zu haben. Dass diese Relationen ausreichen, wird anschlieSend gezeigt.

Die gefundene Présentation hat die Erzeuger {X,Y, Z;G1, G2, Gs,G4,Gs}. Die ersten drei
Elemente entsprechen den Polynomen z,y, z, die anderen fiinf entsprechen den Kugelfunktionen
vom Grad 2.

Man benétigt insgesamt 20 Relationen, von denen aber die meisten eine anschauliche Bedeu-
tung haben:

e Drei Gleichungen identifizieren einen drei dimensionalen Unterraum des Produktes [G;, G;]
mit den Erzeugern X,Y, Z.

e 15 Relationen dienen dazu, den Erzeugern G bis G5 eine Modulstruktur bzgl. X,Y, Z zu
geben.

Mit diesen Bedingungen wird die Lie-Algebra zum so0(3)-Modul und die Erzeuger X,Y, Z werden
zu einer Unteralgebra, die isomorph zur so(3) ist.

Nun benotigt man lediglich noch zwei weitere Relationen. Eine bildet einen Untermodul in
der dritten Schicht der Prisentation auf Null ab, die andere identifiziert einen fiinf dimensionalen
Untermoduln in der gleichen Schicht mit den Erzeugern G bis Gs.

Zum leichteren Umgang mit der freien Lie-Algebra wurde noch im Rahmen dieser Diplom-
arbeit ein Computerprogramm entwickelt, das Ausdriicke in dieser Algebra in eine Normalform
transformiert und es einem so erlaubt viele Probleme auf die lineare Algebra zuriickzufiihren (s.
Anhang B).

Ich mochte mich bei meinem Vater bedanken, der mir das Studium erméglicht hat. Herrn Prof.
Plesken danke ich fiir seine Geduld und die Betreuung bei diesem Problem. Mein Dank gilt auch
meinen Kollegen und Freunden am Lehrstuhl, insbesondere danke ich Mohamed Barakat, Gabriele
Nebe und Tilman Schulz.



Kapitel 1

Die Poisson-Algebra auf der
2-Sphéare

Abschnitt 1.1 gibt einen knappen Einstieg in das Gebiet der symplektischen Geometrie. Dabei
beschrénkt er sich hauptséchlich auf Definitionen. Man kann dies z.B. in [1] nachlesen.

Abschnitt 1.2 zitiert die wichtigsten Resultate der Darstellungstheorie der so(3). Eine ausfiihr-
lichere Einleitung in dieses Thema findet man in [4].

Das Hauptergebnis von Abschnitt 1.3 ist das Auffinden einer endlichen Erzeugermenge der
Poisson-Algebra auf der Sphére.

1.1 Symplektische Struktur

Die 2-Sphire trigt in den Texten der einfithrenden Mathematik eine metrische Struktur, die
durch die Einbettung der S? in den 3-dimensionalen euklidischen Raum vererbt wird. Weniger
bekannt ist, dass diese riemannsche Metrik eine symplektische Struktur auf der Kugel induziert.
Eine symplektische Struktur auf einer Mannigfaltigkeit ist eine geschlossene, nicht-entartete 2-
Form. Z.B. gibt die Volumenform € der S? eine solche Struktur.

Zunichst werden einige grundlegenden Ergebnisse der Theorie symplektischer Mannigfaltig-
keiten zitiert:

1.1.1 Hamiltonsche Vektorfelder

Eine symplektische Struktur Q auf M bildet — wie in der riemannschen Geometrie die Metrik —
einen natiirlichen Isomorphismus zwischen den Vektorfeldern V(M) und den 1-Formen A'(M). Im
folgenden ist XT die zu einem Vektorfeld X gehorige 1-Form X T := ixQ und wy das zu w gehorige
Vektorfeld mit w = iy, €.
Ein Vektorfeld Xy € V(M) auf M heisst hamiltonsches Vektorfeld zu einer Energie-
funktion H : M — R, falls
ix,2=dH

bzw.
dH = X},

gilt.
Man sieht leicht, dass die Energiefunktionen H auf den Trajektorien (¢) des zugehorigen
Vektorfeldes X g konstant ist:
d
ZHO(1) = Xy (H) = dH(Xy) = X}, (Xu) = Xg, Xn) =0. (11)
Dass zu jeder Funktion H : M — R ein hamiltonsches Vektorfeld existiert ist offensichtlich:
XH = (dH)T



Umgekehrt gilt die Aussage natiirlich nicht. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer
Energiefunktion H zu einem Vektorfeld X lésst sich durch die Gleichung

d(XT)=dodH =0

finden. Lokal existiert zu jedem Vektorfeld, das obige Gleichung erfiillt, eine Energiefunktion H.
Um die globale Existenz sicherzustellen muss die Mannigfaltigkeit M einfach zusammenhéngend
sein.

Man bezeichnet die Hamiltonschen Vektorfelder auf M mit Ham(M).

1.1.2 Die Poisson-Algebra

Die Vektorfelder bilden mit der Lie-Klammer eine Lie-Algebra. Dies rechnet man leicht nach.
Andererseits induziert die symplektische Struktur auf den 1-Formen in natiirlicher Weise eine
isomorphe Lie-Algebren-Struktur durch die Einfiihrung der sogenannten Poisson-Klammern, die
definiert sind durch

{w,n} = —[w ]t Yo, p e AY(M). (1.2)

Wegen der Identitét (WT)T = w, erfiillt die Poisson-Klammer die Lie-Algebren-Eigenschaften. Das
Vorzeichen auf der rechten Seite der Gleichung muss aus Konsistenzgriinden fiir die Definition der
Poisson-Klammer fiir Funktionen (s.u.) dort stehen. Der Lie-Algebrenisomorphismus ist durch

X — —xf
gegeben.
Man kann die Poisson-Klammer auch durch
{f,9} == Q((df)+, (dg)+)- (1.3)

auf Funktionen f,g: M — R erweitern.

Dies macht den Raum der Funktionen zu einer Lie-Algebra. Dass die Poisson-Klammer glat-
te Funktionen als Bild glatter Funktionen liefert ist klar, ebenso die Antisymmetrie. Lediglich
die Jacobi-Identitét bleibt nachzurechnen, wobei man die Gleichung {f,g} = Q((df)s, (dg);) =

df ((dg);) = (dg);(f) = L(ag), [ benutzt:

{f:{g:ht} +{g.{n, }}
HhAf, 9}y = —Lar{g.h} — Lagi Ay £} + Liagran b
= Lap Lag,h — Lag, Lagh + Lagy.gyh
[‘Cdf“r ) ‘CdQT] h+ L"d{f,g}fh
= (E[dfmdgf] + Ed{f,g}f) h
= dh(d{f g}+ —{df.dg}})
= Q(dhy, (d{f,g} —{df,dg})t)

Es bleibt also zu zeigen, dass d{f, g} — {df, dg} verschwindet. Dazu stellt man folgende Rechnung
auf, wobei man die Exaktheit der symplektischen Form und die Notation X; = (df); benutzt:

(dQ)(Xy, Xg,Y) = Xp(QXy,Y)) + X (Y, X)) + Y (QUXy, X))
- ([vang Y) - Q([X.(N Y]vxf) - Q([Yv Xf]ng)
= Xp(dg(Y)) = Xg(df (V) + Y({ [, 9}) + Q{df, dg}+,Y)
+df ([Xg,Y]) + dg([Y, X¢])
= X;(Y(9) - X,(Y(f)) +d({f,91)(Y) +{df, dg}(Y)
+[Xg, Y]f = [Xy,Y]g



= ({fvg})(Y)+{df7d9}(Y)+X (Y(9)) = Xy (Y(£))
Xy(Y(f) = Y(Xy(f) = X5 (Y(9)) + Y (Xs(9))
= ({fyg})(Y)Jr{dfydg}(Y) Y(df(Xg)) + Y (dg(Xy))
= d{f,g)(Y) +{df,dg}(Y) = Y(Q(Xy, Xg)) + YV (X, X))
{df,dg}(Y) —d({f,9})(Y) =0

Man sieht auf diese Art und Weise nicht nur, dass die Funktionen mit ,,der* Poisson-Klammer
eine Lie-Algebra bilden, sondern man erhélt durch die &uflere Ableitung und die Gleichung

d{f,g} = {df.dg} (1.4)

einen Lie-Algebren-Morphismus zwischen A°(M) und A!(M). Beschrinkt man sich auf einfach
zusammenhéingende, symplektische Mannigfaltigkeiten, dann gilt die folgende exakte Lie-Algebren-
Sequenz

0— R - (M) -5 Ham(M) — 0
wobel man die Hamiltonschen Vektorfelder mit den exakten 1-Formen durch den oben erwahnten

Isomorphismus identifiziert. Insbesondere erkennt man hier, dass die Hamiltonschen Vektorfelder
eine Unteralgebra aller Vektorfelder bildet.

1.1.3 Folgerungen fiir den Spezialfall der 2-Sphire

Es wird nun die symplektische Theorie auf der 2-Sphére betrachtet. Wie anfangs bemerkt handelt
es sich bei der 2-Sphire um eine symplektische Mannigfaltigkeit bzgl. der Volumenform.

Die Untersuchungen in den folgenden Kapiteln werden nicht mit den Funktionen aus JF(S?),
sondern mit deren Erweiterungen auf R? durchgefiihrt werden.

Es ist ndmlich moglich folgendes einfaches Verfahren anzugeben, um die Poissonklammern
zweier Polynome auf R? auszurechnen, die auf die 2-Sphére eingeschrinkt worden sind.

1. Fiir die Einschrankung der Funktionen z,y, z gelten folgende Beziehungen

{z,y} =2, {y,z} =2 und {z,2}=uy.
Man sieht, es handelt sich um eine Unteralgebra der Poisson-Algebra, die isomorph zur so(3)
ist.
Beweis: Es wird hier nur der erste Fall gezeigt. Die anderen sind vollkommen analog. Wir
benutzen im Beweis Kugelkoordinaten.

{z,y} = {singsinb, cospsinf} = Q(dxy,dy;)
= sinfd¢ A df( sin¢cosdb; + cos ¢sinf dey,
cos ¢ cos 0 dfy — sin ¢ sin 6 de; )
= —sin®0cosOdp A dO(Xg, Xy)
1 0 1 3)

— _ain2 - - __- =
= sin“ 6 cos 0 do A df <sin98q§’ S0 90

= cosf ==z

Man sieht, dass das Rechnen mit Koordinatensystem eine duflerst unangenehme Angelegen-
heit ist. Mit der hier vorgestellten Methode kann man solche Probleme umgehen.

2. Fiir festes fo und beliebige Funktionen g, h gilt folgende Regel

{fo,gh} = {fo, g}h + g{fo, h}.



Beweis: Mit der Leibnizregel fiir die duflere Derivation auf Formen und der C°°(M)-Linearitét
der Zuordnung zwischen Formen und Vektorfeldern, sieht man obige Gleichung sofort:

{fo.gh} = Q((dfo)t,d(gh)s)
= Q((dfo)t, (hdg + gdh);)
= Q((dfo)t, h(dg)t + g (dh)y)
= {fo,gth+g{fo,h}.

Mit dieser Methode ist es nun klar, dass man fiir Polynome die Poisson-Klammer schnell aus-
rechnen kann. Im Beweis von Punkt eins hat man auch gesehen, wie mithsam das Rechnen mit
Koordinatensystemen ist.

Einzig unbefriedigend ist, dass man diese Methode nur fiir die Einschrinkung von Polyno-
men benutzen kann (deren zugehérige Polynomfunktion man kennt). Auflerdem sind die zu einer
Funktion passenden Polynome nicht eindeutig. Man kann SchlieBlich jedes Polynom mit r? multi-
plizieren, ohne dass sich an seiner Einschrankung auf die Sphére etwas &ndert.

Beide Einschrinkungen werden im folgenden Kapitel untersucht und fiir theoretische Betrach-
tungen gelost werden. Erstere durch die Feststellung, dass die Polynome eine Basis des Funktio-
nenraums bilden und letztere durch Suchen eines Vertreters fiir die ganze Klasse, die man in Form
der harmonischen Polynome findet.

1.2 Darstellungstheoretische Betrachtungen

Dieser Abschnitt soll einen kurzen Uberblick iiber die Darstellungstheorie der Lie-Gruppe SO(3)
geben. Man kann das hier skizzierte nachlesen in [4].

1.2.1 Die Kugelflichenfunktionen

Man kann ein beliebiges, homogenes Polynom f € R[z,y, z] in folgender Art eindeutig zerlegen

f=fon+72fona+-+7"f

bzw.
f=fonir +7° fona + -+ f1,

je nachdem, ob f Grad 2n oder 2n+1 hat. Die f; sind eindeutig bestimmte homogene harmonische
Polynome vom Grad i (harmonisch bedeutet, dass sie im Kern des Laplace-Operators A = 92 +
92 + 02 liegen).

Im Anhang A wird ein Algorithmus erklért, der diese Zerlegung berechnet.

Die harmonischen Polynomfunktionen bezeichnet man auch als die Kugelflichenfunktionen.
Sie sind aus folgenden zwei Griinden wichtig:

1. Schrénkt man die Polynome R[z, y, z] auf die 2-Sphére ein, bilden die Kugelflichenfunktionen
ein Vertretersystem. Die Einschrankung der Polynome auf die Sphére liegt zudem dicht in
C>(S?).

2. Auf den Polynomen Rz, y, z] operiert die orthogonale Gruppe SO(3) in natiirlicher Weise.
Die homogenen Kugelflichenfunktionen von einem festen Grad n bilden einen irreduziblen
SO(3)-Modul der Dimension 2n+1. In den harmonischen Polynomen findet man genau einen
irreduziblen Untermodul von jedem Isomorphietyp, den die SO(3) als endlich-dimensionale
SO(3)-Darstellung zulisst.

Die Gruppenoperation induziert eine Darstellung der Lie-Algebra so(3). Dies ist insbesonde-
re deshalb wichtig, weil sich die Lie-Algebra komplexifizieren lidsst. Man erhiilt so die s((2,C).



Die komplexifizierten Kugelflichenfunktionen bilden dann einen s((2, C)-Modul. Er zerfillt in ir-
reduzible Untermoduln, die aus den (komplexifizierten) homogenen Polynomen von festen Grad
bestehen.

Die endlich-dimensionalen s((2, C)-Moduln haben eine einfache Struktur: Man wihlt zunéchst
in der sl(2,C) eine Basis {E_, H, E; }, deren Elemente folgendermafien mit einander verkniipft
werden:

[H,Ey] = Ey
[HE_] = -E_
[Ey,E_.] = —2H

Eine Wahl dieser Elemente kénnte hier lauten:
Ei=2x+1y, FE_=x—14yund H =iz,

wobei die Lie-Klammer natiirlich die Poisson-Klammer ist.

In einem endlich-dimensionalen, irreduziblen Modul lésst sich eine Eigenvektorbasis bzgl. H
wéhlen. Die zugehorigen Eigenwerte reichen entweder von —n bis n oder von —n + % bis n — % In
beiden Fillen sind alle Eigenwerte einfach. Die Dimension solcher Moduln betrégt 2n bzw. 2n — 1.
Wendet man auf den Eigenvektor zu ¢ das Element E an, landet man im Eigenraum zu i+ 1 (oder
im Nullraum, wenn ¢ zu grof} ist), wendet man auf diesen Vektor E_ an, landet man entsprechend
im Eigenraum zu ¢ — 1 (oder im Nullraum).

Zu jeder natiirlichen Zahl n € N gibt es genau einen irreduziblen n-dimensionalen sl(2, C)-
Modul.

Die Kugelflichenfunktionen enthalten nur die Moduln mit ganzzahligen Eigenwerten (bzw.
ungerader Dimension).

1.3 Die Struktur der Poisson-Algebra

Die Darstellungstheorie erlaubt es, wichtige Ergebnisse iiber die Struktur der Poisson-Algebra zu
finden.

Dazu wird im folgenden oft von den harmonischen Polynomen stellvertretend fiir deren Ein-
schrankung auf die Sphére gesprochen. Dies sollte nach dem oben Gesagten beim Leser zu keiner
Verwirrung mehr fiihren.

Die Poissonklammer sieht fiir die beiden Monome 2'y? 2* und z!y™2" folgendermafen aus:

{aty?2F alymar) =ity M aly ™y gty Ty ety

hatyl 2z aly™m )

= Az, aly"™2"} - 9, (a"y? 2F) + {y, 2y 2"} - 9, (a'y 2N +
+{z,xlymz"} . 3z(xiyjzk)

= {2} 0u(a’y/ ") - O (aly™2") + {x,y} - Ou(a’y? %) - O, (aly™2") +
+H{a, 2} Op (' 2F) - 0, (aly™2") +
+Hy,z} - ay(g;iyjzk) Oy (aly™2") + {y, y} - (%(xiyjzk) ~3y(9:lymz") "
oo {z, 2} - 0. (2t 27 - B, (aly™ ™)

axiyjzk axlymzn
Z {o, B} - .
a,Be{z,y,z} da 90

Da die Poissonklammer bilinear ist, kann man also fiir zwei beliebige Polynome f, g, die Pois-
sonklammer ausdriicken durch

T D DR O B -1

a,pe{z,y,2}



In dieser Schreibweise sieht die Poissonklammer sehr einfach aus, allerdings ist das Ergeb-
nis der Verkniipfung zweier Kugelflichenfunktionen im allgemeinen nicht mehr harmonisch. Da
diese Vertreter fiir die Funktionen auf der Sphére sind, muss man, um konsistent mit den Kugel-
flichenfunktionen zu rechnen auf der rechten Seite der obigen Gleichung eine Projektion auf den
harmonischen Anteil nachschalten (s. Anhang A).

Aus der obigen Gleichung kann man aber immerhin folgendes Ergebnis extrahieren:

Lemma: Seien f, g jeweils homogene Kugelfliichenfunktionen vom Grad i bzw. j. {f, g} ldsst sich
durch ein harmonisches Polynom darstellen, dessen Grad maximal ¢ + j — 1 betrégt. Die Differenz
zwischen dem Grad der einzelnen Monome und dem Maximalgrad ist eine gerade Zahl.

Beweis: Die Projektion eines Polynoms auf seine harmonischen Anteile kann dessen Grad
nicht vergréflern. Das Ergebnis der Poissonklammer von f und g besteht aus Termen der Art
{a,3}0af03g. In 1.1.3 wurde gezeigt, dass die vordere Klammer die Regeln der so(3) erfiillt: Sie
liefert also Terme vom Grad eins. Die beiden hinteren Faktoren liefern Terme vom Grad i — 1
bzw. j — 1 oder Null. Die harmonischen Anteile eines homogenen Polynoms fallen jeweils in zweier
Schritten des Grads ab. q.e.d.

Fiir die Herleitung der Prisentation ist es wichtig Erzeuger fiir die Poisson-Algebra zu finden:

1.3.1 Erzeuger der Poisson-Algebra

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Kugelflichenfunktionen vom Grad 2 die ganze
Poisson-Algebra generieren.

Lemma: Die Poisson-Klammer ist mit der so(3)-Operation vertriglich.

Beweis: Es soll die Vertriiglichkeit nur fiir die Operation vom Element Z € s0(3) nachgewiesen
werden. Da alle Elemente der Lie-Algebra gleichwertig sind, reicht dies auch aus.

Z operiert auf R3 durch die Matrix

0 10

-1 0 0

0 00

Dementsprechend ist die Darstellung von Z auf F(M) das Vektorfeld z9d, — y9,. Ein Monom
2yl 2P geht also in i(—y)xt "ty 2k + jaiayi 1k = (j2? — iy?)ai "y ~12F {iber. Man muss die
Gleichheit der folgenden beiden Terme

Z {m“lyblzcl,xazybzzcg} = Z(((a1b2 — agb1)2? — (ayca — crag)y?

+(b102 _ Clb2)x2)xal+a271yb1+b271261+0271>

und

{Z(xalyblzcl ), xazybgzc2} +
4 {xalyblzcl’ Z(x“2yb22C2)} _ {(b1x2 _ a1y2)xa171yblflzcl’xagyb2zc2} T
+ {xalyblzq’ (boa? — a2y2)xa2—lyb2—lzc2}
priifen. Die Rechnung ist lang und erfordert keine besonderen Einfélle, deshalb sei hier nur fest-

gehalten, dass die beiden Ausdriicke in der Tat gleich sind. q.e.d.
Die gerade gezeigte Aussage ermdoglicht das folgende Lemma.



Lemma: Die Poisson-Klammer bildet einen so(3)-Morphismus vom Tensorprodukt H(R?) @
H(R3) in den Raum H(R?), wobei mit H(R?) die Kugelfliichenfunktionen bezeichnet seien.
Beweis: Die Poisson-Klammer bildet f ® g auf {f, g} ab. Sei X € s0(3).

X({,Yfeg) = X{f.g}={Xf.g}+{f Xg}

- HEXH @ +{,}fo(Xg)
= L HXfHeg+ fe(Xg)

{H X (f®g) q.e.d.

Fiir die sl(2,C) kennt man die Zerlegung des Tensorproduktes irreduzibler Moduln in eben-
solche. Dies legt es nahe, die Kugelfliichenfunktionen zu komplexifizieren und als s((2, C)-Modul
zu betrachten. Die in diesem Abschnitt bisher gemachten Folgerungen gelten weiterhin, denn die
durchgefiihrten Rechnung sind C-linear.

Die Zerlegung des Tensorproduktes der irreduziblen s[(2, C)-Moduln V; und V;, wobei der Index
den hochsten H-Eigenwert in diesem Raum bezeichnet (siehe oben), lautet

Das Lemma von Schur sagt, dass das Bild eines irreduziblen Moduls unter einem Morphismus
entweder zu diesem Raum isomorph oder Null ist.

Nun hat man alle Voraussetzungen gesammelt, um zu zeigen, dass die (komplexifizierten) Ku-
gelfliichenfunktionen vom Grad 2 Hz(R?) die ganze (komplexifizierte) Poisson-Algebra erzeugen.

Man bilde die Poisson-Klammer aus Ho(R?) mit sich selber. Aufgrund der Zerlegung des Ten-
sorproduktes kann sich fiir das Bild maximal

H1(R?) @ Ha(R?) @ H3(R?)
ergeben.

Lemma:
{H2(R?), H2(R?)} = 1 (R?) & H3(R?).

Beweis: Es reicht im Bild der Poisson-Klammer je ein Element zu finden, das in H; (R3) bzw.
H3(R3) liegt. Mit dem Schurschen Lemma folgt dann nimlich, dass das Bild nicht Null ist, also

dass der ganze irreduzible Modul im Bild liegt. Man berechne die Klammer aus f = 222 — y? — 22
und g = 2y% — 22 — 22,
{f.9} = 36zyz.

Hierbei handelt es sich um ein harmonisches Polynom, man hat also ein Element aus Hz(R?)
gefunden. Nun bildet man z.B. die Klammer aus f = zy und g = yz. Man erhélt

2
r
322y + 3y2? —293) — — .

{f.9} =2y+yz> —¢* = 5

o] Do

Die harmonische Zerlegung zeigt, dass ein Teil des Ergebnisses in H;(R?) liegt. Aus Dimensi-
onsgriinden folgt, dass Ho(R3) nicht im Bild liegt. Das antisymmetrische Tensorprodukt eines
5-dimensionalen Vektorraumes mit sich selbst hat ndmlich Dimension 5-(5—1)/2=10=3+7
und die Poisson-Klammer ist antisymmetrisch. q.e.d.

Lemma: Die Poisson-Klammer aus Ha, (R?) und Hz(R3) enthélt Ha,y1 (R?).
Beweis: Es reicht erneut aus die Existenz eines Elements aus Ha,+1(R3) im Bild zu zeigen.
Das folgende Polynom liegt in Hs, (R?)

n

% 1 1 7 n—1
fon =2 (1) (2(n — i)l 47(i!)? (@ 4?20,

=0

10



Um dies zu zeigen benutzt man die Formel
A +y?) = (92402 + )
= j(@® + 9?2 4+ 0,5(0” + ) Ny
= 2(2® +y*) 7+ 2ju(j - (@ + ) 2
+2j (2% + %) + 25y (5 — 1)(2® + v7) P2y

= 4@+ 7)Y+ 450G - D"+ 7)Y

— 4j2($2 _|_y2)j71
und rechnet dann nach

- , 1 1

n — 1)) 47(i!)?

A fon Az + y2)iz2(n—i)

Il
L[]
i
|
—
=
<
—
©
=

B g(_l)i (2(n1— 0)! 42’(1!)2 (2002 + 92)(a + y?)' +

+(@? + yz)iafzﬂ”*i))

_ g(—lf (g(nl_ 7 42»(1!)22(71 @ — i) — 1)(a 4 ) 2D
" i(_ly (2(n17 i))! 41‘(11)2 4% (a® +y?)' 1200
- :j(l)i 2(n —12' —1)! 41‘(1!)2 (22 4 y2)iz2n=i=D)
SO
- j_:(—l)i 2(n _1¢ EENNPUAE (22 4 y?) 2=
" ::(_I)M (2(n — (1i + 1)) 4i+-1((g i 1—1)1)2 (a2 + ) A
- jz_;(_l)i (2(n _1¢ —1)! 41(1!)2 (22 + y?)izH =i
B :}_1)1 (2(n —11 —1)! 41(;)2 (2% +y?) 22D
=0

Zur Vereinfachung der Rechnung fithrt manfolgende Substitutionen durch (auf der Sphire gilt
natiirlich die Gleichung 22 + y2 + 22 = 1)

n

) 1 1 ‘ ‘
n = —1)* : 2 2vi 2(n—1i)
P! Eﬁo( ) (2(n — 1)) 47(i!)2 &T_iy_)/z
- (1—22)¢
= E E —1 1+7 <Z> - — ZQ]ZQ(n_Z)
i=0 j—o( : J) (2(n —i))t4i(i!)2
n 7
= (—1)t 1 ‘ 1 (ki)
i=0 =0 (2(n —))! 47151 (i — j)!
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Man bildet nun die Klammer {E, f5, E_ fa, }. Dabei benutzt man
E. 2" = {zx+iy, 2"} =nz""(iz —y)
B 2" = {r—iy, 2"} =—nz""'(iz +y)

und erhélt fiir £ fo den (harmonischen) Ausdruck 2z(iz — y). Insgesamt wird die Rechnung also

n

. j 3 1 (n j
{3/2- 2(ix —y), E_ fon} 2 (=1) +162(2( NG — k) {z(iz —y), B2}
= 3 —2(n+k—j)

(—1)7** {z(iz —y), (iz + )2 HED 1y

2(2(n — 7)) 475k1(5 — k)!

3

k41 3 n+k—j) , - 2(ntk—5)—1
-1y (Q(nj))!4§'j!k!(j —Jk)l{z(“”‘y)’(’“y)z( el

<.
Il
o

<
I
o
=~ >~ £
<] (STl <o <.
(=) (=) o

3

ka1 3 n+k— )
P Gy (0~ i)+

+2(n + k- j) — 1)(iz + y){iz — y, 2}) 22 TR 71

<
Il
=
B
Il
<

3

[
M~

: 3 n+k—
(—1)i+k+1 (2(n—j))'4§j'k'(,] —jk)) (22% + (ix

—(2(n+k — §) — D) (iz + y)(x + iy)) 22" Hr) =1

—y)iy —x) -

<

I
=
=~

I
<

3

|
M~

Jr 3 (n+k—j) 2
(= (2(n — §)) 4511 — k) (="~

—2i(n+k — j) (a® + y?) ) L2 T~
N——
=1—22
3 (n+k—j)
(2(n =)' 471k — K)!

(21 +i(n+k — 5)) 2=+ _94(n 4 | — 5)22n TR0

<
Il
<
=~
Il

0

(—1)Hh+1

I
M~

<
Il
=
B
Il
<

Fiir das, was zu zeigen ist, spielen nur die Terme von maximalem Grad eine Rolle. Man muss
das soeben erhaltene Ergebnis noch auf die harmonischen Anteile projizieren, dabei kann aber
der Grad nur verkleinert nie vergroflert werden. Es soll bewiesen werden, dass die Terme von
maximalen Grad einen Anteil in Hay, 1 1(R?) besitzen.

n

3 n n 1
2]+1 i . 2 1 N _2n+1 — _6 1 2n—+1
2V G T 20 ) n{l +in)z ZO )i jl!

7=0
Der Koeffizient von 2271 ist also ungleich Null. Wenn 2271 keinen Anteil in Ha, 1 (R?) héitte,
lieBe es sich durch eine Polynomdivision mit 2 = (22 +y2 + 22) teilen. Dies ist aber nicht der Fall.

q.e.d.
Analog muss man das gleiche Lemma fiir die ungeraden Kugelflachenfunktionen zeigen:

Lemma: Die Poisson-Klammer aus Ha,1(R?) und Ho(R?) enthiilt Hay, yo(R3).
Beweis: Man muss die Existenz eines Elements aus H2n+2(R3) im Bild zeigen. Das folgende
Polynom liegt in Ha, 41 (R?)

n

i 1 1 €T
f2n+1 = Z(il) (2(n _ Z))' 41(2')2(

=0

2, y2)iz2(n7i)+1.
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Man rechnet nun mit dieser Funktion alles analog zu oben aus. q.e.d.

Fazit: Mit Induktion schliefit man jetzt, dass die Kugelflichenfunktionen von Grad 2 mit der
Poisson-Klammer alle anderen harmonischen Polynome erzeugen.

Man hat also eine Lie-Algebra mit fiinf Generatoren, in der zu jedem n € Ny genau ein
irreduzibler sl(2, C)-Modul der Dimension 2n + 1 liegt. Die Verkniipfung des irreduziblen Moduls
Haont1(R3) bzw. Ha, (R?) mit Ho(R3) enthiilt Hayio(R?) bzw. Hay,p1(R3) als irreduzible Moduln
maximaler Dimension.

Die gerade gemachten Aussagen werden sich als die fundamentalen Kriterien im folgenden
Kapitel herausstellen. Sie ermoglichen es die Isomorphie zwischen der Poisson-Algebra und der
dort vorgestellten Prasentation zu zeigen.
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Kapitel 2

Die Prisentation der
(polynomialen) Poisson-Algebra
auf der 2-Sphéare

In Abschnitt 2.1 wird ein moglicher Kandidat fiir die Présentation der Poisson-Algebra “hergelei-
tet”. In der folgenden Sektion wird bewiesen, dass die in 2.1 gefundenen Relationen ausreichend
sind.

2.1 Die Relationen

Man betrachtet zunéchst einmal die freie Lie-Algebra mit den fiinf Erzeugern
F__,F_,FQ,F+ und F++.

Diese fiinf Elemente sollen den fiinf-dimensionalen Modul bilden, der in der Poisson-Algebra
aus den harmonischen Polynome vom Grad 2 besteht (s. 1.3).

Fy entspreche dabei dem im Kern von H liegenden Element 2% — 1/2(x? + y?). Die iibrigen
Erzeuger seien die Gegenstiicke der durch folgende Definitionen festgelegten Polynome:

F_:=F F, F _:=FEF_, F,:=E(Fyund Fy, :=FE,F.

Es gilt nun die freie Lie-Algebra durch Relationen so zu verformen, dass sie zu der Poisson-
Algebra isomorph wird.

Das Produkt der Erzeuger untereinander bildet eine Schicht der Dimension 10 (5-4/2). In der
Poisson-Algebra zerfallen diese Produkte in die harmonischen Polynome vom Grad 3 (also einem
7-dimensionalen Modul) und den Polynomen vom Grad 1 (also einem 3-er Modul).

Die ersten gewéhlten Relationen werden es ermdoglichen, der présentierten Lie-Algebra die
5[(2, C)-Modul-Struktur zu geben, die man auch im Vorbild wiederfindet.

Man geht von folgenden Beziehungen aus, die man der Poisson-Algebra entnommen hat und
deren dortige Giiltigkeit man leicht nachrechnet:

2[F+,F_] + [F++,F__] - —36H
6[Fo, Fy] + [Fo, Fyy] = 18E4
6[Fy, F_| + [Fs,F__| = 18E_

Der Nachweis der ersten Gleichung soll exemplarisch vorgefiihrt werden.

2UE Fy,E_Fy} +{E,E,Fy,E_E_Fy} +36H =
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2{{z + iy, 2* — 1/22° — 1/2¢y°}, {& — iy, 2> — 1/22° — 1/2y°} }+
B E,Fy,E_E_Fp} +36iz =

1 1
= 5{613% — 6yz, —6izz — 6yz} + 1{6{9@ + iy, izz — yz}, —6{z — iy, izz + yz} } + 36iz =

= {3izz, —3yz} + {—3yz, —3izz} — 9{y? — 2izvy — 2*, 2% — 2ixy — y*} + 36iz =
= —36i{xz,yz} — 9{y? 2%} + 18i{y? xy} + 18i{xy, 2*} -

—18i{zy, y*} — 18i{x? xy} — 9{ax? y*} + 36iz =

= —36i(2% — 22® — 9?2) + 36iy{y?, x} + 36ix{y, 2°} + %iz =

= —36i(2> — za% — y?2) — T2iy*z — 7202’2 4 36iz =

=36iz(— (2% —a? —y?) — 29> —22% +1) =

= -36iz(2* +y*+22—-1) =

Die Elemente H, E; und F_ sind zun#chst einmal in der abstrakten Algebra nicht definiert,
aber man weiss, wie deren Wirkung auf die fiinf Erzeuger in der Poisson-Algebra aussehen soll.
Indem man also die drei obigen Gleichungen auf die Erzeuger anwendet, erhilt man die folgenden
15 Gleichungen, die man als erste Relationen in die abstrakte Lie-Algebra einflieflen lésst.

2[Fy, F-], Fo] + [[Fys, F-—], KO 0
2[Fy, |, Fy] + [[Fyy, o], Fy] = —36F,
2Fe, FLL Fyg [+ [[Fyq, Fo_] Fyy] = —T2Fyy
AFy, FLL FL] + [[Fyq , F__],F] = 36F_
ANFy, F |, Fo_| +[[Fys. F__|,F__| = T2F _
[Fys, FL], Fo] + 6[[F4, Fol, Fo —18Fy
[Fys, Fo] L]+ 6[[FY, Fol, Fy] = —18F4 4

]

]
([Fyt, F-], Fiy] + 6[[Fy, Fol, Fl ] = 0

]

-]

([Fiy, F_],F_|+6[[Fy, Fo, F.] — 108F,

([Fyq, FL] F__] + 6[[FY, Fo], F = T2F_
[y, F-_], Fo] + 6[[Fo, F], Fi 181
([F4, F__], F} ]| + 6[[Fo, F_], F}] = —108F),

([Fy, F__],F_] +6[[Fy, F_], F_ 18F__
HFJHF**LF**] +6HFO> ]’ 0

0]
+]
[y, P ], Py +6[[Fo, FL], Fhy] = —T2F,
]
-

Im folgenden wird oft auf Ausdriicke der abstrakten Lie-Algebra eines der Elemente E_, F
oder H angewendet werden. Streng genommen muss man dazu die am Anfang dieses Abschnitts
genannten Gleichungen als Definition dieser Operatoren betrachten und dann jeweils den Kommu-
tator mit diesen Termen bilden. Dies ist jedoch fiir die Rechnung nicht nétig, wenn man einsieht,
dass sich die Operatoren mit den 15 obigen Relationen genau so verhalten, wie die entsprechenden
in der Poisson-Algebra. Leider wirken obige Gleichungen etwas einschiichternd, was zu einem Teil
an der Schreibweise mit Erzeugern liegt, zum anderen daran, dass alle Kombinationen aufgeschrie-
ben werden mussten. Deshalb sollen hier zwei Beispiele angegeben werden, die einem die Angst
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nehmen sollen:

6 1
E - = [E[F07F+}+E[F77F++]7F—f]
6 6 72
= gllFo, Fu], F-] + LllFy, Fol, Fo-] = o F-
= —4F_
H[F__,F.] ™= [HF_ _,F.)+[F. _,HF]
2
- B p-Bp p
36 36
= —3[F__,F]

Die ersten drei Schichten der abstrakten Lie-Algebra haben nun folgende Form, wie man sich
mit dem Computer-Programm (siehe Anhang B) ausrechnen lsst:

Schicht ‘ Dimension ‘ Moduln

1 5 5
2 10 3,7
3 25 5,9, 11

Da in der dritten Schicht, die ja das Produkt aus der zweiten und der ersten Schicht ist, in
der Poisson-Algebra lediglich harmonische Polynome vom Grad drei liegen und diese nur einen 9-
dimensionalen Modul bilden, nimmt man nun Gleichungen hinzu, um den 11-dimensionalen Modul
in der dritten Schicht zu zerstoren.

Dies fallt relativ leicht, denn es gibt nur einen Vektor zum H-Eigenwert 5 in der dritten Schicht:
[Fyt, [Fy, Fr4]] (Man kann, um den Eigenwert eines Wortes zu bestimmen, einfach alle Indizes
addieren).

Durch sukzessive Anwendung von E_ erhilt man alle Basisvektoren dieses Moduls®.

Die so gebildeten Gleichungen lauten:

0 = [Fiq, [F4, Fiy]

0 = 2[F, [Fy, Pyl 4 3[Fiq, [Fo, Fii]]

0 = A[Fo, [Fy, Frq]] +4[Fey, [Fo, Fy]] +
+8[F, [Fo, Fiq]] = [Fas [Fo, Fig]

0 = 8[Fyq, [Fo, Ful] + 12[Fy  [F-, Fii]] -

—48[F.., [Fo, FL ]| — T2[Fo, [Fo, Fiq]] +
FAF [Foy Fig]] = [Fhg [P Py ]

0 = [Fo_,[Fy, Fiu]] = 8[F4 [F_, FL]| -
—12[F 4 [F_, Fol] 4 3[Fyo [F—, Fi ] +
+144[Fo, [Fo, Fy ]| + 4[Fy [Fo Foi]] -
—24[Fy, [F_, FL]| = 24[F_, [Fo, Fi ]| —
—36[Fo, [F, Fi i ]

0 = 16[Fp, [F_, FL]] +8[Fy, [F_, o]
+8[F, [Fo, Fi ]| — 2[Fy, [F-_, FL]]
—2[Fo, [F——, Fyq]] = 2[F-, [F-, Fi.{]]
—[F—, [Fo, Fiq]] = [Fors [F—, Fo]]

0 = 144[Fy,[F_, Fo)] — 36[Fo, [F__, Fy]] —

IDie Rechenregeln lauten E_F__ =0, E_F_ =F__, E_Fy=F_, E_F;y = —6Fy und E_F = —4F}.

16



~2U[Fy [P Fyl] — 12[F- _, [Fo, Fy)] +

F3[F_ [F Py ]|+ A[FL [Fo FLy]] -
_32[F*7 [F*’FJr]] + [F++’ [F,,,F,H
0 = T2[Fy, [F-_, )] +48[F_,[F_, Fo]] —

_8[F——’ [F—7F+H - 12[F—’ [F——7F+]] -
_4[F+7 [F**aF*H + [F**> [F**7F++]]

0 = 8[F,[F_, R +4[F _ [F_, R+

HA[Fo, [ FL]] = [Fo_, [P F4 )0
0 = 3[F__,[F_ R +2[F_,[F._,F]
0 = [F__,[F_,F]

Fiir diese 11 Gleichungen und die anderen fiinfzehn vorher lohnt es sich die Worte nach einer
Hall-Basis (Hall-Basen stellen eine Moglichkeit dar, eine Basis einer freien Lie-Algebra zu berech-
nen. Siehe dazu auch Anhang B) zu entwickeln und dann das lineare Gleichungssystem einem
Gaufl-Verfahren zu unterziehen. Man erhélt so die Relationen (auf der rechten Seite wére jeweils
“gleich Null” zu ergéinzen):

(Fit, [Fs Fig]

[F— [F—, F]]

[Fo, [F—, Fiei]]

[Fo, [F-, Fy]]

2[Fy, [Py, Fioy]] + 3[Fyy, [Fo, iy ]]

2[Fy, [Fo, Fyi]] + [Fiq, [Fo, FL ]

[Fopg, [Fo, Fig ]l + 6[Fy o, [Fo, FL)

[Foe [P Py = A[Fo, [P, F_]]

= 3[F_, [F—, Fo]] + [Fo, [F——, F_]]

3[F_—, [F——, Fol] + 2[F_, [F__, F_]]

[Fy, [Fo, Fioy ]l + 6[Fy, [Fo, Fi ] + 18F,

2[Fo, [F_, Fyq]] + [Fy, [F-, Fy ] + 18F,

[, [F-, Fiy]] = 6[FL, [F-, Fo]] — 108k

(s [Foey Fig )] 4 2[F o [F, FL] 4 T2F

(Fy, [Fo Py + 2[Fy [Fo, FL )] + 36F,

— 12[Fp, [Fo, FL]] + [Fy, [F-, Fy]] — 18F,

[Fos [Fo—, FL]) + 6[Flyq, [F, Fo]] + T2F

[Fy, [F—, FL]] + 6[FL, [F, Fy]] + 108Fp

S[F_, [F_—, Fyy]] = 12[Fy  [F_, Fo]] = 2[FLy [F_, FL]] — 144F_
S5[F__,[F__, Fy (]| +24[Fy, [F-_, Fol] — 8[Fy, [F-_, F_]] —288F__
—12[Fy, [Fo, Fii ] — 24[Fy, [Fo, Fi ] + [Flyy, [F2, FL]| — 36F, 4
S[F., [F, Fy ] + 6[Fy, [F—, Fol] + [Fyy, [Fo o, FL]] — 18FL
—10[Fb, [F—, Fi ]| + 6[FY, [F—, Fo]] + [Fi, [F—, FL]] + T2F_
—5[F_,[F__, Fy]] + 12[Fy, [F-_, Fo]] + [Fy, [F-_, F_]] + 36 F__
60[Fo, [F_, Fyo]] + 6[F, [F_, Fy)] + [Far, [Fo_, F_]] — 108F_
30[F_, [F_, Fy)] + 12[Fo, [F-_, Fo)] + [Fy, [Fo_, F_]] — b4F__

Schaut man sich erneut die ersten drei Schichten der abstrakten Lie-Algebra an, findet man das
erwartete Ergebnis. Aber auch in den folgenden drei Schichten scheinen keine grofieren Moduln als
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die erlaubten zu liegen (die n-te Schicht enthilt in der Poisson-Algebra nur Polynome von Grad
n 4 1 und somit hat der Modul in der entsprechenden Schicht Dimension 2n + 1):

Schicht | Dimension | Moduln
1 5 5
2 10 3,7
3 14 5,9
4 26 3,5, 7, 11
5 52 1,3,5,5,7,9,9, 13
6 97 3,3,5,5,5,7,7,7,
9,9, 11, 11, 1

Der néchste (und letzte) Schritt ist wohl klar: Der fiinf-dimensionale Modul in der dritten
Schicht muss entweder zu Null gesetzt werden oder er muss auf geeignete Weise mit den fiinf

Erzeugern identifiziert werden.

Durch Nachrechnen in der Poisson-Algebra findet man die folgenden fiinf Gleichungen:

TA[FL [Fo Py ]

+ [Fhq, [P, Fii]] -

—A4[Fyq, [Fo, FL]) = 10[Fy, [FL, Fy L)+
+36[Fo, [Fo, Fyy]] 4 24[Fy, [Fo, FL]]
3[Fo, [F-, Fyq]] + 6[F, [Fo, FL ][+
FO6[Fyp, [P, Fol] = 2[Fyy, [F— Fi]l+
+I[FL, [Fo, Fiei ] — T2[Fo, [Fo, Fy]]
18[Fyy, [Fo—, Fol] + 14[Fy [F__, Fy]]—
—G6O[Fy, [F, Fo]] + 3[Fo, [F-—, Fi1]]—
—120[Fo, [F, Fy]] + 12[F-, [F-, Fii]]—
—108[F_, [Fo, F ]| + 9[F_—, [Fo, F]]

6[F++7[F——’ ”_72[F+7[F——aFOH

—72[Fy, [F__, F.]] + 360[Fo, [, Fo]l+

FSLEL [FL Py~ 920F [P Py
]

—48[F__,[Fo, Fy ]| + T[F__,[F_, Fy{]]
306[Fo, [F—, Fo]] — 24[Fy, [F__, F_]]-
—46[F_,[F__, Fy]] + 228[F_, [F_, Fo)|+
F3[F—, [P, Fyy]) = 42[F [F_, FL]]

—360F, ,

360F,

—2160F,

—T20F_

—180F__

Erneut lohnt es sich fiir die 31 bisher aufgestellten Relationen die Worte in die Form des
Hall-Systems umzuformen und dann das lineare Gleichungssystem einem Gauf3-Verfahren zu un-
terziehen. Man erhilt so die endgiiltigen Relationen:

2[Fy, [Fy, Foi]] + 3[Foq, [Fo, Fioy
2[Fy, [Fo, Fiey]] +

[Fos, [F-, Fii]] + 6[Fy, [Fo, Fy
B[F__, [F—, Fiy]] = 8[F, [F__, F

[Flips [Py, Flt]] (2.1)
[P [P FL] (2.2)
[Fo, [F-—, Fy1]] (2.3)
[Fo, [F-, F4]] (2.4)

1] (2.5)

[Fyt, [Fo, iy ] (2.6)
1] (2.7)

_] (2.8)



Fo,[F—, F_]]
- - — [F—, Fol]

3[F__, FfﬂFOH + [Fﬂ[FfﬂFf]]
] — 6[Fo, [Fo, Fiy4]] — 36 F4
[Fiq, [F Fy]) = A[Fy [P, Fry )] — 108F,
[Fliq, [Fo, FL]) + 24[F [Fo, FL]] — 36F, 4
(g [P Fag ]| 4 2[F o [F FL] + T2F
A[Fo, [F-, Fyy]] + 3[Foy, [F-, Fol] — 36F,
[Fy, [Fo Foog ]+ 3[Fy o, [P, Fo]] — 36F

]

Il
[Py, [F-, Fo]] = 8[Fo, [Fo, Fi]] — 36F
B[Fo, [F-, Fol] = 2[Fy, [F_, Fy]] - T2F,
[Fap, [Fo— FL]| + O[Fyy, [F, Fo]] + T2F
2[Fy, [Fo— FL]] = 3[Fyy, [, o] — 432F
[Fiq, [Fo—, Fol] + 4[FY, [F, Fo]] + 216 Fp
2F_, [Fo, Fyy]] + 3[Foy, [F—, Fo]] + 432k
[Fiq, [Fo F_]| + A[Fo, [F_ ., Fy]] + 144F_
[Fu, [F__,F_]| — 24[Fy, [F_, Fo]] + 216 F_
12[F [F-—, Fy]) + T[Fy, [F-—, F_]] + 864F_
[Fyo [Fo_ F]] — 2[F_, [F_, F\]] + 180F_
[Fo [Fo Py + [Flyg, [P FL]] + 144

[F,,[F._,F_]| — 18]F_,[F_, Fy]] — 54F__
[Fy, [Fo_, F_)]+3[F_,[F__, F,]] — 108F__
9[Fy, [F__, Fy)] + 2[Fy,[F-_,F_]] — 108F__

Das Computer-Programm liefert fiir die folgenden Schichten die Modul-Struktur

Schicht | Dimension | Moduln
1 5 5
2 10 3,7
3 9 9
4 11 11
5 13 13
6 15 15

2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20
2.21
2.22
2.23
2.24
2.25
2.26
2.27
2.28
2.29
2.30
2.31

/\/\/-\/\/\/\/—\/\A/\/—\/—\/—\/—\/—\/—\/—\/—\/—\/—\/—\/-\
E s N N N N N s N N N N

Man scheint also die richtigen Relationen gefunden zu haben. Dies wird sich in dem folgenden

Abschnitt bestéitigen.

2.2 Beweis

Nachdem ein Kandidat fiir die Prisentation gefunden ist, besteht die weitere Aufgabe darin, zu
zeigen, dass diese Algebra tatséchlich isomorph zu der gegebenen ist.

Mit einer Induktion soll gezeigt werden, dass das Produkt der fiinf Erzeuger mit den Elemen-

Die Induktionsvoraussetzungen seien folgende:

ten der m-ten Schicht nur 2n + 3 neue Worter liefert und dass diese einen irreduziblen Modul
aufspannen.

1. Jede Schicht ¢ mit 3 < ¢ < n bildet einen irreduziblen Modul. Sein Hochstgewicht ist 7 4 1

und seine Dimension entsprechend 2n + 3.
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2. Insbesondere gibt es in der i-ten Schicht keine Elemente vom Gewicht ¢ + 2 oder grofer.
3. Es gilt fiir die folgenden Worter der Lange ¢ > 3 die Gleichung

(Fo, [Fy, [ [y [Py el = %[F% [Fo, [FYys [+ [Fy, Fyeg 1]

4. Der Hochstgewichtsvektor in der é-ten Schicht lésst sich durch [Fy, [ - - [F4, F14]]] reprisen-
tieren.

Induktionsanfang: 1. Die dritte Schicht besteht aus einem irreduziblen Modul der Dimension
neun, denn: Weil man 31 Relationen der Linge drei hat und die dritte Schicht in
der freien Lie-Algebra Dimension 40 besitzt, betrigt die maximale Dimension 9. Die
Irreduzibilitit dieses Moduls findet man in der Poisson-Algebra.

2. Fiir die ersten drei Schichten ist dies in 2.1 gekléirt worden.

3. Fiir Lange drei berechnet man

[Fo, [Fy, Fyry]] 2 [[Fo, Fy), Frq] + [Fy, [Fo, Fiyil)
=  — [Fip.[Fo.Fy)] +[Fy,[Fo, Fesl]
—

(2.6)
=" —2[F},[Fo,Fy4]]

3[FY, [Fo, Fri ]

4. Fiir Lange 1 ist das Wort mit dem grofiten Eigenwert Fy .
Fiir Lange 2 ist das Wort mit dem gréfiten Eigenwert [Fy, Fy 4], da [F4, Fy 4] = 0.
Fiir Lange 3 ist das Wort mit dem grofiten Eigenwert, das in einem Hall-System liegt,

[Fyy, [Fy, Fri]] 2 0. Die Elemente, die den nichsthoheren Eigenwert haben, sind
[y, [Fy, Fyy]] und [Fyy, [Fo, Fig]).

Wegen (1) ist mindestens einer von ihnen ungleich Null. Mit der Relation (2.5) findet
man aber die lineare Abhéngigkeit zwischen ihnen.

Induktionsschritt: Die Darstellungstheorie erlaubt es schon eine betréchtliche Einschrinkung
an das Produkt der 5 Erzeuger und der n-ten Schicht zu machen.
Man kann némlich eine Eigenvektorbasis bzgl. eines Elements H € sl(2,C) fiir die beiden
Moduln wéhlen und es gilt:
Hivi, wy] = [Hvi, wy] + [vi, Hw;s] = (i 4 j)[vi, wy),

d.h. das Produkt der beiden H-Eigenvektoren ist wieder ein H-Eigenvektor.

Dem entsprechend kann man das Lie-Produkt der beiden Moduln als Untermodul des Ten-
sorproduktes auffassen:
[V:G; Vv2n+3} gs[(Q,C) Vs ® Vén+3~

Anhand der folgenden Tabelle sieht man leicht, wie das Tensorprodukt in irreduzible Moduln

zerfillt:
| [ n—1] —n [-n+1][-n+2[-n+3][---JO0 [---] n [n+1]
2 -n+1 —n+2 —n+3 —n+4 —n+5 -+ 2 -~ n+2 n+3
1 -n | -n+1 —n+2 —n4+3 —n+4 --- 1 -+ n4+1l n+4+2
0 -n-—1 -n | -n+1 -n+2 -n+3 --- 0 .- n n+1
-1 "n-2|-n-1 -n | -n+1 —n+4+2 .-~ -1 --- n—-1 n
2| n=-3-n-2|-n-1 -n l—n—|—1 e =2 oo on—2 n—-1
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Die Eintrége in der Tabelle sind die Eigenwerte des Tensorproduktes des Elementes in der
Spalte mit dem entsprechenden Element in der Zeile. Da die Dimension bzw. die Hochst-
gewichte den Isomorphietypen eines irreduziblen Moduls schon vollstéandig charakterisieren
ergibt sich die Inklusion (Man darf nicht der Tabelle entnehmen, dass z.B. [Fy 4, v_p,41] im
grofften Modul liegt. Die Tabelle dient eigentlich nur fiir das Abzéhlen der Dimensionen der
einzelnen Eigenriume.):

Vs, Vant3] Car2,0) Van-1 ® Vang1 @ Vang3 © Vanys © Vangr

Es reicht zu zeigen, dass geniigend viele Hochstgewichtsvektoren im Produkt wegfallen, d.h.
im hier behandelten Fall darf der Raum der Vektoren zum Eigenwert n — 1 (bzw. —n + 1)
héchstens ein-dimensional sein und es darf keinen Vektor zum Eigenwert n + 3 geben?.

Zur kompakteren Schreibweise werden die Erzeuger im folgenden abgekiirzt:
F._=-2 F.=-1 Fp=0 Fy=1 F;,=2
Zeige Bedingung 3: Es gilt fiir die Worter der Lange n + 1 die Gleichung

n+1

0 (L, [1,2)]) = 2

[17 [Ov [17 T [17 2}“]

Beweis: Zunichst gilt wegen der Jacobi-Identitét

1,00, {1, [--J0) = [0, 1, [T = [[1, 0], [, - ]]]-
Es sei angenommen, dass die Gleichung [[1,0],[1---]] = —n[1,[---[1,[0,2]]]] schon be-
wiesen sei, dann gilt:
GO0 = [0 [ [-)) = nfL - [1, 10, 2]]]]
——
el
N IN ) R R P (N LN
:2"'%:121
Man erhilt so:
oE = (142 ) LD LE]
== N NN
Zeige also noch: (Wortlinge n + 1)
Hlv 0]7 [17 [ ’ ]]] =—-n- [11 T [1a [07 2]]]

Induktionsanfang: Man muss die Aussage fiir die Ausdriicke der Lénge drei und vier
zeigen.

[1,01,2] ™= [1,[0,2]] +[[1,2],0]
= [17 [07 2]] - [07 [17 2”
——

=3[1,[0,2]]

2Klar ist mit diesen Voraussetzungen, dass das Lie-Produkt ein irreduzibler Modul ist und nicht Dimension
2n + 7 hat. Warum aber ist der Modul, wie gewiinscht (2n + 5)-dimensional und nicht z.B. (2n 4 1)-dimensional?
Dies liegt daran, dass alle zu der freien Lie-Algebra hinzugenommenen Relationen auch in der Poisson-Algebra
gelten. Das Produkt muss also mindestens so grof3 sein, wie das entsprechende in der Modell-Algebra.

21



= _2[17 [072]]
(1,00, [L,2]] =" (1, [[1,0],2]) + [[1, [0,1]], 2]
—— ——

—2[1,[0,2)(2.14) f
= 7%[27 [7171]}+%F++

= 201, [1,[0,20] — 512 (1,112
et _2[17 [17 [052”] - 2714[[[27 _1}7 1]72] - i[[ L [2’ 1]] 2]
= oL [0, 20 4 [ L2 4 (2 (12, 1])
Jecobi _2[1,[1,[0,2]}]+i[[2, 1], [-1,2]]] + 214[1 2,[-1,2]]] +
1 1
o2 -1 21+ o -1 2, 2, 1])
1 1
= _2[1’ [17 [052”] - E[[172]’ [_1’2]” + ﬂ[L [2’ [_1’2“]
ED 62, [0, 1]]
= o1 10,20+ (1,2 1,2~ 11, 2 [0,1]
= —6[0,1] + 18E —2[1,[0,2]]
= e+ o)
1 3
= S0 = —SL0,[0,2)]
Induktionsschritt:
(11,00, (L) = [, {1,001, 1] ] + [[11, 0], 1 [1,-- ]
\—/—’
2 (n =D)L, [1,]0,2]]]
= (= DL L, 1, [0, 20 + [[[1, 0], 1 [1,-- ]
== (= DL [, 10,20 + [0, 0, 1], 1), [, -]

+[L ([, 0], 1], [1, -]

Nach der Induktionsvoraussetzung und durch Wiederholung der gerade gemachten
Rechnung fiir Worter der Linge n erhélt man

—(n =1L, [L,[0,2]] = [[1,0],[1,-]
= [L [0l 1, ] + [, 00,1], (1, -]
= —(n—=2)[L,--[1,[0,2])] + [[[1,0], 1], [1,--]]
- [, 00,1, 10, = =[1,-+-[0,2]

Damit erhilt man fiir die obige Rechnung

Hla 0]7 [17 o ]] = _n[la [17 Ty [17 [Oa 2“” + [[[[17 0]7 1]7 1]a [17 o ]]

Ist der letzte Term Null, ist die Behauptung bewiesen. Man wendet, um dies zu
zeigen, E_ auf das Wort [[[1,0], 1],1] = —[1,[1, [0, 1]]] an

[E-[LL 0] = =6[0,[1, [0, 1]]] - 6[1, [0, [0, 1]]] +
+{L [ [=11]])

Jacobi

-
< 12[1, [0, [0, 1)) + [1, [1, [~ 1, 1]]]
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= [17([17[_171]] - 12 [0>[O’ 1]])]
——

(2.18)
= %[27 [_170”_ %F-F

[ ([ [0 1] -5 12, 1,0 + 547 )]

@29 305 [—1,0]] — 36
3 3
= [1a(§[27[_170” _36F+ - 5[2a [_LOH +54F+)]

= 18[1,F =0

Wiére der Ausdruck [[[1, 0], 1], 1] ungleich Null, miisste er ein Minimalgewicht sein,
aber da er Eigenwert 3 hat, ist dies nicht moglich.

Man hat bisher Teil den dritten Punkt der anfanglichen Induktionsvoraussetzungen ge-
zeigt. Als néchstes soll bewiesen werden, dass sich die Vektoren zum Eigenwert n+2, die
in der n + 1-ten Schicht liegen, durch Vielfache von [F4, [ - [Fy, F1]]] reprisentieren
lassen.

Zeige Bedingung 4: Der Raum der Vektoren zum Gewicht n + 2 in der n + 1-ten
Schicht ist eindimensional. Seine Elemente lassen sich durch das Wort

(L[, [+ 1, 2]]]]

darstellen.

Beweis: Nach den Induktionsvoraussetzungen bildet die m-te Schicht einen irredu-
ziblen Modul mit Hochstgewicht n 4+ 1 und der Hochstgewichtsvektor ldsst sich
als [1, [ - - [1, 2]]] darstellen.

Mit der oben aufgeschriebenen Tabellen fiir das Tensorprodukt sieht man, dass der
gesuchte Raum durch die Vektoren [1,v,41] und [2,v,] aufgespannt wird. Diese
lassen sich durch

(LI E-- L2000 baw. 2, [E-[L [ [1,2]]]]

darstellen. Der zweite Vektor hat die Form

[2, [E-, [L[[L2]] = —6[2,[0,[1, [ [1,2]]] - ..
- 6[27 [17 [ ’ [L [Oa 2]]]]]
3[0,(1,2]]
= _6[27 [07 [17 [ [17 2]]]]] - - 6[2’ [07 [1’ [ [07 [17 [17 2]]]]]” -
—6-(1+ %) -2, [ [ 1150, 1, 2]10]]
— 6. (1+”:‘I’ .
T2+ T 2ok 2

Er ldsst sich also als Vielfaches von [2, [0, [1,---[1, 2]]]] schreiben. Man rechnet fol-

gendermaflen nach, dass die beiden Vektoren linear abhéingig sind:

[27 [Oa [1’ o ]H e [O’ [27 [17 o ]]] + [[27 O]v [1’ o ]]
=0
- [17[[2a0]7[17]“+[ [[270}’1] 7[ ) H
——
=—3(2,[0.1]]
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=0
= [17 [[2’ 0]7 [17 H] -5 [27 [07 [17 [13 m] +
+5 [27 [17 [O» [1a o m]
—_——
=222-[0,[1,+]]
= [1’[[270]’[17 H] - % '(1_ n;Q) [2v [07 [17[17 H]]
= L0 - % (2,10, [ 1, - 1]
= [2v [Ov [17 [17 ’ ]m = n+1 [15 [2v [07 [17 ]m
Den letzten Wert kénnte man nach Induktion zu c¢-[1,[1, - - -]] setzen und man wére

fertig. Es soll aber noch die Konstante ¢ ausgerechnet werden:

2,0,[1,[L,-- ][] = nil 11, 2,011, ]
=n=L(1 2,01, )
- Z:.[ul,[z 0,1, ]
_ nj =1 [ (2, 0,11, 200
_ niﬂ.u,[-~-[1,wm
@ 211, 11,2)
= )

Die beiden Vektoren sind also linear abhingig.

Zeige Bedingung 2: In der n+ 1-ten Schicht liegt kein Vektor mit Gewicht n+3 oder
hoher.

Beweis: Mit Hilfe der oben gezeigten Tabelle sieht man sofort, dass es keine Vektoren
mit Gewichten hoher als n+ 3 geben kann und dass der einzige Kandidat fiir einen
Vektor mit Gewicht n + 3

[27 Un-‘rl] = [2v [17 T [17 2“]

ist. Im letzten Beweis wurde gezeigt, dass die Gleichung

[27 [O, []-am+ [13[132]] =0

n+1

gilt. Wendet man auf diese Gleichung F; an, erhélt man das gewiinschte Ergebnis:

0 = [E-i-’ [27 [07 [lv o HH + TL—2|— 1 [E+, [1’ T [172]]}
= R0 [ ]+ [ 1 [ [1,2]

2

+[2a [Ov [E+a [17 e [17 2}”]] + +1 [L [E+a [L e [L 2]“]
N———— n N——
=0 =0
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= [2’ [17{1, ]]] n+1[27 [1’]]
n+3
= n+ 1[23 [17[172]]]

Alle Voraussetzungen aufler der ersten sind nun bewiesen worden.

Zeige Bedingung 1: Die n + 1-te Schicht bildet einen irreduziblen Modul.

Beweis: Wegen den anfinglichen, darstellungstheoretischen Betrachtungen, geniigt es
zu zeigen, dass der Raum der Vektoren mit Gewicht n — 1 ein-dimensional ist. Es
gibt insgesamt fiinf Vektoren, die diesen Raum aufspannen:

[72>Un+1]7 [7lavn}> [O,Un_l], [Lvn—Q} und [Qavn—?)]-
Das Wort v,,41 kann man wegen der Voraussetzung 4 folgendermafien schreiben

Unt1 = [1, [+ [1,2]]].
Fiir die iibrigen v; ergibt sich die Form

Un = [Ov [17 to [17 va Un—1 = [_1’ [17 T [L 2”]7
Up—2 = [_27 [1’ T [15 2”] und  v,_3 = [_27 [0’ [17 T [17 2]]]]

Um zu sehen, dass die Vektoren v; in der obigen Form dargestellt werden koénnen,
reicht es zu zeigen, dass diese Worte nicht Null sind (bzw. sich nicht allein durch
Ausdriicke aus darunter liegenden Schichten schreiben lassen), denn nach Induktion
ist die n-te Schicht ein irreduzibler Modul und dementsprechend ist jeder Raum
mit Eigenvektor ¢ ein-dimensional.

Wendet man auf v,, das Element E an, erhilt man

[L [ ) [L 2]]] + [Ov [E-i-’ [17 o ]]] = [L [ ' ]] = Un+1 7é 0.
=0

Da das Bild ungleich Null ist und [E, ] eine lineare Abbildung, muss v,, ebenfalls
ungleich Null sein. Auch l&sst sich v,, nicht durch kiirzere Worter schreiben, denn
E verdndert nicht die Linge des Ausdrucks und v, 7 hat Linge n.

Ebenso verfihrt man mit den Vektoren v,,_1 und v,,_o. Fiir den Fall v,,_3 geht man
umgekehrt vor: Man wendet F_ auf v,,_s. Das Ergebnis kann nicht Null sein, da
dies gegen die Form der s((2, C)-Moduln verstoBen.

[E,7 [_27 [15 [ : ]]]] = [_27 [E,, [17 [ : ]m = C[—27 [05 [L o ]H

Der Koeffizient ¢ ist nicht Null, wie man oben gesehen hatte.
Nun muss man also zeigen, dass die fiinf Vektoren

[*2’ [17[]]]7 [71,[0, [L[]ma [07 [*17[17["']]]]7
[L [_2’ [17 [ : m und [27 [_27 [07 [15 o ]m

alle linear abhéngig sind. Man sucht vier linear unabhéingige Gleichungen in den
fiinf Worten.

Drei Gleichungen kann man durch Umformen der obigen Ausdriicke aufstellen. Da-
bei ldsst man Ausdriicke der Linge n oder kiirzere wegfallen. Diese haben ja keinen
Einflufl auf das hier gesuchte Ergebnis und ohne sie verkiirzt sich die Rechnungen
erheblich.
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F2 00 = =2 L I =2 [ [T

S——

—6[—1,0] + 18F_

= —6[[=1,00, {1, [ ]I + 18[=L, [1, [ - ]]

ignoriere.

L =2, [ -]

= 60, [=1[L, [ ]Il = 6[=1, [0, [1, [- - ]]I]
L =2, [ [l

[2 [_27 [01 [17 ’ ]]]] [_27 [27 [0’ [17 o ]H] + [[2’ _2}’ [0’ [17 o ]H
= [-2,[2,[0,[1, +[0,[[2, -2], [1,--]]] =

(2.3)

(=2, 12,00, 1, ]I + [0, [[2, —2], [1,- -]

Die letzten beiden Ausdriicke kann man umschreiben, denn die n-te Schicht
bildet nach Induktionsvoraussetzung einen irreduziblen Modul und deshalb sind
alle Vektoren mit den Eigenwerten n — 3 bis n + 1 als Vielfache der fiinf oben

benutzten Vektoren darstellbar.

[27 [05 [L o m
[[27 _2]’ [17 o H

20,

d[_17 [17 o H

Den Wert von d kann man leicht ausrechnen, indem man auf die letzte Glei-

chung zwei mal F, anwendet:

0 =

Ei([[Z,—Z}, [1,--]] —d[-1, [17...”)
—AB [[2, 1], [1,--]] + 6dE[0,[1,--]]
24[[2,0],[1,--]] + 6d[1,[1,- -]

= 24 [27 [0» [1a e m +6d[17 [1’ o H
N——

:—%[1,[1,'“]]

6(d— D)L 11,

Man setzt nun die Gleichungen

2,00 0] = ~2[1L[, ]
2201 ) = L)
oben ein und erhélt so
2,020,010 = 22 [0 0L [ )
L) = 0L ) [0 1]



+[[[-1,0], 1], [1,- -]
——
@22 119 [—2,0]] + 545

[Ov [_1’ [17 o m + [1’ [[_170]5 [L v ]”

+i [[2,[=2,0]], [1,--]] +54]0,1,[--]]]
iert, da kiirzer.
= [0,[-1,[1,-- )] + [L, [[~1,0], [1,--]]]
7%[2’ [(=2,0], [1,--]]] = i[[—zo], 2,1,-+]]

[Ov [_1’ [L o ]]] + [1’ [[_170]7 [L o ]”
+% 2, [[-2,0],[1,--]]]

Die letzten beiden Ausdriicke kann man umschreiben, denn, wie schon unter
(2) benutzt, lassen sich die Worte der Lénge n und mit Gewicht n —3 bis n+1
durch v,,_3 bis v, 41 ausdriicken.

[(=2,00, (1, ] = e[=2,[0,[1,-+]]
[(F1,0L (1] = fl=2, [ 01,
Die Koeffizienten f und e lassen sich analog zum d in (2) ausrechnen. Man

wendet dazu zwei mal E auf die untere Gleichung bzw. drei mal auf die obere
an.

0 = [BR[-1,0)[L,-]] - FEZ[-2,[1, ]
[Ey[=1,1],[1,--]] = 24f[0,[1,--]]
[[-1.2], 11, ] = 6[[0,1],[1,-- )] —
~——

—6[0,1] + 18E4
—24£[0,[1, -]

_12[[07 1]7 [1’ o ]] - 24f[0’ [17 o ]]
= —12[0,[1, -]+ 12[1,]0,---]] —
——

|
—
B

= M[Q [1,--]

g

2,1, - 24700, ]

Man erhélt dann also f = ,l_
0 = E-?i)- [[ ; ]7 [17 ]] - 6E3_[72, [07 [17 o H]
= E2 [[ ; ]7 [17 ]] *4E—2i- [[*170}7 [LH -
—eF3[-2,[1, [1, ]+ 4eE3[—1,[0,[1, - ]]]
= Ei[[-2,2],[1, ]] =8B [[-L1],[1,--]] +
SB[, [1, 1, ]~ 240 [0,[0,[1,- ]

1, )
= —4[[-1,2],[1,- H 8[[—1,2],[1,--]] +48[[0,1],[1,--]] —
—48e[0, 1, [1, - ]]] — 24e[0, [1, - ]] — 24e[1, [0, [1, - -]]]

27



= —12[[-1,2],[1,--]] +48[[0, 1], [1,-- ]] -

——
—6[0,1]
_726[0’ [17 [L o ]]] — 24e [17 [Ov [17 o H]
—_—
22200,[1,+])
= 120[[0,1],[1,---]] = Me[o, [1,[1,---]]]
= 120[0,[1,--]] — 120[1,]0,[1,--]]] —
—_—
22200,[1,-+]]
ST oo, 1, )
= 200 - e, [ [, )

= (240 — (96n — 48)e)[0, [1,[1,---]]]
48(5 — (2n — 1)e)[0, [1,[1, - ]]]

. _ _5
Also ist e = 5.

Damit erhilt man insgesamt die Gleichung:

Lost man die drei Gleichungen auf, erhdlt man

22 = T L )+
—8n? —12n +8

n(4n + 3)
L) = SR o)+
R0 [ )

—4n? —22n 4 12
—92(1.--- = —1.0.11.---
[-2,[1,- -] g Lo
4n? + 22n + 8

In+3

[Oa [_1a [17 o ]H

[0’ [_1’ [17 o H]

Man hat also den obigen Satz von drei linear unabhéingigen Gleichungen gefunden.
Es fehlt noch eine weitere, um das Gewiinschte zu zeigen.
Diese erhélt man aus der oben bewiesenen Relation (fiir Linge n + 1)

0,0, = 221, o, 1, ]

n—1

indem man zwei mal F_ darauf anwendet. Diese Rechnung ist leider etwas mithsam.

n+1
n—1

E_ ([_1’ [17 o ]] - 6[07 [Oa [L o m + [07 [lv [E—[lv o H]] +
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+GZJ:1[O’[O>[1""]H_ZJ:1 7 mqmontd
= (LI 00, [ ) [0, [ B ) -

n—1
11,10, [E- 1,1+ ])

R NN

n—1

n+1
n—1

Es ist sinnvoll moglichst frith den Term [E_[1,---]] fir Worter der Lénge j auszu-
rechnen (j < n), um moglichst viele Glieder zusammenfassen zu kénnen.

[E_[1,-]] = —6[0,[1,-]] = 6[1,[0,[1,--J]] — -
coo = 6[1, [+ 1,0, 2]]]
- et 200,
_ 6([0,[1, +—=0.L--I+

+[17 [L [07 [17 o ]]]] +oot [17 [ o [17 [Ov 2“]])

Fiir den letzten Term gilt

(L[--[L00,20] =

Fiir den vorletzten Term beginnen die Briiche spater und man erhélt analog
2-3
(J—1)j

[17["'[17[0’ [1’2””] = [Ov [17"']]7

bzw. im allgemeinen Fall

[17["'[1’[\0’/ [L"'[L[Lﬂm]“z ( _1)' [07[15' ”
(k + 1)-te Stelle von hinten J
Also ist der gesamte Term
Bl = -o(2 e e )
_ _q(¥ 2 1 .j_32'2 i
= —6( AR ey z':1( +0))[0, 11, -]
2j—2 j2-5j+6

= 6(F =+ iy )

Dieses Ergebnis setzt man in die oben begonnene Rechnung fiir j = n — 1 ein:
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n—i—ll n+1

n—1 n—1
= B (L0 T 0,0 [ ) - 20f0, 1, 0,11 ) -
—_———
=222[0,1,]]
n+1 2n(n+1)
— L L Ll + T L [0, 1))
= B (L0 0,00, 1, ) - 200 - 2)[0,[0, 1, ) -
S L)+ D o fo, - )
- B <[_1, [, - 2- %[0, 0,[1,--J]] -
2 e+ 22 Do o, - )

Fiir den letzten Term kann man schreiben (wie bei den Herleitung der anderen drei
Gleichungen)
[0,[0,[1,--])) =d[-1,[1,--],

wobei man d durch Anwenden von E, auf diese Gleichung erhilt.

_Gd[O’ [17” = [1’ [Ov [17”] +[07 [1’]]
= (1) o)
- 2”;2 0,11, -]
Die obige Rechnung geht dann weiter:
n? —3n —
0 = B (n -2 T 0 o) -
n+1 2n(n+1) 2(n-—1)
— L L L - T S L L L))
n? —3n —
= E_([—l, [1,--]—2- #{07 0,[1,-- ] -

M2 +3n+1
o L)
= [72’ [1a o H - 6[*1a [07 [1’ o H] - 2”[*13 [17 [O’ [L o ]]H -

2 A o -2 B e
+4n, - i"lf‘l[o, [0,[0,[1,-- )] +
n — N———
7_%[_17[17"']]
n2 n le n
422 L L ) - T L 2 [ )+
2n? +3n+1
son Lo e o )
n? -7 n—2
= P2l -2 P o g - 2 P2 o
b2 IO g g T A ) -



2n® +3n+1 2n% + 3n + 1

_W[L [—2,[1,--]]] +2n - W[L [—1,[0,[1,---]]]]
n? —3n —
= 202 20 o ) -
n3 — Tl2 - n —

-2 2 ;l(n — SO 7[07 [—1,[1,--]]] -

2n% +3n+1 mZ+3n+1
_W[L[_Z [17"']]]""2”' W[L[ 17[07[17 m]

Den letzten Term kann man ebenfalls umrechnen.

Man wende zweimal F, an und erhilt

246[05 [L o ]] = E—‘r[_l’ [17 o ]] - 6E+[07 [07 [lv o H]
= _12[07[17"'“ _6[1’[07 [L]H
= 62 _n?m [0,[1,-]]

Einsetzen liefert:

m?—3n—-5
' n—1

2n3 — 11n% — 20n — 7
' 3(n—1)

22 +3n+1
- 3(n-1)

m2+3n+1 2—-3n
’ 3(TL— 1) ’ an [17[*27 [17]“

2?2 —3n—-5
-

2n3 — 11n% — 20n — 7

-2 3(n_1) [07[_17[1ﬂ"'m -

n(2n? +3n+1)
 2(n-1)

0 = [_27[17"'”_2

—2
[17 [—2, [17 o ]]] +

+2n

— 2L -2

[lﬂ [*2a [L o }H

Ersetzen des ersten und letzten Terms durch die drei Gleichungen, die man anfangs
erhalten hatte, liefert folgende nicht-triviale Beziehung:

—4n? — 29n n? n
0 - B o+ 2 S ) -
<Q.%%E%:EFLmﬂyﬁH_
2n3 — 11n? — 20n — 7

B |

n(2n? +3n+1)

*z(n—_n[l’H’ [,

et O =9

(n—1)(4n + 3)
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2 8nt —44n® — 14002 — 67n— 9

5 (n—1)(4n+3) [0, =1, 11, ) -
’W[L [—2,[1,--]]]
= 2 10”(?_317;?4;1f§)_ ) —1,[0,[1,--]]] -
_g 8nt — 421:3—1)1(%1(31ni;)67n —9 0[]
n@v;"’(;_?n;; 1) —4n24;r—’2—7;+ 30 L o[l 1] =
_n(2r;i:_37;)+ 1) 4n24—n2+ng— 10 0.1 L]
_ 4n* 4 8n3 —4;1311‘;— 95n — 18[_1, O.[L. ] -

12n° + 28n* — 121n% — 328n2 — 149n — 18

B 3(n —1)(4n + 3) [0, [=1, {1, ]I

Man erhélt also die Beziehung

(12n° 4 12n* — 153n® — 156n° + 231n + 54)[-1,[0, [1,---]]] =
= (12n° + 28n* — 121n® — 328n% — 149n — 18)[0, -1, [1, - - ]]]

Damit die Gleichung nicht-trivial wird, reicht es zu zeigen, dass der Koeflizient des
ersten Termes nie verschwindet.

12n° 4 12n* — 15303 — 156n% + 231n +54 = 3(n—1)(n+2)(4n® —43n —9)

Die Ableitung des letzten Faktors ist 12n? — 43, d.h. dieser Term ist ab ca. 1.9
streng monoton steigend. Fiir n = 4 ergibt dieser Term 75, fiir n = 2 gibt er —63
und fiir n = 3 gibt er —30, d.h. es gibt keine Nullstelle, die hier stéren kénnte.

Oben wurde gezeigt, dass die endlich présentierte Algebra
P= <F__,F_,F0,F+, F. . [Relationen 2.1-2.31>

genau einen irreduziblen s((2, C)-Modul von jedem ungeradzahlig dimensionalen Isomorphietypen
enthélt. Dies ermdglicht es sehr leicht die Isomorphie zu der (komplexifizierten) Poisson-Algebra
zu beweisen.

Es gibt einen epimorphen Lie-Algebren-Morphismus von der Algebra P auf die Poisson-Algebra,
denn alle Relationen, die in P gelten, wurden aus der Poisson-Algebra iibernommen.

Man muss also lediglich noch die Injektivitit zeigen. Sie ergibt sich aber automatisch, da in
beiden Algebren jeder irreduzible Modul der Dimension 2n 4+ 1 genau einmal vorkommt.

Die Unteralgebren s((2,C) werden durch den Epimorphismus auf einander abgebildet und
da ihre Operationen auf den jeweiligen Lie-Algebren durch die Kommutatoren induziert werden,
handelt es sich bei dem Epimorphismus natiirlich auch um einen sl(2, C)-Modul-Morphismus. Nach
dem Schurschen Lemma ist dann aber aber auf Grund der Surjektivitdt und der Existenz von nur
einem irreduziblen Modul von jedem Typ in beiden Lie-Algebren die Injektivitit gezeigt.

2.3 Endgiiltige Form der Prisentation
Ziel dieses Abschnittes ist es, die gefundene Prasentation in eine handlichere Form zu bringen und

anschliefend durch einen Basiswechsel der Erzeuger eine Prisentation der reellen Poisson-Algebra
zu finden.
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Von den Relationen dienten 11 Ausdriicke dazu den grofiten Modul in der dritten Schicht zu
Null zu machen. Wegen des Schurschen Lemmas reicht allerdings schon eine einzige Relation dazu
aus. Die gewihlte Gleichung sei

[0,[-1,1]] = 0.

Fiir den zuletzt iibrigbleibenden fiinf dimensionalen Modul in der dritten Schicht reicht eben-
falls eine Relation, um ihn mit den Erzeugern zu identifizieren.

[2,[=2,0]] + 4[1,[~1,0]] + 216F0 = 0

Man hat die Anzahl der Relationen auf 17 reduziert.

[0, [=1,1]]

[Ov [_2’2]]

[2,[-1,2]] + 6[2,[0, 1]]

[—2,[-2,1]] + 6[-2,[-1,0]]

[1,[-1,2]] +6[1,[0,1]] + 18F, 4

[2,[=2,2]] + 22, [- L 1] + T2F 4

[0, [ 1,2]] +6[0, [0, 1]] + 18F

[2,[—2,1]] +6[2,[-1,0]] + 72F}

[1,[-2,2]] + 2[1,[-1,1]] + 36 F4

2[-1,[-1,2]] + 3]2,[—2,0]] + 432F,

4[1,[-1,0]] + [2,[-2,0]] + 216 F}

2[1,[-2,1]] — 3[2,[-2,0]] — 432F,

[0,[—2,1]] + 6[0,[-1,0]] — 18F_

2[-1,[-1,1]] + [-1,[-2,2]] — 36 F_

[-1,[-2,1]] + 6[—-1,[-1,0]] — 18F__

[—2,[-2,2]] — 12[-1,[-1,0]] — 2[1,[-2,—1]] — 36F__
[-1,[-2,2]] — 36[0,[-1,0]] — 6[1,[-2,0]] — [2,[—2,—1]] + 36F_

Es soll nun die Erzeugermenge vergréflert werden. Die Relationen werden dadurch zwar zahl-
reicher, dafiir aber gewinnen sie an Ubersichtlichkeit, denn man kann so ihre Linge reduzieren.

Man erginze also die Erzeugermenge um die Elemente £, F_ und H.

Diese Elemente identifiziert man mit der 3-dim. Algebra, die in der zweiten Schicht liegt.

[Py, F_]+ [Fyy, F-] = —36H
6[Fo, Fi ] + [F_, Fhy] = 18E4
6[Fy, F_] + [Fy,F__| = 18E_

Die Verkniipfung dieser Erzeuger untereinander vergréfiert die Lie-Algebra nicht, denn man findet
unter Ausnutzen der sl(2, C)-Operation z.B.

B[EL, E_] = [Ey,6[Fo, F_]+ [Fy, F__]]
= O[EL, [Fo, FL] + [Ey, [Fy P
= O[F4, F_| + [Fhy, F__] — 4[F}, F—]
= 2[Fy, F_]+ [Fhy, F__]
—36H

Die 15 Regeln, die die sl(2, C)-Darstellung wiedergeben, kann man in den neuen Erzeugern schrei-
ben. Die Relationen lauten dann:

[H7F——]+2F——7 [E—7F——]7 [E+aF——}+4F—
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[HF|+F., [E_,F.]—F__, [E4 F.]+G6F,
[H,Fol,  [E-,Fo] - F_, [E4 FOl—Fy
[H, Fy] = Fy, [E-,Fy]+6F, [Ey, FL]—Fy
(H, Fyy] =2Fy, [E_ Fei]+4F, [Ey Fyyl

20F,F_]+ [Fyy,F__]+ 36H

6[Fo, Fy] + [F_, Fiy ] — 18E,

6[Fo, F_] + [Fy, F__] — 18E_

[Fo, [F-, F1 ]

[Py [P, Fo]] +A[Fy, [F_, Fo)] + 216 F,

Die bisher hergeleitete Prisentation mit acht Erzeugern und 20 Relationen gehért zur kom-
plexifizierten Poisson-Algebra. Im folgenden sollen nun die Relationen in reeller Form geschrieben
werden. Dass dies geht, steht aufler Frage, denn man hat ja lediglich C an die Poisson-Algebra

tensoriert.

Man muss also fiir die acht Erzeuger einen Basiswechsel durchfithren. Anschlieend schreibt
man auch die Relationen bzgl. des neuen Erzeugersystems.
Die den Erzeugern F__ bis F, . und H, F; und F_ entsprechenden Polynome haben die Form

1z

= x+1iy

= T—1y

= —3(z—iy)’
—3iz(x — 1y)

1
= - §($2 +v°)
3iz(x + 1y)
= —3(z+iy)*

Fiir die neue Basis wihlt man folgende harmonische Polynome

X
Y
Z
G
Ga
Gs
G4

Gs

1
= 2'- 5(»’52 +y°)

= xy

= Tz

= yz

1

= * - S(y* + 7).

2

Die obere Basis kann man in der unteren ausdriicken

X +iY

X —iY

iz

—2G; + 6iGy — 4G5
—3iGs — 3G,

G

3iG3 — 3Gy

—2G — 6iGy — 4Gs.

34



Die transformierten Relationen nehmen die Form

[X, Gl] + 3Gy
[X,G2] — G3
[Xa G3} + G2
4 2
(X, G4] — gGl - §G5
[Xa G5}
[Y,G1] — 3G3
Y, Ga] + Gy
2 2
Y. ‘o, -2
lY,Gs] + 3G1 3G5
Y, G4] — Go
lY,G5] +3G3
[Zv Gl}
2 4
[Z, GQ] + gGl + §G5
[Za GB} - G4
[Z,G4] + Gs
[Z,G5]) — 3G2

Q[Gl, GQ} + S[Gg, G4] — 4[G2, G5] - 3Z
2[Gh, Gs] + 2[Gs, Gs] — 3[Ga, Ga] — 3Y
3(Ga, Gs] — A[Gh, Ga] + 2[Ga, Gs] + 3X

[G1, (G35, G4]]

2[G1, [G1, G5]] +9[Ge, [G1, G2]] + 9[G3, (G, G3]| +
+9[G47 [Gl, G4]] + 4[G5, [Gl, G5]] — 54G1

al.

Die ersten 15 Relationen geben die Operation der so(3) auf den Erzeugern {G1, ..

(2.51)

., G5} wie-

der, die folgenden drei Relationen identifizieren einen Teil der zweiten Schicht mit der so(3), die
vorletzte Relation setzt den 11-er Modul in der dritten Schicht zu Null und die letzte Relation
identifiziert einen fiinf dimensionalen Untermodul in der dritten Schicht mit den fiinf Erzeugern

G1 bis G5.
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Anhang A

Algorithmus zur Zerlegung in
harmonische Anteile

Im folgenden wird ein effizienter Algorithmus zur Zerlegung eines beliebigen, homogenen Polynoms
in seine harmonischen, homogenen Anteile gegeben. Dieser ist in [2] skizziert worden.
Sei f ein Polynom, dessen Zerlegung

f=hn+ T2hn,2 + 7"4hn,4 + ...+ TQkhn,Qk + ...

man berechnen will, wobei die h; die harmonischen Polynome seien.

A.1 Der Algorithmus

1. Wende auf f den Laplace-Operator N mal an, wobei N die Gleichung n = 2N bzw. n =
2N +1 erfiillt, je nachdem ob der Grad n des Polynoms eine gerade Zahl oder eine ungerade
Zahl ist. Behalte alle Zwischenergebnisse f; :== A'f,i=1,...N. Setze [ = N.

1 . l
2. hp—or =c¢;  fi, wobei ¢; = Hj:1

20—+ 1)(2n—20—25+3).
3. Ersetze [ durch [ — 1. Falls [ kleiner als Null ist, breche den Algorithmus ab.
4. Man erhélt nun h,,_o; durch

N—1 l
1 L. L i
Bp—ol = - fi— Z 26 H(l—i—z —j+D@2n—1—i—7j)+3)r? Py 244y | 5
i=1

j=1

mit
l

c:=2"JJU—j+1)(2n—20—2j+3).

j=1
5. Gehe anschlieflend zum dritten Schritt zurtick.

Beweis: Bei obiger Schreibweise sind alle h; harmonische, homogene Polynome vom Grad 1.
Man rechnet leicht nach, dass

Ar*hy, =V ((Vr*)hy, +1r**Vhy,)

(A2 by + 2(Vr%) - (Vhy) + 72 Ahy,
25(2s + 1)r2572hy, + 4skr?*~2hy,
25(2s + 2k + 1)r2Ypy,
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Den zweiten Term in der zweiten Zeile berechnet man durch

Vrk Vet Tyt = 2k T2 (20, + g0, + 20, )at T T IyiLd

sk =2 syt

Entsprechend gilt fir die I-fache Anwendung dieses Operators

!
Ar2shy, = <H 2(s =1+ 1)(2(s — 1) + 2k + 3)) r26=Dp,
i=1

Man sieht, dass bei [-facher Anwendung des Laplace-Operators auf f alle Glieder, deren r-
Exponent weniger als 2] betrigt, wegfallen. Man startet bei [ = N in Schritt Eins und garantiert
so, dass AN f nur noch das harmonische Polynom h,,_,y enthilt. Den Koeffizienten liest man aus
obiger Formel ab. Nun geht man riickwérts hoch, wobei man weif}, dass in jedem f; nur h,_o; und
die schon berechneten h; eine Rolle spielen. Auch hier werden die Koeffizienten durch die obige
Formel bestimmt.

A.2 Eine Implementierung mit Maple

# ____________________________________________

#

# harmzerlegung(f, [x,y,2z])

#

# _____________________________________________

# f ist das homogene Polynom, das in seine harmonischen Anteile
# zerlegt werden soll

# x,y,z sind die drei Unbestimmten des Polynoms

# Die Ausgabe ist eine Liste der homogenen,

# harmonischen Polynomen.

harmzerlegung := proc (f::polynom, x::1list)
local i, j, 1, h, g, N, n, r:

n := degree (f, x):

N := floor (n/2):
r :=x[1]°2 + x[2]°2 + x[3]"2:
gl1] := f:

for 1 from 1 to N do
g[1+1] := linalg[laplacian] (g[1l],x):
od:

h[n-2#N] := (1/2)°N * ( product ((N-j+1) * (2*n-2%j-2%N+3), j=1..N))"(-1) * g[N];

for 1 from N by -1 to 0 do
h[n-2%1]:= simplify((1/2)°1 * 1/(product ((1-j+1) * (2*n-2%j-2x1+3), j=1..1))
* (g[l+1] - 271 * sum (product ((1+’i’-j+1) =*
(2*n-2%1’-2%j-2x1+3),
j=1..1)
* v~ (’1°) * h[n-2%(1+°i’)], ’i’=1..N-1)));
od:
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RETURN (seq (h[n-2*i], i=0..N));
end:
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Anhang B

Algorithmus zum Bilden einer
Normalform in freien Lie-Algebren

B.1 Hall-Systeme

Wie in [3] nachzulesen ist, sind die freien Lie-Algebren graduiert. Diese Graduierung wird durch die
Lénge der Worter gegeben. Man erhilt eine Basis durch ein Hall-System. Dies ist eine geordnete
Teilmenge M C L mit folgenden Eigenschaften:

e Alle Erzeuger liegen im Hall-System.

e M besteht nur aus einzelnen Worten und ein kiirzeres Wort ist (bzgl.der Ordnung) kleiner
als ein langeres.

e Das Wort [A, B] liegt in M genau dann, falls

— A BeM
- A<B
— Falls B kein Erzeuger ist, ist B = [B1, Bs] und es gilt A > By.

Diese Regeln erlauben es induktiv ein Hall-System aufzubauen. Dazu startet man mit den
Erzeugern und numeriert diese nach einer beliebigen Ordnung durch. Dann konstruiert man nach
und nach jede Schicht unter Beachtung obiger Regeln. Die neue erhaltenen Elemente fiigt man
an das Ende der Liste der schon vorhandenen hinzu. Man erhélt so das System M mit einer
entsprechenden Ordnung.

B.2 Eine Normalform fiir Lie- Ausdriicke

Das Hauptproblem beim Rechnen in der freien Lie-Algebra besteht darin, die Gleichheit zwei-
er Elemente angeben zu konnen. Hat man dies geschafft, reduzieren sich die meisten anderen
Probleme auf die lineare Algebra.

Der hier vorgestellte Algorithmus erlaubt es, beliebige Ausdriicke als Linearkombination bzgl.
einem Hall-System M zu entwickeln.

Algorithmus

Der Algorithmus benutzt einen rekursiven Aufruf einer Funktion func!.
Die gesuchte Entwicklung von E erhélt man durch func(F).

IWenn also z.B. geschrieben wird func(A)+func(B), ist damit (entsprechend der C++/C-Syntax) gemeint:
Bilde die Summe aus dem von func zuriickgegebenen Wert bei Einsetzen von A und dem von func zuriickgegeben
Wert bei Einsetzen von B.

39



func(W): Sei W =M\W; + -+ \.W,., wobei W; einzelne Worter seien.
Starte mit Wz = Wl.

1. Falls W; € M:

(a) Falls i = r, dann fertig. RUGKGABE von func ist W.
(b) Falls i < r, setze i =i + 1 und gehe zuriick zu (1).

2. W; ist gleich [A, BJ.

(a) Falls A ¢ M setze in W an Stelle von W, den Ausdruck [func(A), B]. Zerlege das so
erhaltene W wieder in einzelne Worte und starte mit diesem W die Funktion von vorne.

(b) Falls B ¢ M setze in W an Stelle von W; den Ausdruck [A,func(B)]. Zerlege das so
erhaltene W wieder in einzelne Worte und starte mit diesem W die Funktion von vorne.

3. Falls A > B, ersetze W; durch —[B, A].
4. Falls W; € M gehe zuriick zu (1).

5. Esist W; = [A,[B1, Bz]] ¢ M, dann A < Bj. Ersetze also W; durch [[4, By], Bz2]+[Bi, [A, Ba]]
in W und starte die ganze Funktion von vorne.

Beweis: Der Beweis wird mit einer Induktion iiber die Lange des Wortes gefiihrt.

Das obige Verfahren 16se also korrekt alle Terme der Lange n auf. Es sei [A, B] ein Wort der
Lénge n+ 1. Mit der Induktion erhélt man ein Wort Y Ay [Aq, Bal, wobei Ay, B, € M liegen und
durch umordnen A, < B, ist.

Falls [Aq, Ba] ¢ M, liegt das daran, dass dieser Ausdruck die Form [A,, [Cq, Do]] hat, wobei
An,Co, Dy € M, aber A, < C, (vergesse im folgenden die “a”).

Nach dem obigen Algorithmus wird nun die Jacobi-Identitét auf den Ausdruck angewandst:

[A,[C, D]] = [[A,C], D] + [C, [A, D]]
Untersuche die neu erhaltenen Terme

[[A,C],D]: Falls [A,C] ¢ M, ersetze nach Induktion durch ) ¢;[A;, C;] mit der entsprechenden
Eigenschaft.
Betrachte 0.B.d.A. ein einziges [A’,C’'] € M.

Fall 1: [A’,C’] > D. Der Term hat die Form —[D,[A’,C’]] mit D,[A’,C'] € M. Falls D %
A’, findet man hat also wieder die anfinglichen Situation vor, allerdings ist jetzt der
links stehende Ausdruck D echt grofler als der anfinglich dort stehende Ausdruck A
(denn A < C < D).

Fall 2: [A',C'] < D.Der Term hat die Form [[A’, C'], D] = [[4’,C"], [D1, D2]] mit [A’,C’], D1, Dy €
M. Falls [A’,C’'] 2 D1, findet man hat also wieder die anfingliche Situation vor, aller-
dings ist jetzt der links stehende Ausdruck [A’, C’] echt gréfler als der anfinglich dort
stehende Ausdruck A (denn Lng[A’, C'] = Lng[A4, C] > LngA).

[C,[A,D]]: Falls [A, D] ¢ M, ersetze nach Induktion durch Y ¢;[A;, D;] mit der entsprechenden
Eigenschaft.
Betrachte 0.B.d.A. ein einziges [A’, D'] € M.
Es gilt automatisch [A’, D’] > C', denn Lng[A’, D'] = Lng[A, D] > LngD > LngC', weshalb
nur zwei Moglichkeiten in Frage kommen:
Fall 1: C > A’. Der Term ist in M.

Fall 2: C < A’. Man befindet sich in der anfinglichen Situation, allerdings ist der links
stehende Ausdruck C echt grofler als der anfinglich dort stehende Ausdruck A.

Der Algorithmus terminiert, denn die links stehenden Ausdriicke sind auf die Liénge n — 1 be-
schrankt und folglich kénnen sie nicht beliebig grof8 werden.
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B.3 Rechnen in Prasentationen

Man kann mit gewissen Einschrankungen Aussagen iiber prisentierte Lie-Algebren mit dem C-
Programm treffen.

An dieser Stelle soll erklirt werden, wie dies funktioniert und auf was fiir Einschriankungen
man stoft.

FE4, ..., E, seien die Erzeuger der Lie-Algebra. Es seien Ry,..., R, die gegebenen Relationen
und s1,...,s, die Maximallingen der entsprechenden Gleichung.

Man lege eine maximale Gréfle N fest, bis zu der man Relationen prologieren wird.

1. Setze a =<Anzahl der Gleichungen>.

2. Bringe alle gegebenen Gleichungen mit dem oben gegebenen Algorithmus in Normalform
bzgl. eines Hall-Systems.

3. Lose das lineare Gleichungssystem mit einem Gauf3-Verfahren moglichst weit.

4. Prolongiere nun die Gleichungen, indem man fiir alle F; und alle R; mit s; < N die Kom-
mutatoren [E;, R;] bildet.

5. Bringe alle gegebenen Gleichungen mit dem oben gegebenen Algorithmus in Normalform
bzgl. eines Hall-Systems.

6. Lose das lineare Gleichungssystem mit einem Gaufl-Verfahren moglichst weit.

7. Falls a #<neue Anzahl der Gleichungen>. setze a =<neue Anzahl der Gleichung> und gehe
zuriick zu Schritt (4)

Dieses Verfahren ist aber nur bedingt tauglich. Um alle Relationen der Léinge n zu finden
reicht es ndmlich keinesfalls aus bis zur Linge n zu prologieren. Dies soll am folgenden Beispiel
verdeutlicht werden:

Betrachte die Présentation

<x,y‘[x, [z,9]] — z, [y, [z, y]] — x>

Man muss die Relationen bis zur Lénge vier prologieren, um noch zusétzliche Relationen der
Lénge eins und zwei zu erhalten.

[.’IJ, [33, y]] -, [y7 [.Z‘, y” -
[z, [z, [z, y]]] — [z, 2], [y, [z, [z, y]]] - [y, 2]
[’JJ, [ya [:L',y]]] - [ ,:L']a [ya [y7 [x7y]]] - [y71']
Nach zuriickfithren auf die Normalform erhilt man
[:L‘, [m7y]] -, [y7 [.’)37y]] -
[z, [z, [z, y]l], [y, [z, [z, y]l] + [, 9]
ly, [z, [z, yll] + [[z, 9], [z, ], [y, [y, [z, ¥]l] + [z, 9]

Nach Auflésen der Gleichungen erhélt man die Relationen:

[, 9]

[z, [z, y]] =z, [y, [z,y]] — =
[, [z, [z, Y]], [y, [z, [z, y]]]
Y, [y, [z, y]]]
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Prolongiert man die erste Gleichung mit x und zieht man diese Gleichung von der zweiten ab,
erhdlt man die Relation x = 0, d.h. bei dieser Algebra handelt es sich um die freie Lie-Algebra auf
einem Element.

In diesem Beispiel reichte die Prolongation bis zur Lénge vier aus, um alle Relationen der
Lénge eins und zwei zu finden.

Mir ist aber keine obere Schrank N (n) bekannt, bis zu der man im allgemeinen Fall prolongieren
miisste, um alle Relationen der Lénge n zu finden.
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