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Les exercices marqués d’une étoile sont les exercices traités en TD.

1 Feuille de TD2

Exercice 5.*

1. On va noter X (t) = (z(t),2/(t); 2" (t)): dans ce cas,

Xi(t) = '(t) = Xa(t),
Xo(t) = 2"(t) = Xs(t),
X3(t) = 2®(t) = =" (1) +2'(t) + 2(t) = —Xs(t) + Xa(t) + X ().

Ce qui s’écrit aussi matriciellement sous la forme

X!() 01 0 X1 (1)
X0 =100 1 Xo(t)
XI(t) 11 -1 X5(1)

2. D’apres l'exercice 3 du TD2, le polynome caractéristique de la matrice compagnon A
est donné par

Py X)= X34 X?-X-1=X*(X+1)—(X+1) = (X+1)(X?=1) = (X +1)*(X —1).

3. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton P4(A) = 0 donc R?* = Ker P4(A). En ap-
pliquant le lemme des noyaux, on obtient R? = Ker(A — 1) @ Ker(A + 1)2. D’apres
Iexercice 3, on sait que les espaces propres sont au plus de dimension 1. On a donc
d’une part un vecteur propre v; associé a la valeur propre 1: Av; = v;. D’autre part
il existe une base de Ker(A + 1)? formée d’une part d'un vecteur propre vy tel que
Avy = —uy et d’autre part (A + 1)vs = vy. Ce qui donne l'existence d’une matrice de
passage P telle que

1 0 0
PAP'=| 0 -1 1 =J
0 0 -1

En s’inspirant du calcul de I'exercice 1 c), on obtient la base de solution associée au
systeme X'(t) = JX ().
e 0 0
Pt)y=|( 0 et tet
0 0 et



La base de solution associée a X'(t) = AX(t) en ensuite donnée par la matrice fonda-
mentale V(t) = P®(t).

Exercice 6.* (seulement les questions 2 et 3)

1. On cherche une solution de z®(¢) — 2/(t) = 0 sous la forme z(t) = > .°°  a,t". On
calcule aisément les dérivées successives de x:

2(t) = (n+ Dappt",
2(t) = (n+1)(n+2)anot",
2B (t) = Y (n+1)(n+2)(n+ 3)an5t".

En remplacant dans 1'équation z® (t) — 2/(¢) = 0, on obtient la relation de récurrence

1
n+3)(n+2

Gpiz = ( )CLn+1, Vn € N.

Par récurrence, on montre aisément que

ay 2a2

A2n+1 = ( a2(n+1) = m

2n + 1)V’
Donc x peut s’écrire sous la forme

t2n+ 1 0 t2n+2

;(2n+1)!+2a2;

— — (2n+2)
x(t) = ag — 2 as + aq sinh(t) + 2ay cosh(t).

z(t) = ag + a1

Le rayon de convergence des séries étudiées est évidemment R = oo: les solutions
trouvées sont définies sur R tout entier. L’espace vectoriel des solutions de 23 (¢) —
2'(t) = 0 étant de dimension 3, on a trouvé ici une base de solutions: (1, cosh(t), sinh(?).

2. On cherche des solutions de y"(z) — 2zy/'(z) + 2ay(z) = 0 sous la forme y(z) =
Yoo o apx™. On calcule y”(z) et ay'(x):

o
xy(x) = Z na,x",
n=0
o

y'(2) = 3 (n+ D+ agar”

n=0

En remplacant dans I’équation y”(z) — 2xy'(z) + 2ay(z) = 0, on obtient la relation de
récurrence
(n+1)(n+2)ay2 =2(n— a)a,.



Si a ¢ N, alors par récurrence, on montre que y s’écrit

Z 2%k 4+ 1 — o o I = 12k:
y(ZL‘) _ alz k70< 2n+1 + ag Z k= 0 )I‘Qn.

!
— (2n + 1)!

On peut vérifier que le rayon de convergence de chaque série est R = co. L’espace
vectoriel des solutions de y”(z) — 2zy'(x) + 2ay(x) étant de dimension 2, on a bien
obtenu une base de solutions de 1’équation.

. Si @ = N, montrons qu'une des solutions est un polynome: on suppose que N = 2k

est pair. On choisit par la suite a; = 0 de sorte que as,+1 = 0, Vn € N. Ensuite,
la récurrence donne immédiatement ag, o = 0 et par récurrence as, = 0 pour tout
n > 2k+2: les coefficients de la série s’annulant a partir d’'un certain range, on obtient
bien une solution polynomiale.

Exercice 7. (correction du 1)

2

1. On cherche & résoudre agt?z"(t) + bot2'(t) + coz(t) = 0. Pour cela, on cherche une

solution sous la forme z(t) = t*. Dans ce cas, z est solution si et seulement si
QQA()\ - ].) + bo)\ +co = 0.

Si on note Aj, Ay les racines de ce polynome, on a 2 situations possibles. Ou bien
A\ # Xy et dans ce cas t™,t*? forment une base de solutions. Ou bien A\; = )y et
dans ce cas, on n’obtient qu'une solution z(t) = t*. Pour retrouver une autre solution
de ’équation qui soit linéairement indépdenante, on cherche la solution sous la forme
z(t) = tMy(t) et on cherche une équation différentielle sur y. On obtient

aoty”(t) + (2)\1&0 + bo)y,(t) =0.

La racine A; est double et s’écrit \; = b" 0 d’ou 2M\1ag + by = ag et y vérifie
ty"(t) + y'(t) = 0. On obtient alors y(t) = log( ) Dans ce cas, la base de solution est
donnée par t*1, tM log(t).

Feuille de TD3

Exercice 1* (les 2 premiers exemples)

1. Résolution de zy'(z) =

#Q(r): on remarque qu’en posant z(x) = xy(x), on obtient

pour z équation différentielle 2'(x) = On peut également écrire 2%(z)2'(z) = 1.

1
2(z)
Donc en intégrant entre x, et x, on obtient

Pz)  2(xo)
3 3
On peut inverser cette relation pour obtenir z(x) et donc y(z): apres calcul, on obtient

y(z) = 27 (ady(z0)® + 3(x — o)) ">,

= (z — x9).



, 2
2. Résolution de z +y = (Z,Egﬁ) . On pose z(x) =z + y(x). L’équation s’écrit alors

2

()

z=(1- 2 (1= /2(2) (x) = 2.

En intégrant entre zy et x, on obtient

z(x) — %2’(:10)3/2 =2(zx — x9) + 2(x0) — %z(:po)?’ﬂ.

Cette relation s’écrit F'(z(z)) = g(x): on peut inverser cette relation si F est inversible.
On a F'(z) =1—/z: si z(zg) # 1, cette relation est donc inversible localement.

Exercice 2 (le premier exemple)

Résolution de xy(z)y'(x) — y? = (x + y(x))%e ¥@/: on divise cette équation par 22, on

obtient (2) () ()
x x x
T (@) = (F2) + (14 Tyl
On pose z(z) = y(z)/x: alors on a 'équation différentielle = 2'(z) = f(2(x)) — z(x) avec
f(z) = z_l((l + 2)%e7* + 22). Soit G une primitve de (f(z) — 2)7!, on a, en intégrant
I'équation différentielle sur z entre xy et x: G(2(x)) — G(z(xp)) = log(z/xp). En inversant
la fonction G, on obtient z(z) puis y(x).

Exercice 3 *
On souhaite résoudre 1’équation de Bernouilli y'(x) = p(x)y(x) + q(x)y(x)* avec o # 1.

1. On suppose y > 0 et on pose z(x) = y'=*(x) alors 2/(z) = (1 — «) ;’(/Si Comme y est
solution de I'équation de Bernouilli, on a

Z (@) = (1 - a) (p(@)2(2) + qlx)).

2. La fonction z est donc solution d'une équation différentielle linéaire. En utilisant une
méthode de variation de la constante, on obtient aisément que

2(z) = effo(lfa)p(y)dyz(xo) +/ ef;(l—a)p(U)dU(l — a)q(y)dy.
xo

Ce qui donne alors y(z) = z(x)ﬁ

3. On traite succintement I'exemple v/zy'(z) —y(z) + (z +2/),/y = 0. On réécrit cette

équation sous la forme

(z) = %ym @+ %) o)



On pose alors z(z) = y/y(x): z vérifie 'équation différentielle

z(x) 1

La fonction z(z) = KeV® est solution du probleme homogene. On conclut ensuite &
I'aide d’une méthode de variatio nde la constante.

()

Exercice 4 *
On souhaite résoudre 1'équation de Ricatti y/'(z) = a(x)y?(x) + b(z)y(z) + c(z).

1. On suppose connue une solution particuliere de ’équation et notée y,. On cherche
ensuite la solution générale sous la forme y(x) = y,(z) + z(x). Alors

y'(x) = yy(x) + 2 (2),
a(z)y*(z) + b(x)y(z) + c(x) = y,(z) + a(z)2* (@) + (2a(z)yp(z) + b(2))2(2).

En écrivant que y est solution de I’équation de Ricatti, on obtient 2/(x) = (2a(x)y,(x)+
b(z))z(x) + a(x)2%(z) qui est une équation de Bernouilli qu’on sait résoudre.

2. Résolution de (1 —2%)y'(z) +2%y(z) + y?(x) — 2z = 0, sachant que x — x? est solution.
On pose y(x) = 22 + z(x) alors z vérifie
322 22

/ —
z<x)_x3—1z<x)+x3—1'

Alors w(z) = 2'7%(x) vérifie 'équation différentielle ordinaire

3x2 (2) = 1
x3_1wx o3 =1

w'(z) +

On résout ensuite cette équation a ’aide de la méthode de variation des constantes.

3 Feuille de TD4

Exercice 1: cet exercice est donné en DM

Exercice 2*

1. Les solutions stationnaires de 2/(t) = ux(t) — Kxz(t)? sont clairement les fonctions
z(t) = z, tel que pz, — K27 = 0. On obtient facilement z, = 0 et 2, = %. Les

solutions d'une équation homogene ne s’intersectant pas si x(0) > 0 alors sur tout
'intervalle d’existence de la solution, on a z(¢) > 0. Si en plus z(0) < p/K alors
x(t) < p/K. Dans le cas ou x(0) # 0, u/ K, et en posant X = p/K, on peut écrire

P ) )
o) (X —=z(t) () X —=z()

=uX.



En intégrant cette équation entre 0 et ¢, on obtient

GORE S ()

1
o8 ZTo X—l‘o

= pu Xt.
D’ou % .
o(t) = X(l n ;‘”06—“)@) '
Lo
et limy_o x(t) = X.

. Les solutions stationnaires (z,,y,) du systeme de Lotka Volterra vérifient
ax, —br,y, =0, cxpy, — dy, = 0.

On trouve aisément les couples (0,0) et (£, %).

c)

. On peut montrer que (0, yoe %) et (zoe®, 0) sont des solutions de Lotka Volterra corre-
spondant au cas d’especes isolées. En utilisant 1'unicité des solutions pour le probleme
de Cauchy et le fait que les solutions d’un probleme homogene ne se coupent pas, on
obtient que si z(0) > 0 et y(0) > 0 alors sur tout U'intervalle d’existence de la solu-
tion, on a z(t) > 0 et y(t) > 0. On peut donc diviser les équations de Lotka Volterra
respectivement par x et y alors

=a— by(t), y(t) = cx(t) —d.

En posant z(t) = eP® et y(t) = ?® on obtient
Pt)=a—be®  ¢t)=ceP) —d.

On cherche une intégrale premiere du mouvement sous la forme H (p, q) = K(p)+ J(q),
on a

d

1 (p(t),q(t)) = K'(p())(a — be?®) + J'(q(¢))(ce?® — d).

Si on pose K'(p) = ce? —d et J'(q) = be? — a, on obtient £ H(p(t),q(t)): on choisit
donc K(p) = ce? — dp et J(q) = be? — aq et de retour aux variables initiales, on a le
résultat.

. Pour tracer les courbes de niveau de H, on fixe x et on étudie la fonction y — H(x,y)—

H; en montrant que 0 n’a que deux antécédents y;(z) < § < y2(z) et que ces deux

antécédents sont confondus pour deux valeurs extrémes de z. On obtient donc des
courbes fermées. On détermine ensuite le sens de parcours de la courbe en examinant

le signe de 2'(t) et y/(t) dans les différentes régions du quart de plan x > 0,y > 0.



