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Domaine scientifique: Sciences et Technologies
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Unité de recherche d’appartenance: Institut Camille Jordan, UMR 5208

Titre du projet de recherche:

Dynamique des écoulements de films minces: modélisation et instabilités

Résumé du projet de recherche:

Mon projet de recherche s'articulera autour de la modélisation de films minces et I'étude des instabilités de ces films.
Je m'attacherai a décrire ces écoulements a l'aide de modeles de Saint Venant dont la complexité est réduite.
L'objectif est d'obtenir et, si possible, de justifier de nouveaux modeles dans différentes situations (fluides
viscoplastiques/viscoélastiques, topographies complexes, écoulements multicouches, tension de surface, effets
dispersifs) a l'aide d'une analyse asymptotique rigoureuse des équations de Navier-Stokes a surface libre. Avec ces
modeles, je souhaite ensuite étudier les ondes non-linéaire se propageant dans les films minces. D'une part, lorsque
les états stationnaires deviennent instables, des ondes périodiques se forment. En étudiant la stabilité et surtout les
conditions d'instabilité des ces ondes périodiques, je souhaite donner des scenarios de transition vers le chaos. La
justification des équations donnant le comportement des ondes périodiques modulées est un élément essentiel de
'étude : ces équations jouent un role central dans le comportement asymptotique des solutions proches des ondes
périodiques et dans la description des chocs dispersifs en théorie des vagues.

Activité scientifique actuelle :

Ma recherche porte actuellement sur la compréhension des écoulements de films minces et s'articule en deux
parties : la modélisation de ces écoulements a l'aide de modéles de Saint Venant et I'étude des instabilités
hydrodynamiques dans ces films. J'ai récemment obtenu une grande variété de nouveaux modeéles de Saint Venant
pour des films visqueux (newtoniens et non newtoniens) et justifié rigoureusement certains d'entre eux. L'originalité
de mon approche est d'obtenir des modéles consistants avec les équations de Navier-Stokes a I'aide d'une analyse
asymptotique rigoureuse, alors que la plupart des modéles existants ne sont obtenus que de manicre heuristique et
sont en général inconsistants. Sur I'étude des instabilités hydrodynamiques (roll-waves), j'ai initié¢ 1'étude de stabilité
des ondes périodiques discontinues pour les systémes de Saint Venant avec terme source. Pour des lois de
conservations visqueuses, j'ai obtenu des résultats de stabilité spectrale (numérique et analytique) des ondes
périodiques et récemment démontré un résultat général de stabilit¢é non-linéaire dans avec précision du
comportement asymptotique (validation des équations de Whitham). Je travaille actuellement sur les ondes
périodiques de lois de conservations ou les effets dispersifs sont prédominants (équations d'Euler-Korteweg,
Kawahara), l'objectif étant de construire rigoureusement des chocs dispersifs.
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1 | P. Noble: On the spectral stability of roll-waves,
Indiana. Univ. Math. Journal 55 (2006) no. 2, 795-848.

2 | M. Johnson, K. Zumbrun, P. Noble: Nonlinear Stability of Viscous Roll-Waves,

SIAM J. Math. Anal. 43 (2011) no 2, 577-611.

3 |E.D. Fernandez-Nieto, P. Noble, J.-P. Vila: Shallow Water equations for Non Newtonian fluids,
Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics 165 (2010) no. 13-14, 712--732.

4 | D. Bresch, P. Noble: Rigorous derivation of viscous Shallow Water equations without surface tension,
Indiana Univ. Math. Journal 60 (2011) no 4, 1137-1169.

5 |(a) M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Nonlocalized modulation of periodic reaction
diffusion waves: Nonlinear stability Archive for Rational Mechanics and Analysis 207 (2013) no 2,
p 669-692.

(b) M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Nonlocalized modulation of periodic
reaction diffusion waves: The Whitham equation Archive for Rational Mechanics and Analysis 207
(2013) no 2, p. 693-715
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2 — CURRICULUM VITAE

Pascal NOBLE

N¢é le 26 juin 1976. Marié, un enfant.

Maitre de Conférences a I'Université Claude Bernard Lyon 1, Institut Camille Jordan, UMR 5208
Qualifié en section 25/26 (Mathématiques/Mathématiques Appliquées) et 60 (Mécanique)

1. Déroulement de carriére:

septembre 1997-aout 2001............ Eléve de I'Ecole Normale Supérieure de Lyon
2000, Agrégation externe de Mathématiques

septembre 2000-décembre 2003....Doctorant; Université Toulouse 3

décembre 2003..........cceevveviirennnnns These; Université Toulouse 3 (directeurs : J.-M. Roquejoffre, J.-P. Vila)
septembre 2004-février 2005.......... Post Doctorant, Vrije Universiteit (Amsterdam)

février 2005-......ccoviiiiiieiieeeee, Maitre de Conférences, Université Lyon 1

décembre 2009..........cceevvevieeennens Habilitation a diriger des recherches; Université Lyon 1

Titulaire de la PEDR puis de la PES depuis septembre 2006.

2. Activités de recherche :

2.1 Thémes de recherche

A Théme 1: Ecoulements gravitaires de fluides complexes
Obtention (formelle) de modeles de Saint Venant a partir de Navier-Stokes: écoulements
newtoniens sur topographie quelconque, écoulements non newtoniens (Bingham, loi de
puissance, viscoélastique), écoulements bi-fluide. Preuve de convergence et consistance de
certains modeles pour les fluides newtoniens. Simulations numériques de films minces en présence
de tension de surface

A Théme 2: Instabilités hydrodynamiques
Instabilités de surface libre (roll-waves).
Ondes progressives périodiques: stabilité spectrale (analyse de Bloch), modulationelle (non
linéaire), comportement asymptotique (équations de Whitham : obtention et justification).
Applications aux équations de Saint Venant, Korteweg-de Vries/Kuramoto-Sivashinsky (roll-waves),
Swift-Hohenberg, réaction diffusion (instabilité de convection).

A Théme 3 : Systémes dynamiques appliqués a la physique: mappings en dimension infinie,
réduction a une variété centrale, formes normales, techniques de perturbations singuliéres,
continuation numérique, analytique. Applications aux oscillations localisées dans des chaines
d'oscillateurs (breathers).

2.2 Encadrements de these

A Valérie Le Blanc. Stabilité d'ondes périodiques, Schémas numériques pour le chimiotactisme,
soutenue le 24 juin 2010 (co-direction avec F. Filbet). V. L B est professeur en CPGE.

A Amélie Rambaud. Analyse d'écoulements a surface libre a l'aide de modéles de Saint Venant
multicouches ; Schémas numériques pour la limite de relaxation dans les lois de conservations
hyperboliques, soutenue le 5 décembre 2011 (co-direction F. Filbet). Actuellement en stage post-
doctorale a I'MT Toulouse



3. Principales responsabilités:

3.1. Projets de recherches financés

A BQR 2006 (Lyon 1): Modélisation et analyse mathématique pour les avalanches de neige, les

écoulements de boues et laves torrentielles. Porteur du Projet. Dotation : 5000euros. Participants : L.
Chupin (INSA Lyon), D. Bresch (Univ. Savoie).

ANR JCJC (2009-2013) : Shallow Water Equations for Complex Fluids. Porteur du Projet.
Dotation : 80.000euros. Participants : L.-M. Rodrigues, S. Delcourte, D. Le Roux, F. Filbet (Lyon
1), J.-P. Vila (INSA Toulouse), E.D. Fernandez-Nieto (Univ Séville).

3.2 Expertises

A

Membre des commissions de spécialistes: ENS Lyon (2006-2008), Université Blaise Pascal
(Clermont Ferrand : 2006/2008), Université Lyon 1 (2008/2010), Université Marseille 3 (2012-),
Université Bordeaux 1 (2012-), Université de Nantes (201 3-).

Jury de I'agrégation externe de mathématique.: analyse, option B (calcul scientifique) (2008-)
Jury de Theése : V. Guyonne, H. Elrofay (Vrije Universiteit, Amsterdam), M. Fraisse, M. Boutounet
(Université Toulouse 3), Arghya Samanta (Université Pierre et Marie Curie, rapporteur), Marthe
Roux (Université Toulouse 3).

Expertises de projet pour le compte de I'ANR: Programme Blanc.

Expertises d'articles : Nonlinearity, SIAM Math Analysis, Journal of Fluid Mechanics, SIAM App!.
Math, Comm. Math. Sciences, Proceedings of the Edimburgh Mathematical Society, Physica D

3.3 Responsabilités collectives

A

A

A

Responsable du séminaire de 1'équipe MMCS commun entre I'ICJ et 'ENS Lyon (2006/2008)

Membre du GDR "“Equations aux dérivées partielles" (Porteur: David Lannes), du GDR
“"Ruissellement et Fluides Cisaillés" (Responsable : C. Ruyer-Quil) et du GDR EGRIN (Porteur :
Stéphane Cordier)

Membre du comité d'organisation du congres HYP2006 (17/21 juillet 2006, Lyon), Co-organisation
des journées EDP Rhone-Alpes (Nov 2007) et du GDR MOAD (mars 2008, Lyon). Organisation
d'une session ' Stabilité de solutions périodiques pour les lois de conservation" de la conférence
SIAM Nonlinear waves (Juillet 2008, Rome). Réunion de lancement de I'ANR JCJC SWECF
(février 2010, Lyon). Organisation d'un colloque : “"Dispersive Shock Waves : tsunamis, tidal waves
and superfluids" au CIRM (du 6 au 11 Janvier 2013).

4. Conférences, Séminaires, Invitations a 1'étranger

4.1 Congrés internationaux

Congrés AMS/SMF (Lyon, juillet 2001), Workshop Intrinsic Localized Modes and Discrete Breathers in
Nonlinear Lattices (El Escorial, Espagne, juillet 2002), School and Workshop on Oceanography, Lakes and
River (Lisbonne, Portugal, juillet 2004), Mid Term conference of the RTN Fronts and Singularities (Leiden,
Hollande, novembre 2004), Conference on limit problems in analysis (Leiden, mai 2006), Workshop on
Environment problems and Shallow water equations (Séville, juin 2007), Workshop on dispersive nonlinear
waves (Vienna, février 2008), SIAM Nonlinear waves (Rome, juillet 2008), Chinese-French Institute :
“"Stress tensor Effects on Fluid Mechanics" (Morningside Center of Mathematics, Pékin, janvier 2011),
SIAM Nonlinear Waves (Seattle, juin 2012), Nonlinear conservation laws and related models (Banff 2013).



4.2 Séminaires

ENS Lyon (avril 2002), Exposé au GDR EAPQ (Marseille, septembre 2003), Université Bordeaux 1 (octobre
2003), Université Grenoble 1 (février 2004), Université Lyon 1 (avril 2004), Vrije Universiteit (avril 2004),
Université de Savoie (octobre 2004), Université de Clermont Ferrand (octobre 2004), Exposé aux Journées
Compressibles (Grenoble, mars 2005), Journées Mathématiques pour 1'Océanographie (Calacuccia, mai
2005), Université d'Héraklion (Juillet 2005), ENS Paris (mars 2008), Groupe de Travail MathOcéan
(Bordeaux, décembre 2008), Université de Séville (janvier 2009), Séminaire a 1'Academy of Mathematics
and Science Systems (Pékin, janvier 2010), Séminaire Analyse non linéaire Paris6/Paris7/ENS Paris (février
2010), Exposé au GDR DYNAMO (Rennes, mars 2010), Universit¢ Bordeaux 1 (Mars 2010), Université
d'Indiana (novembre 2010), Journées MathOcéan (Chambéry, février 2011), Université de Pau (avril 2011),
Séminaire Grenoble 1 (septembre 2011), Rencontre du GdR "'Ruissellements et Films Cisaillés" (Aussois,
septembre 2011), NumHyp 2011 (Roscoff, septembre 2011), Université Marseille 3 (septembre 2011),
Université Montpellier 2 (octobre 2011), Journées EDP (Bilbao, janvier 2012), Université de Picardie
(novembre 2012), Université de Caen (novembre 2012), Université Paris Descartes (février 2013), Université
de Pau (février 2013), Journées Dynamo (mars 2013), Journées GDR Egrin (avril 2013), Indiana University
(avril 2013).

4.3 Invitations a I'étranger

Mars-Avril 2003: Contrat pré-doc a I'Institut Max Planck de Dresde (2 'invitation de S. Flach),

Septembre 2004-Janvier 2005: Post Doc au sein de 1'équipe Analyse de la Vrije Universiteit (Amsterdam)
Juin-Juillet 2005: Invitation dans le cadre du RTN Fronts and Singularities a 1'Université de Crete
(Héraklion)Janvier 2009 : séjour a l'université de Séville (2 semaines) a l'invitation de E.D. Fernandez-Nieto
Novembre 2010, Avril 2010, Novembre 2011, Mars 2012, April 2013: séjour a l'université d'Indiana
(Bloomington, USA) a l'invitation de K. Zumbrun (périodes de une a deux semaines).

Avril 2012: Séjour a 1'Université de Séville (2 semaines) a l'invitation de E.D. Fernandez-Nieto.
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[19] P. Noble, L.-M. Rodrigues: Modulated wave trains in a generalized Kuramoto-Sivashinski
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Univ. Math. Journal. (2012)
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Notes and proceedings :

[N1] G. James, P. Noble: Breathers on diatomic FPU chains with arbitrary masses, Localization
and Energy Transfer in Nonlinear Systems, L. Vasquez, R.S. MacKay, M.P. Zorzano Eds., El
Escorial, World Scientific (2003).

[N2] P. Noble : Existence et stabilité de roll-waves pour les équations de Saint Venant, C. R. Math.
Acad. Sci. Paris 338 (2004) no. 10, 819--824.

[N3] B. Barker, M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Whitham averaged equations
and modulational stability of periodic traveling waves of a hyperbolic-parabolic balance laws
(2010) Proceedings de la session 2010 du GdR EDP a Port d'Albret.

[N4] B. Barker, M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Stability of periodic
Kuramoto-Sivashinsky Waves Appl. Math. Letters. 25 (2012) no 5, 824-829.

[N5] E. D. Fernandez-Nieto, P. Noble, J.-P. Vila : Shallow water equations for power law and
Bingham fluids. Sci China Math 55 (2012) no 2, 277-283.

Arcticles soumis ou en préparation:

[S1] M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Spectral stability of periodic wavetrains
of the Korteweg-de Vries/Kuramoto-Sivashinsky equation in the Korteweg-de Vries limit, (2012)
soumis, arXiv:1202.6402.

[S2] M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Behaviour of periodic solutions of
viscous conservation laws under localized and non localized perturbations, (2012) soumis,
arXiv:1211.2156.

[S3] P. Noble, J.-P. Vila: Thin power law film down an incline plane: Exact stability analysis and
shallow water modeling (2012) soumis, arXiv :1211.4405.



[S4] Slow modulation of periodic waves in Hamiltonian PDEs,with application to capillary fluids
en collaboration avec S. Benzoni-Gavage et L.-M. Rodrigues, en préparation.

[S5] Spectral stability of periodic viscous roll waves , en collaboration avec B. Barker, M. Johnson,
K. Zumbrun (Indiana Univ.) et L.-M. Rodrigues (ICJ Lyon), en préparation.

[S6] Stability theory for difference approximations of some dispersive shallow water equations and
applications to capillary fluids , en collaboration avec J.-P. Vila, en préparation.



4 — LISTE DES 5 PUBLICATIONS LES PLUS SIGNIFICATIVES

Publication 1: P. Noble: On the spectral stability of roll-waves, Indiana. Univ. Math. Journal 55 (2006)
no. 2.

Résumé: Dans cet article, j'¢tudie la stabilité spectrale des roll-waves de Dressler [D49]. Ce sont des
instabilités hydrodynamiques apparaissant a la surface d'un écoulement mince de fluide sur un plan incliné
lorsque 1'écoulement stationnaire est instable. Mathématiquement, les roll-waves sont des ondes
progressives périodiques discontinues, solutions entropiques des équations de (SV) avec un terme source
prenant en compte la gravité et la friction au fond. L'analyse de stabilité de ce type d'ondes périodiques est
trés originale puisqu'il n'existait pas de cadre mathématique adéquate pour mener a bien cette étude.

La difficulté principale est de formuler correctement le probléme de stabilité en présence d'une infinité
de chocs. On travaille dans un espace de perturbations réguliéres par morceaux avec des discontinuités
proches des discontinuités de la roll-wave et régies par les conditions de saut de Rankine-Hugoniot. Pour
fixer les chocs, on utilise un changement de variable affine par morceaux : si la perturbation est co-
périodique, cela correspond & un simple changement de repére. Les inconnues du probléme sont la hauteur
et la vitesse dans les zones réguliéres et les positions des chocs. Dans ce cadre, les roll-waves deviennent
des solutions stationnaires. En linéarisant les équations, on obtient alors un probléme spectral formé d'un
systéme différentiel a coefficients périodiques dans la zone réguliére couplé aux conditions de Rankine-
Hugoniot linéarisées. Le probléme étant périodique, le spectre est continu, paramétré par un nombre de
Bloch et les vecteurs propres sont bornés. A cause d'un point sonique dans la zone réguliere (dans cette
zone, le profil relie un point supersonique et un point subsonique), l'opérateur différentiel est singulier ; la
singularité étant de premiére espéce.

J'ai d'abord étudié le cas, plus simple, de la stabilité des ondes progressives périodiques discontinues
d'une équation de Burgers avec un terme source u_t+uu_x=u. C'est une équation qu'on obtient a partir des
équations de (SV) lorsque 1'écoulement stationnaire est instable dans la limite petite amplitude/haute
fréquence [JKO0O]. Les calculs sont explicites et on montre que 1 est une valeur propre instable associée aux
perturbations de moyenne non nulle. J'ai ensuite démontré un résultat partiel de stabilité des roll-waves de
Dressler: les valeurs propres instables sont nécessairement bornées. La difficulté essentielle est de calculer
un développement asymptotique (lorsque le module de la valeur propre tend vers l'infini) d'une base de
solutions du systéme différentiel singulier sur une période. Les coefficients du probléme étant périodique,
la solution est une combinaison linéaire de cette base dont les coefficients dépendent de l'intervalle ou on
se situe. En insérant ces solutions dans les conditions de transmission, on montre alors que les vecteurs
propres ne peuvent étre bornées sur tout R lorsque la norme de la valeur propre instable est suffisamment
grande, ce qui conduit a la contradiction. J'ai ensuite montré que dans la limite d'une pente faible ou d'une
grande longueur d'onde, la boite de valeurs propres instables s'écrasent sur l'origine. Ce résultat est la
premicre étude rigoureuse de stabilité des roll-waves et une premicre étape dans la démonstration du
caractere bien posé des équations de (SV) au voisinage des roll-waves.

Publication 2: M. Johnson, K. Zumbrun, P. Noble: Nonlinear Stability of Viscous Roll-Waves, SIAM J.
Math. Anal. (2010).

Résumé: Dans cet article, on démontre la stabilité non-linéaire des ondes périodiques d'un systéme de
Saint Venant avec viscosité sous certaines hypothéses spectrales "‘naturelles". Ce systéme constitue le
premier exemple de lois de conservation visqueuses (et avec un terme source) qui posséde une famille
d'ondes périodiques stables [N3]. Jusqu'a présent, les seuls exemples connus d'ondes périodiques stables
étaient solutions de systémes de réaction diffusion [S96].

L'opérateur différentiel associé a la linéarisation des équations de (SV) a des coefficients périodiques: le
spectre de l'opérateur est continu, réunion dénombrable de courbes spectrales paramétrées par le nombre de
Bloch. La transformée de Bloch est analogue a la transformée de Fourier pour les opérateurs différentiels a
coefficients constants : elle consiste a regrouper les fréquences de la transformée de Fourier d'une fonction
par multiple de la période. C'est un opérateur linéaire par rapport a la multiplication par une fonction
périodique. Les calculs sont formellement similaires a ceux de la transformée de Fourier et en particulier la
représentation des semi groupes.

Les équations étant invariantes par translation, 0 est nécessairement valeur propre (associée a la dérivée
du profil). De plus,le débit relatif étant conservé, 0 est nécessairement une valeur propre double non semi




simple de multiplicité supérieure a 2. Les hypothéses spectrales sont les suivantes :

1. La multiplicité de la valeur propre 0 est exactement 2, de multiplicité algébrique 2, géométrique
1.

2. Le spectre est contenu dans le demi plan stable.

3. Les deux valeurs propres bifurquant de l'origine (A,£)=(0,0) s'écrivent A j( &)=ia j &b j
EN2+0( E13), 7=1,2 avec Re(b_j)>0, j=1,2.

L'hypothese 1 est une hypotheése géométrique sur la famille des ondes périodiques. L'hypothese 2 est une
hypothése classique de stabilité et la derniére hypothése est une condition d'hyperbolicité au premier ordre
(lie a T'hyperbolicité du systéme de modulation de Whitham:[S05,S2]) et une condition de dissipativité a
l'ordre suivant.

On déduit de ces hypothéses spectrales des estimations L™p de semi groupe a l'aide de l'analyse de
Bloch. Celles ci sont basées sur des estimations ponctuelles de la fonction de Green : on la sépare entre le
mode en translation qui ne décroit pas au cours du temps et une partie qui décroit plus vite, algébriquement
en temps. Pour monter en régularité, il faut faire des estimations a la Kawashima tenant compte du
caractére mixte hyperbolique/parabolique du systéme. A cause du mode en translation qui ne décroit pas en
temps, on ne peut montrer un résultat classique de stabilité asymptotique. Pour obtenir un résultat de
stabilité non-linéaire, on s'est inspiré des preuves de stabilité de chocs multidimensionnels pour les lois de
conservation visqueuses : on décompose la solution comme la somme d'un profil modulé et d'une
perturbation. Pour un choix adéquate de la phase, on montre que la perturbation décroit au cours du temps.
On montre également que le gradient de la phase décroit au cours du temps alors que la phase reste bornée,
ce qui établit le résultat de stabilité modulationnelle : la solution converge vers un profil modulé. Cette
étude est accompagnée d'une vérification numérique des hypothéses spectrales [N3]. Comme pour les roll-
waves non visqueuses [14], ce résultat est valable pour un nombre de Reynolds en dessous d'un seuil
critique, ce qui laisse encore penser a l'apparition de bifurcations secondaires qui semblent étre une étape
vers un écoulement plus turbulent.

Publication 3: E.D. Fernandez-Nieto, P. Noble, J.-P. Vila: Shallow Water equations for Non Newtonian
fluids, Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics 165 (2010) no. 13-14, p. 712-732.

Résumé: Dans cet article, le but est d'obtenir des modéles de Saint Venant pour des écoulements minces
de fluides non newtoniens, en loi de puissance et pour les fluides de Bingham, s'écoulant sur un plan
incliné. C'est une situation idéalisée qui a vocation a modéliser une avalanche de neige dense ou un
écoulement de boue. Les équations de Navier-Stokes a surface libre sont difficiles a étudier tant du point
de vue analytique que numérique et on préfére considérer les équations de Saint Venant sur la hauteur de
fluide h et la vitesse horizontale (parall¢le a la pente) moyenne u. Pour obtenir ces équations, on intégre en
hauteur la condition d'incompressibilité (conservation de la masse) et 1'équation sur la vitesse horizontale et
de faire des hypotheses de modélisation pour fermer ce systéme.

Alors qu'il existe une littérature importante sur le sujet, les modeles de Saint Venant proposés ne sont pas
consistants avec les équations de Navier Stokes correspondantes dans le régime des eaux peu profondes.
On suppose en général que la pression est hydrostatique et le champ de vitesse proche d'un équilibre local
mais cette approximation n'est pas assez précise. Pour obtenir un modele consistant, il faut une
approximation du champ de vitesse précise a l'ordre suivant lorsque &, le rapport d'aspect (=hauteur
moyenne du fluide/longueur d'onde caractéristique de I'écoulement) tend vers O: si le fluide est newtonien
et dans le régime eaux peu profondes, les forces de viscosité et de gravité s'équilibrent et on calcule
aisément un développement de la solution exacte a tout ordre (voir [BN] pour les détails).

Pour les fluides non newtoniens considérés, le développement du champ de vitesse est plus difficile a
obtenir. Dans les deux cas, la viscosité apparente du fluide devient asymptotiquement grande. Pour les
fluides en loi de puissance, cette singularité se produit dans une zone asymptotiquement mince et on peut
procéder comme pour les fluides newtoniens. Le probléme est plus difficile pour les fluides a seuil de
Bingham. On a longtemps postulé de maniere erronée qu'il y avait une zone sans déformation proche de la
surface libre. Cette difficulté a été résolue en introduisant la notion de “‘pseudo plug": la zone sans
déformation est en fait une zone avec une déformation asymptotiquement faible ou la viscosité est
asymptotiquement grande. A 1'aide de cette notion, nous avons calculé un développement asymptotique
rigoureux du champ de vitesse, ce qui nous a permis d'obtenir les premiers modeles de Saint Venant
consistants pour les fluides de Bingham. On obtient des termes nouveaux que l'approche heuristique ne
pouvait prédire et créés par la zone de pseudo plug. Une application intéressante du modéle obtenu est le




calcul des premiers critéres de stabilité des écoulements de films non newtoniens, difficilement accessibles
autrement puisque on ne peut pas linéariser de manicre classique les équations de Navier Stokes au
voisinage des états d'équilibre.

Publication 4: D. Bresch, P. Noble: Rigorous derivation of viscous Shallow Water equations without
surface tension, Indiana Univ. Math. Journal 60 (2011) no 4, 1137-1169.

Résumé en frangais: Dans cet article, on justifie mathématiquement un modéle de Saint Venant 2d
visqueux a partir des équations de Navier-Stokes incompressibles 3d a surface libre avec une condition de
glissement de Navier au fond. Une version 1d de ce modele a été obtenue formellement par Gerbeau et
Perthame [GPO1]. On souhaite obtenir un systéme d'équations pour la hauteur du fluide et la vitesse
horizontale moyenne qui soit consistant avec les équations de Navier-Stokes : on intégre donc en hauteur la
condition d'incompressibilité¢ (qui donne I'équation de conservation de la masse) et 1'équation sur la vitesse
horizontale. Cette derniére équation n'est pas fermée et il faut faire des hypothéses de modélisation. Ici, les
hypothéses (glissement au fond, faible viscosité) sont telles que, dans le régime eaux peu profondes,
I'approximation originale de Saint Venant est valable: la vitesse horizontale est constante le long de la
couche de fluide et la pression est hydrostatique. On peut alors fermer le sytéme des équations intégrées et
obtenir le systtme de Saint Venant. Cette approche a depuis utilisée pour obtenir (formellement) des
modeles de Saint Venant dans un grand nombre de situations (films sur une topographie quelconque
[BWO5], films de Bingham [BNV10] pour modéliser des avalanches, films viscoélastiques [BB11]) sans
que le calcul original n'ait été justifié rigoureusement.

La premiére étape de la preuve consiste, partant d'une solution (h,u) des équations de Saint Venant
visqueuses, a construire une solution approchée du systéme de Navier-Stokes a tout ordre par rapport a &,
le rapport d'aspect. Pour cela, on développe la solution en série par rapport a la variable verticale z, les
coefficients du développement dépendants de € et (h,u). A l'ordre principal, la vitesse horizontale est u, la
hauteur de fluide h. L'ordre suivant correspond au calcul de [GP01] nécessaire pour fermer le systéme
d'équations intégrées mais insuffisant pour obtenir une justification rigoureuse. Nous avons poussé le
développement a I'ordre 3 : il faut pour cela imposer suffisamment de régularité sur (h,u) car on perd des
dérivées en temps et en espace a chaque étape du calcul.

La deuxieéme étape consiste a montrer qu'il existe une solution exacte des équations de Navier-Stokes
proche de la solution approchée. La méthode est semblable a celle utilisée pour utiliser pour montrer que
les équations de Navier-Stokes a surface libre sont bien posée : on commence donc par fixer le domaine
fluide a l'aide d'un changement de variable lagrangien. On écrit la solution exacte comme une perturbation
de la solution approchée construite au préalable. Cette perturbation vérifie un systeme de Stokes linéarisé
au voisinage de la solution approchée, écrit en variables lagrangiennes approchées et perturbé par des
terme quadratiques en la perturbation et un reste dépendant de la solution approchée. On montre que les
équations linéarisées avec un second membre sont bien posées a l'aide d'une méthode de Galerkin puis on
fait 1 'étude de régularité. La difficulté principale est de tracer la dépendance des constantes impliquées
dans les différentes inégalités fonctionnelles utilisées. En particulier, on démontre une nouvelle inégalité de
Korn pour des champs de fluides incompressibles vérifiant une condition de Navier. On obtient alors
l'existence locale d'une solution exacte a I'aide d'une méthode de point fixe sur l'intervalle d'existence de la
solution du systéme de Saint Venant . Pour boucler le schéma itératif, il faut que le reste issu de la solution
approchée soit suffisamment petit. Outre la justification du modéle Saint Venant visqueux, on a aussi
montré que les équations de Navier Stokes a surface libre avec conditions de glissement au fond étaient
bien posées. Ce travail ouvre la voie a la justification mathématique d'un grand nombre de modéle de Saint
Venant dans des cas plus complexes (films viscoélastiques/films viscoplastiques).

Publication 5: (a) M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Nonlocalized modulation of
periodic reaction diffusion waves I: Nonlinear stability. Archive for Rational Mechanics and Analysis.
207 (2013) no 2, 669-692.

(b) M. Johnson, P. Noble, L.M. Rodrigues, K. Zumbrun: Nonlocalized modulation of periodic reaction
diffusion waves II: The Whitham equation (2012) Archive for Rational Mechanics and Analysis. 207
(2013) no 2, 693-715.




Résumé: (a) Dans ce premier article, on étudie la stabilité non linéaire des ondes périodiques des systémes
de réaction diffusion et on démontre que les ondes périodiques spectralement stables sont non-linéairement
stables pour des perturbations sommes d'une perturbation localisée et d'une modulation de la phase, hO,
non localisée telle que h0_x& L"1(R). Ce résultat étend un résultat de stabilité dii a Johnson et Zumbrun et
restreint aux perturbations localisées. A cause de modes critiques (petits nombres d'onde), la décroissance
du semi groupe associée aux équations de réaction diffusion linéarisée est insuffisante pour boucler une
procédure de point fixe et montrer directement la stabilit¢é non-linéaire. A la place, on décompose la
solution en une modulation en phase de I'onde périodique et une partie qui décroit algébriquement en
temps. On démontre que la dérivée de la phase (le nombre d'onde local) décroit comme une solution de
I'équation de la chaleur alors que la phase reste bornée. Sandstede et ses coauteurs ont obtenu un résultat
similaire en décomposant la dynamique entre une équation d'évolution sur la phase et une autre sur
I'amplitude combiné a une technique de renormalisation. Cependant cette approche est réservée aux
équations de réaction diffusion pour lesquelles la famille d'ondes périodiques est de dimension 1 et ne
s'applique pas a des systémes plus généraux comme les lois de conservation visqueuses. La preuve dans (a)
est, quant a elle, suffisamment robuste pour aborder ce type de systémes (c'est I'objet de l'article [S2]).

(b) Dans cet article, on précise le comportement asymptotique des solutions proches des trains d'ondes
périodiques. En particulier, on précise le comportement en temp long du nombre d'onde, dérivée de la
phase et on prouve qu'elle vérifie une équation de modulation de Whitham asymptotiquement équivalente a
I'équation de Burgers. Doelman et ses coauteurs ont démontré un résultat proche mais en travaillant avec
des données localement bornées en normes Sobolev: ils construisent des d-familles de solutions exactes du
systéme complet de réaction diffusion proches & "M prés d'un développement asymptotique formel en &
sur des intervalles de la forme [0,T/3"2], ou M et T sont arbitrairement grands et & mesure la grandeur
caractéristique des nombres d'ondes. Plus précisément, ils partent de données bien préparées plutot que de
perturbations générales et travaillent sur des intervalles bornés. Ici, on réutilise les estimations linéaires de
(a) et un développement asymptotique plus précis du semi groupe pour décrire plus précisément le
comportement asymptotique en terme de modulation. On démontre au passage, en réutilisant les
estimations de (a) que la partie principale sur le nombre d'onde local apparaissant dans la modulation de
I'onde périodique vérifie une équation de Burgers visqueuse asymptotiquement équivalente a 'équation de
modulation de Whitham dérivée formellement. D'une part, notre approche valide rigoureusement I'équation
de Whitham mais permet également de fournir la donnée initiale pour 1'équation de Whitham por décrire le
comportement asymptotique au voisinage des ondes périodiques a I'ordre principal. A ce titre, on démontre
que les taux de décroissance obtenus dans (a) sont optimaux.




5 — PROJET DE RECHERCHE POUR LA PERIODE 2013-2017

THEME 1: Equations de Saint Venant pour des fluides complexes

1.1 Description du probléme: contexte scientifique et objectifs

Le mascaret est une vague remontant un fleuve ou une riviére sur plusieurs kilométres: c'est un exemple
parmi d'autres d'une onde se propageant a la surface d’un film liquide "‘peu profond". Cette notion de
profondeur est relative. Pour la définir, on mesure le rapport entre la hauteur moyenne du film liquide et une
longueur caractéristique sur laquelle varie I’écoulement. Ce dernier est *“peu profond" ou *“mince" lorsque le
rapport est petit : typiquement un fleuve ayant une profondeur maximale de quelques metres et s’écoulant sur
plusieurs kilométres peut étre considéré peu profond. Un grand nombre d’exemples d’écoulements de films
minces viennent de la nature: un océan, vu a I’échelle planétaire, une coulée de boue ou une inondation aprés
de fortes averses, une coulée de lave aprés une éruption volcanique, un tsunami (lorsqu’il est au large) ou
encore les “"mers" de glace.

Figure 1: deux exemples d'écoulements peu profonds issus de la nature
A gauche: une coulée de lave au piton de la fournaise. A droite: un mascaret en Indonésie

Le systéme d’équations de Saint Venant (notées SV) est un modele trés populaire parmi les physiciens
pour décrire I’ écoulement d’un film liquide mince sous ’action de la gravité (et éventuellement d’autres
forces comme la tension de surface, la force de Coriolis ou la traction du vent). 11 décrit I'évolution de la
hauteur de fluide, h, et celle de la vitesse " ‘horizontale" (paralléle a la pente) moyenne u, au cours du temps.
Les applications concernent I’ étude de certains phénoménes naturels: 1’ écoulement d’un fleuve ou d’une
riviere (en particulier les épisodes de crues), les avalanches de neige dense, les coulées de boues ou de laves
volcaniques. Ces équations sont ainsi utilisées pour concevoir des systémes de protection efficaces (digues,
paravalanches) et déterminer des zones a risques (zones d’avalanches, zones inondables). Ces équations
permettent également de modéliser un grand nombre d'écoulements rencontrés dans l'industrie: 1’objectif est
alors de comprendre et contrdler ces écoulements: peintures, pates alimentaires, huiles, eau, métal en fusion
(applications au BTP, photographie, sidérurgie, industrie automobile). La plupart des fluides en question ont
un comportement complexe ‘non newtonien": la déformation du fluide n'est pas proportionnelle a la
contrainte qui lui est appliquée.

En général, on décrit un écoulement de fluide a I'aide des équations de Navier-Stokes incompressibles a
surface libre (notées NS). Ces équations font intervenir les inconnues de vitesses : U= (ul, u2) ou ul désigne
la vitesse horizontale (parallele a la pente) et u2 la vitesse verticale (perpendiculaire a la pente), la pression
p et un domaine fluide variable Q(t) = {(x, z), x € R”*n, 0 < z < h(x, t)} ou h est la hauteur de fluide. Ici x
désigne une variable curviligine paramétrant la surface sur laquelle a lieu 1’écoulement et z la variable
verticale. A cause de la surface libre, le systtme (NS) est difficile a étudier tant analytiquement que



numériquement et on préfere en général utiliser le systéme (SV), plus simple, qui ne fait intervenir que la
hauteur h du fluide et la vitesse moyenne horizontale u=<ul>. L'avantage de ce mod¢le est qu'on s'affranchit
du probléme de la surface libre et qu'on réduit la dimension le probléme : il n'y a plus de variable z, ni
d'inconnue u2 et on a remplacé ul par sa moyenne. Les équations (SV) sont une approximation des
équations (NS) et sont obtenues en faisant des hypothéses de modélisation basées sur une analyse
dimensionnelle des effets physiques pertinents. Ceux ci sont mesurés a I'aide de nombres sans dimensions:

A le paramétre d’aspect &, qui est le rapport entre la hauteur caractéristique du fluide et la longueur
d'onde caractéristique du phénomene étudié (par exemple l'intervalle moyen entre deux vagues, les
dimensions de I'ouvrage ou a lieu I'écoulement,

A le nombre de Reynolds Re, représentant le rapport entre les forces d’inerties et les forces
visqueuses. Le nombre de Reynolds indique si un écoulement est turbulent (présence d'un grand
nombre de tourbillons comme dans le sillage d'un avion ou dans une riviére) ou non (coulée de lave,
écoulement d'un fleuve),

A et le nombre de Froude F, pour les écoulements gravitaires, qui représente le rapport entre les
forces d'inertie et la pesanteur.

D’autres nombres sans dimension peuvent jouer un role selon les situations étudiées comme le nombre de
Bond (le rapport entre les forces de gravité et les effets de tension de surface) ou encore le nombre de Rossby
(le rapport entre forces d'inertie et la force de Coriolis).

Les équations (SV) sont utilisées comme une approximation des équations (NS) lorsque 1’ écoulement est
peu profond, ce qui signifie que €< 1 et le nombre de Reynolds n’est pas trop grand. C'est une hypothése de
modélisation raisonnable pour les situations que 1'on veut considérer. Ces modeles permettent par exemple
d'obtenir des critéres simples de stabilité des écoulements de fluides minces pour des perturbations de grande
longueur d'onde et d'étudier les ondes non-linéaires de ces écoulements, surtout lorsque le fluide est non
newtonien et que l'analyse du systéme complet se réveéle trop complexe (par exemple pour les fluides a
seuil).

Pour définir la qualité de l'approximation des équations (NS) par un modele (SV), on utilise les notions de
consistance et de convergence introduite pour définir la qualité d'un schéma numérique approchant un
systéme d'équations différentielles ou aux dérivées partielles. On part des équations de (NSg) et (SVe) écrites
en variables sans dimension, les seuls paramétres intervenant dans les équations étant le paramétre d'aspect,
les nombres de Reynolds et de Froude (ou tout autre nombre sans dimension selon la situation). On note
(ue,pe,he) une solution exacte des équations de (NSg) qu'on peut noter NS(Ug, pe, he, €) = 0. On introduit
également la vitesse horizontale moyenne ve=<ule>. Un modéele de (SVe) est

A consistant si SV(he, ve, €) = Re et |Re|| tend vers 0 lorsque € tend vers 0 (pour une norme bien
choisie).

A précis a lordre n si ||Re||= O(¢"n).

Pour définir la convergence d’un modele, on choisit (ug, pe, he) solution de (NSg) et (h, v) une solution de
(SVe) telle que (he, <ule> )|t=0 = (h, v)|t=0. Un mod¢le de (SVe) est

A convergeant si ||(he — h, <ule>— v)||= O().

Alors qu'il existe une importante littérature sur l'obtention et l'analyse théorique et numérique des
équations de (SV), les modéles obtenus jusqu’a la fin des années 1990 étaient obtenus de manicre heuristique
et sans passer par une analyse dimensionnelle: sauf cas trés particuliers, la plupart de ces modéles sont donc
en général inconsistants. Ainsi, les modeles de (SV) pour les écoulements de fluides newtoniens sur un plan
incliné ne prédisent pas le seuil correct au dela duquel un écoulement stationnaire est instable.

Les premiers modéeles consistants dans ce cadre sont obtenus formellement en 1998 [RM98] et 2000
[GPO1]. L'obtention du modéle dépend fortement des conditions au fond. Dans [RM98], on considére un
écoulement mince de fluide avec conditions et non glissement au fond et Reynolds d'ordre 1 reproduisant
certaines des données expérimentales de [LSG95]: la solution des équations de (NS) sont approchées a l'aide
d'une méthode de Galerkin (polynomes en la variable verticale) et les équations de (SV) sont ensuite
obtenues a l'aide d'une méthode de projection. Les modeles obtenus dépendent donc des procédés
d'approximation et de projection. Dans [GP01], on considére un fluide mince s'écoule sur un fond plat avec



un nombre de Reynolds asymptotiquement grand, Re=C/g, et une condition de glissement de Navier: les
hypothéses de modélisation sont choisies pour que I'hypothése originale de Saint Venant soit vérifiée. Ainsi,
le profil de vitesse est plat et ul=<ul>+0(¢). Bien que mathématiquement correct, certaines des hypothéses
de modélisation de [GPO1] peuvent étre discutables: le nombre de Reynolds est grand, ce qui correspond
souvent a un écoulement turbulent, alors que 1'écoulement est supposé laminaire. De plus, cette approche a
été ¢étendue a d'autres types d'écoulements (fluides viscoplastiques, viscoélastiques, écoulement a
topographie quelconque, avalanches de neige) pour lesquelles ces hypothéses ne sont plus valables
(écoulement de lave, mers de glace).

La preuve de la convergence de certains modeles d'écoulements minces de fluides est assez récente. Les
résultats les plus récents portent sur la justification d'une famille de modeles de propagation de vagues
(équations de Boussinesq, €équations de Serre, équations de Green Naghdi) a partir des équations d'Euler
incompressibles et irrotationnelles [ALO8]. En contrepartie, il n'y a pas de justification mathématique de
modeles (SV) pour des fluides visqueux, newtoniens ou non newtoniens.

1.2 Contributions principales

J'ai d'une part obtenu de nouveaux modeles de Saint Venant consistants et d'ordre 1 pour différents
écoulements et d'autre part montré la convergence de certains de ces modeles pour les fluides newtoniens.
Obtention de modéles de Saint Venant consistants d'ordre 1 et 2: [12,15,17,S3] (Collaborations avec M.
Boutounet, L. Chupin, E.D. Fernandez Nieto et J.-P. Vila) J'ai d'abord considéré les modéles de Saint Venant
a partir des équations de (NS) pour un écoulement de film mince sur une topographie quelconque. La plupart
des modeles existants étaient obtenus soit en considérant une topographie proche d’un plan incliné (certains
modeles de Savage Hutter) soit pour des topographies a courbure petite et pour des fluides sans viscosité ou
faiblement visqueux (avec condition de glissement de Navier) [BW04, MBVO05]. Le cas étudié ici est celui
d'un fluide visqueux (Reynolds d'ordre 1) et une topographie quelconque (courbure arbitraire et paramétrage
quelconque). Dans ce régime quasi-stationnaire, la viscosité et la gravité s'équilibrent, donnant lieu a un
profil de vitesse parabolique a I'ordre principal, alors que la pression est hydrostatique. On peut en fait
calculer un développement asymptotique de la solution a tout ordre en €. Pour obtenir un modele de (SV), on
intégre en hauteur la condition d'incompressibilité et celle sur la vitesse parallele au fond, ce qui donne un
systtme d'évolution non fermé sur la hauteur h et la vitesse horizontale moyenne u. On utilise alors le
développement asymptotique de la solution exacte pour donner un développement asymptotique des
quantités intégrées en fonction de g, h et u. En tronquant ces développements a un ordre donné, on obtient un
modele de (SV) [12]. En plus d’obtenir les effets dus a la courbure, notre approche permet de déterminer des
critéres de stabilité d'écoulements stationnaires sur une topographie quelconque ce qui est trés difficile si on
part directement des équations (NS) [EJL11].

La méthode d'obtention des équations (SV) décrite au dessus est trés robuste et permet d'obtenir des
mod¢les de Saint Venant pour certains fluides non newtoniens. J'ai par exemple obtenu les premiers mode¢les
(SV) consistants pour les fluides en loi de puissance et de Bingham [15]: ’analyse est proche de celle
effectuée pour les fluides newtoniens, a ceci prés qu’on doit tenir compte de zones dans la couche de fluide
pour lesquelles la viscosité apparente devient asymptotiquement grande.

Pour les fluides en loi de puissance, cette zone est asymptotiquement mince et le résultat obtenu est une
généralisation du cas newtonien. Cependant cette approche ne permet pas d'obtenir des modeles d'ordre plus
¢élevés car la vitesse devient non bornée (mais intégrable!) a la surface libre. Avec J.P. Vila [S3], j'ai introduit
une nouvelle formulation faible des équations de Navier-Stokes qui permet de poursuivre les développement
asymptotiques a tout ordre dans des espaces a poids. On montre cependant qu'il y'a une obtruction a ce calcul
si n<1/2 (n le paramétre dans la loi de puissance) ce qui suggere que les équations de Navier-Stokes sont mal
posées dans ce cas et qu'une procédure de régularisation est nécessaire. Si n>1/2, on obtient, sans procédure
de régularisation, de nouveaux modeles du second ordre généralisant les modéles obtenus dans le cas
newtonien.

Pour les fluides de Bingham, il y’a une zone dite “pseudo-plug” (zone en tres faible déformation) de
taille O(1) [BC99] qui induit I’apparition de nouveaux termes dans les équations (SV). Ces nouveaux
modeles fournissent en retour de nouveaux critéres de stabilité pour les écoulements stationnaires, en
particulier pour les fluides de Bingham pour lesquels aucune procédure de linéarisation standard n'est
possible puisque 1'écoulement uniforme posséde une couche plastique sans déformation dans laquelle la
viscosité est infinie.



Récemment, j'ai obtenu récemment de nouveaux modeles de (SV) pour un écoulement de fluides
newtoniens superposés le long d'un plan incliné [17]. Il existe une littérature importante sur l'analyse de
stabilité de cette classe d'écoulements, ou bien en partant des équations (NS) et dans le régime ondes longues
[Y67, H85] ou bien a l'aide d'équations réduites [K99]. Dans [K99], I'auteur propose un modele consistant
composé d'un systeme d'équations de Kuramoto-Sivashinky (notées KS) portant uniquement sur les hauteurs
de fluides. Ces équations ne sont valables qu'au voisinage du seuil d'instabilité des états constants et ne
peuvent décrire une dynamique complétement non-linéaire. De plus les effets physiques impliqués dans la
stabilité de ces écoulements (flottabilité, inertie, tension de surface) sont traités indépendamment les uns des
autres ce qui ne fournit pas des critéres corrects de stabilité. Les modéles de Saint Venant obtenus [17] sont
d'ordre 1 et permettent aussi bien d'étudier la stabilit¢ des écoulements que les ondes non linéaires : on
montre par exemple I'existence de roll-waves (voir partie 2).

Stabilité de schémas pour les écoulements de films minces en présence de tension de surface: [S6] Pour
valider numériquement les modéles du premier ordre obtenus dans [9], j'ai choisi de comparer avec certaines
expérience de Liu et Gollub sur un écoulement de film mince (solution aqueause de glycerine). J'ai fait une
étude de stabilité de schémas pour les équations de Saint Venant avec tension de surface qui sont un cas
particulier des équations d' Euler-Korteweg: les équations d'Euler isentropiques sont perturbées par un terme
dispersif. En plus d'une forme conservative, ces équations admettent une formulation hamiltonienne.

J'ai d'abord étudier la stabilité au sens de Von Neumann (linéaire) de schémas classiques pour la partie
transport avec une discrétisation centrée du terme dispersif. Cette étude permet de fournir des critéres utiles
en pratique pour la simulation numérique. J'ai montré qu'un minimum de viscosité numérique était nécessaire
pour avoir stabilité (ce qui élimine de facto les schémas de Godounov et de Roe). Cependant, cette approche
ne permet d'assurer que l'entropie du systéme est conservée. Pour assurer que le schéma numérique dissiper
bien l'entropie, on introduit une nouvelle variable (fonction de la hauteur et de sa dérivée) : j'ai alors
démontrer que sous une condition type CFL, les schemas type Lax Friedrichs (incluant Rusanov et Harten-
Lax-Van Leer) étaient *“entropie-stable". Les simulations numériques montrent clairement l'avantage de cette
nouvelle formulation (voir la figure ci dessous).

Entropy as a function of time
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Figure 2 : comparaison des schemas de Rusanov et Lax Friedrichs avec la formulation originale des
équations de Saint Venant et avec la forme " augmentée"

Ensuite, si on considére que le systétme de Saint Venant (sans terme source) comme un systeme d'EDP
hamiltoniennes, on peut écrire une discrétisation spatiale qui préserve la structure hamiltonienne et le schema
semi-discret en espace préserve triviallement l'entropie. Il faut cependant une discrétisation temporelle
nécessairement implicite pour avoir stabilité entropique du schéma complétement discret. Du fait de
I'absence de viscosité numérique, la dynamique est complétement changé et il y'a formation de chocs
dispersifs : le choc hyperbolique est régularisé par les termes dispersifs et il se crée une zone ou apparaissent
de fortes oscillations et qui s'étend au cours du temps (voir la figure ci dessous).
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Figure 3: En haut: hauteur de fluide a T=0 (en bleu) et T=1s avec un schéma du second ordre type Rusanov
(formulation augmentée). En_bas: hauteur de fluide a T=0.66s avec un schéma " ‘hamiltonien": les
oscillations forment un choc dispersif, qu'on ne peut capter avec un schéma ayant une visocisté numérique
(les oscillations ne sont pas un artefact numérique mais bien dues a la régularisation dispersive d'un choc).

Ces schémas "“hamiltoniens" ont un intérét certain si on souhaite étudier des modeles type Euler Korteweg
purement dispersifs. En revanche, la premicre classe de schémas est bien adaptée pour la simulation
numérique d'un expérience d'écoulements de films minces car les effets visqueux sont toujours présents (bien
qu'apparaissant & un ordre d'aprés). J'ai fait une simulation numérique d'une expérience du a Liu et Gollub
[LSGY5] et les profils obtenus captent bien les longueurs d'ondes mises en jeu. Le modéle de Saint Venant
simulé a tendance a surévaluer la hauteur maximal car les effets visqueux ont été négligés.

Experience de Liu et Gollub: Reynolds=29, inclinaison=4.6 degres
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Figure 4 : simulation numérique d'une expérience de Liu Gollub a l'aide d'un modele de Saint Venant du
premier ordre (les effets visqueux ont été négligés).

Convergence de modéles de Saint Venant pour les fluides newtoniens: [9,18] (Collaboration avec D.
Bresch).  J'ai dans un premier temps considéré un cas particulier de [12]: I'écoulement est 2d et sur un plan
incliné avec une condition de non glissement au fond. Dans ce cas, on montre que le modele (SV) d'ordre 1
est convergeant si I'écoulement est asymptotiquement proche d'une solution d'équilibre de Nusselt stable et
lorsque la tension de surface est suffisamment importante [9]. C'est aussi le régime de validité d'une équation
de Burgers visqueuse sur la hauteur qui gouverne I'évolution des perturbations grandes longueurs d'ondes.




On obtient ainsi une démonstration alternative de [U] ou cette équation était justifiée directement. L'intérét
du modéle (SV) est qu'il reste bien posé au dela du seuil critique de stabilité, contrairement a 1'équation de
Burgers, méme s'il n'est pas encore justifié¢ mathématiquement. J'ai récemment obtenu un résultat de
convergence d'un modele de (SV) visqueux 2d a partir des équations de (NS) 3d avec friction au fond et en
I'absence de capillarité. C'est un cas particulier ou I'hypothése originale de Saint Venant est vérifiée: la
vitesse du fluide est proche de sa vitesse moyenne. Une version 1d de ce modele a été obtenue a partir de
(NS) 2d [GPO1] et donne la forme correcte des termes visqueux alors que diverses viscosités étaient
considérées jusqu'a maintenant. Il existe une littérature abondante étendant ce premier calcul a différentes
situations: topographies quelconques [BWO04], écoulements viscoélastiques [BB11] ou viscoplastiques
[BNV10] sans qu'une justification rigoureuse du mod¢le initial ne soit proposée. Les deux points clés de la
justification étaient de montrer qu'on pouvait calculer une solution approchée du systéme (NS) a tout ordre
en g, l'ordre principal étant donné par une solution (h,u) du modeéle (SV) visqueux puis de montrer que les
équations (NS) écrites en variable lagrangiennes (ce qui fixe le domaine fluide) et linéarisées au voisinage de
la solution approchée étaient localement bien posées. Pour ce deuxiéme point, la difficulté principale était de
traquer la dépendance en ¢ des différentes constantes intervenant dans les estimations a priori (inégalités de
Poincar¢, d'Agmon-Ladyzenskaia) : en particulier, on a montré une nouvelle inégalit¢ de Korn dans des
domaines minces.

2.3 Projet de recherche

Convergence de modéles de Saint Venant: Les justifications de modeles (SV) obtenues laissent certaines
questions ouvertes. Le verrou le plus important concerne & mon avis le cas ou la hauteur de fluide s'annule.
Les modéles (SV) proposés sont justifiés formellement ou mathématiquement tant que la hauteur de fluide
est minorée par une constante strictement positive: c'est une restriction qu'on rencontre aussi pour le
probléme des water waves [ALO8]. Un cas mod¢le particuliérement intéressant en terme d'applications est
celui du front sec comme lors d'une rupture de barrage, une avalanche ou un front d'inondation. Deux cas
sont généralement admis : soit la zone en avant du front est séche soit il y a un film précurseur. On distingue
alors deux échelles horizontales caractéristiques: une au front et une derriere le front. Il faut alors reprendre
la dérivation de modeles de (SV) depuis le départ et considérer une méthode de développements raccordés
entre la zone derricre le front qu'on peut décrire a I'aide des modéles de (SV) déja obtenus et la zone de front
qu'il faut étudier séparément a l'aide des équations de (NS) (ou considérer par exemple un modéle de
lubrification). La résolution de ce probléme est une premicre étape dans la compréhension de fronts secs plus
complexes, en particulier pour les fluides a seuils ou on ne sait pas décrire (méme formellement) ce qui se
passe au front.

En termes d'applications, une autre limitation des mod¢les justifiés concerne la nature du fluide: ilny a
pas de justification mathématique de modeles (SV) pour des fluides non newtoniens comme les fluides en loi
de puissance ou les fluides a seuil qu'on rencontre pourtant dans un grand nombre d'expériences en
laboratoire [LSG95, BL04]. En fait, on ne sait pas montrer que les équations (NS) sont bien posées ni méme
étudier la stabilité des écoulements stationnaires: la résolution de ce dernier point est sans doute la clé pour
montrer que les équations (NS) sont bien posées au voisinage d'un écoulement stationnaire et par suite
justifier certains modéles (SV).

Enfin, les modeles (SV) obtenus pour des films sur plan incliné ne sont justifiés que lorsque 1'écoulement
stationnaire est stable alors qu'ils restent bien posés. Dans ce régime d'écoulements, les instabilités saturent
en des ondes non-linéaire appelées roll-waves. L'étude de la stabilité de ces ondes est la premiére étape qui
permettra de valider les modéeles de (SV) lorsque les écoulements stationnaires sont instables: c'est un
probleme difficile qui est mon deuxiéme théme de recherche (voir la partie 2).

Modéles de (SV) pour des fluides viscoplastiques/viscoélastiques: Le probléme principal dans la
modélisation d' écoulements de films liquides a seuil est de comprendre la transition entre comportement
fluide et comportement plastique. La notion de zone pseudo plastique [BC99], ou la déformation est faible, a
permis de comprendre ces écoulements lorsque la surface libre est déformée et les points critiques sont
isolés. C'est dans ce cadre qu'on a obtenu des modeles (SV) consistants [15]. Cette hypothése est trés
restrictive car elle suppose que le fluide est toujours en écoulement et se comporte comme un fluide
newtonien généralisé. Pour tenir compte du comportement plastique du fluide et ainsi étudier des
écoulements ayant des zones sans déformation (comme les écoulements stationnaires), on partira d'une
formulation variationnelle des équations (NS) comme dans [BNVI10] (glissement au fond). La




compréhension de ce probléme de transition fluide/plastique pour un film mince sur un plan incliné est une
étape indispensable avant d'étudier des situations plus complexes.

Une modélisation plus réaliste des écoulements de films minces comme les avalanches de neige dense ou
les écoulements de boue, requiert de traiter de front les divers difficultés abordées jusqu'a maintenant comme
la complexité de la topographie ou celle du fluide. L'obtention de modéles de (SV) pour des fluides a seuil
de type Herschel Bukley (combinaison d'un fluide a seuil et en loi de puissance) pour une topographie
quelconque doit permettre une meilleure compréhension des dynamiques de déclenchement et d'arrét
d'avalanches. Ces mod¢éles doivent également fournir de nouveaux critéres de stabilité d'écoulements
uniformes qui sont importants pour mettre en place certaines expériences en laboratoire.

La loi de Bingham pour les fluides viscoplastiques est extrapolée a partir de certaines données

expérimentales alors que I'on ne sait pas mesurer ce qui se passe aux faibles déformations. En introduisant un
seuil, on introduit une singularit¢ dans le comportement du fluide (transition fluide/plastique). Certaines
expériences menées en laboratoire (G. Chambon, CEMAGREF Grenoble) montrent que des effets élastiques
dans des écoulements de films **a seuil".
Pour tenir compte de cet effets, on remplace 1'équation *"d'état" reliant le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations par une €quation d'évolution avec un terme source. Ces fluides, appelés viscoélastiques,
exhibent un comportement statique/dynamique complexe : en particulier, & une contrainte donnée, le fluide
se déforme différemment, entrainant des effets d'hysteresis (certaines configurations d'équilibre sont stables,
d'autres instables). Il y a actuellement tres peu d'études de films viscoélastiques a l'aide de mod¢les de (SV)
[BB11] (pur glissement, profil plat). Je souhaite d'abord obtenir un mode¢le de type (SV) pour un film mince
sur un plan incliné a partir du modeéle de Olroyd (relaxation vers un fluide newtonien): pour reproduire les
effets d'hysteresis, il faudra introduire des modéles de (SV) augmentés avec une équation d'évolution sur le
tenseur moyenné en hauteur. La compréhension des effets viscoélastiques dans ce cas modéle me permettra
ensuite d'é¢tudier des films minces avec une rhéologie plus réalistes (modéle de fluides
viscoplastiques/viscoélastiques [S08]).

Modéles de Saint Venant multicouches: Alors qu'il posséde de nombreux avantages (dimension réduite,
absence de surface libre, simplicité d'implémentation), le modéle de Saint Venant ne permet pas d'étudier un
écoulement de films liquides de profondeur arbitraire. On perd en plus une information sur la stratification en
vitesse dans la couche de fluide. Pour contourner ce probléme, on a cherché a “empiler" des couches minces
de fluides modélisée par un systéme de Saint Venant multicouches. Pour obtenir ce modeéle, I'idée est de
couper la couche de fluide en plusieurs couches minces : c'est ainsi qu'on modélise un écoulement quasi
géostrophique 3d (circulation océanique) avec une densité de fluide variable selon la hauteur a partir de
modeles 2d de couches de fluides de faible épaisseur et de densité constante [P79]. Si on applique cette
méthode a une couche de fluide homogene, le modéle obtenu n'est pas hyperbolique [A05] : on a en fait
introduit artificiellement une distinction entre les couches composées d'un méme fluide. En considérant des
modeles avec échange de masses, on obtient un modele multicouche hyperbolique portant sur la hauteur
totale et sur la vitesse dans chaque couche [ABPSI11]. Je souhaite ici obtenir un résultat de convergence du
modele multicouche vers les équations primitives lorsque le nombre de couche temps vers l'infini. En effet,
on ne peut espérer converger vers le systétme de Navier-Stokes compléte mais plutdt vers 'approximation
hydrostatique de ce dernier. On prendra également en compte dans cette étude les forces de Coriolis et on
fera le lien avec les modeles quasi-géostrophique dans la limite d'un faible nombre de Rossby.

La prise en compte de 1'échange de masse entre deux couches de fluides est un ¢lément important de la
modélisation du transport de sédiment par une riviére ou d'une avalanche de neige. Pour cet exemple, on peut
considérer qu'une couche de neige poudreuse s'écoule sur un manteau neigeux: celui ci est érodé en avant de
l'avalanche, alimentant cette derniére tandis que la neige est déposée en queue d'avalanche, réduisant sa
masse et provoquant au final 1'arrét. Méme si les notions d'érosion et de sédimentation sont assez naturelles,
ce sont des phénoménes difficiles @ modéliser (on a peu de données expérimentales). Il existe pourtant dans
la littérature des modeles phénoménologiques comme BCRE/BRDG ou certains modéles de Saint Venant
avec érosion de type Savage Hutter (le fluide vérifie une loi de Mohr Coulomb) en partant des équations
d'Euler pour la zone fluide. Ici, on considérera des fluides visqueux newtoniens et non newtoniens s'écoulant
sur une couche de sédiments. Le principe est de généraliser les modéles a topographies quelconques en
considérant des fonds variants au cours du temps et de modéliser la variation de la couche de sédiments a
l'aide de BCRE/BDRG : I'objectif est de déterminer les nouveaux termes dus a 1'érosion et la sédimentation
dans le modéle de (SV) pour la couche de fluide.



THEME 2: Roll-waves (instabilités de surface libre)
2.1 Description du probléme: contexte scientifique, objectifs

Les ondes périodiques forment, avec les ondes solitaires et les fronts, une famille d'ondes non linéaires a la
base de structures plus complexes. Elles représentent souvent un premier stade d'une transition vers la
turbulence. Ces ondes apparaissent typiquement dans certains systémes physiques au voisinage du seuil
critique d'instabilité des états stationnaires et d'une longueur d'onde critique et peuvent &tre décrites par
certaines équations canoniques. On s'intéresse ici a des instabilités hydrodynamiques de surface libre
connues sous le nom de *"roll-waves".

Figure 2: Instabilité de surface libre (roll-waves).
A gauche: roll-waves régulieres 1D. A droite: l'écoulement est plus " “turbulent"”,avec perturbations transverses du front.

Les roll-waves apparaissent dans des écoulements minces de fluides soumis a la gravité (par exemple le long
d'un plan incliné): voir figure 2. L'instabilité résulte de la compétition entre I'inertie et les forces de viscosité,
lorsque le nombre de Reynolds dépasse un seuil critique : Re>5/6cotan(®) ou @ représente l'angle de la
pente [Y63]. On a en général recours a un modele plus simple que les équations de Navier-Stokes pour
décrire ces ondes non-linéaires. Une premicre description est due a Dressler a l'aide d'un modéle de Saint
Venant avec un terme de friction empirique [D49]. Les roll-waves sont alors des ondes périodiques
nécessairement discontinues, solutions entropiques des équations de (SV), ce qui pose évidemment une
difficulté pour en étudier la stabilité. Pour régulariser les profils des trains d'ondes périodiques, on peut
utiliser un modéle de Saint Venant en y insérant une viscosité [NM84,1]. Dans ce cas, la famille des roll-
waves est localement une variété de dimension 3, paramétrée par la phase, la longueur d'onde et la hauteur
moyenne. Dans certains régimes, une approche plus rigoureuse, bien que formelle, consiste a étudier la
dynamique au voisinage du seuil d'instabilité: on obtient dans ce cas une équation de Korteweg-de Vries
(notée KdV) perturbée par un terme de Kuramoto-Sivashinsky (noté KS). La famille des ondes périodiques
reste une variété de dimension 3.

L'analyse mathématique de stabilité des ondes périodiques est un sujet assez récent, les premiére études
rigoureuses portant sur certaines instabilités hydrodynamiques trés connues comme les rouleaux se formant
dans un écoulement de Couette Taylor (écoulement entre deux cylindres coaxiaux), pour la convection de
Rayleigh-Bénard (un fluide entre deux plans paralleles est chauffé par en dessous) : voir la figure 3. Ces
rouleaux forment en général une variété de dimension 2, paramétrée par la longueur d'onde et la phase et,
comme les roll-waves, apparaissent lorsqu'on dépasse le seuil de stabilité de 1'état stationnaire.

Outre les équations de (NS) (dans l'approximation de Boussinesq), I'équation de Swift-Hohenberg (notée
SH) ou encore 1'équation de Ginzburg-Landau (notée GL) sont des modéles standards pour décrire ce type de
formation au voisinage du seuil d'instabilité. Pour cette derniére équation, il est trés simple d'étudier la
stabilité des ondes périodiques: en effet si on représente les solutions en coordonnées polaires, on obtient une
équation sur la phase et une équation sur 1'amplitude. On observe alors que I'amplitude est toujours amortie
exponentiellement vite alors que la phase vérifie une équation de Hamilton Jacobi: en dérivant, on obtient en
fait une équation donc la partie principale est une équation de Burgers visqueuse. En cas de stabilité, les
perturbations décroissent donc au plus de maniére polynomiale (comme les solutions d'une équation de la
chaleur).
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Figure 3: Instabilités de convection.
A gauche:rouleaux de convection dans un écoulement de Couette Taylor. A faible nombre de Reynolds (Re=177) les

rouleaux sont réguliers et se déstabilisent a mesure que le nombre de Reynolds augmente (Re=8072). A droite: des
“rues de nuages" résultats de l'instabilité de Rayleigh-Bénard.

Pour le probléme complet, (SH ou NS), I'analyse est beaucoup plus difficile car on ne peut plus découpler
le probléme : il faut alors utiliser une méthode plus robuste, a savoir étudier la stabilité spectrale, en déduire
des estimations de semi-groupe et finalement étudier la stabilité non linéaire. A cause de la nature périodique
du probléme, le spectre est continu et il faut avoir recours a une analyse de Bloch. Bien que connue depuis
les années 60 (Eckhaus, Busse), les premiers résultats de stabilité spectrale rigoureux n'ont été obtenu que 30
ans apres et au voisinage de la transition vers l'instabilité [M97s, M97r]. L'analyse de stabilité non linéaire
est encore plus délicate. Schneider [S96] a obtenu un premier résultat de stabilité non-linéaire pour les
rouleaux de petite amplitude pour l'équation de Swift Hohenberg: il utilise pour cela le fait que le probleme
peut étre approché par une équation de Ginzburg-Landau. En utilisant l'invariance d'échelle de cette
équation, il montre que la dynamique compléte du probléme est décrite complétement par 1'équation sur la
phase dans Ginzburg-Landau. Ce résultat a depuis été étendu aux rouleaux de Couette Taylor [S98] et aux
systémes de réaction diffusion [DSSS09].

Contrairement aux instabilités convectives mentionnées, il n'y avait pas, jusqu'aux années 2000, d'analyse
mathématique de stabilit¢ des roll-waves. Pour les ondes discontinues, la difficulté essentielle était de
formuler correctement le probléme de stabilité alors que pour les ondes continues, la structure plus riche de
la famille des ondes périodiques induit une dynamique autour des ondes périodiques plus complexes et
rendent les techniques d'invariance d'échelle utilisées par Schneider [S96,S98] inopérantes .

2.2 Contributions principales

Mon travail de recherche sur les instabilités hydrodynamiques de type roll-waves s'est articulé autour de
deux axes principaux: d'une part les ondes périodiques non visqueuses et discontinues, solutions du systéme
de Saint Venant considéré par Dressler [D45] et d'autre part les ondes périodiques réguliéres solutions d'un
systtme de Saint Venant visqueux ou de I'équation de Korteweg-de Vries/Kuramoto-Sivashinsky (notée
KdV/KS). Dans le cas des ondes périodiques continues, j'ai ét¢ amené a revisiter le probléme de stabilité
pour les systémes de réaction diffusion.

A Axe 1: Roll-waves non visqueuses.

Stabilité des roll-waves de Dressler: [4,14] Durant ma thése, j'ai commencé par étudier la stabilité
spectrale des roll-waves discontinues de Dressler. Le probleme essentiel est de formuler correctement la
notion de stabilité en présence d'une infinité de chocs: j'ai essentiellement adapté la méthode introduite par
Majda pour I’analyse des chocs simples dans les lois de conservation hyperboliques. Pour un choc simple,



on travaille dans un espace de fonctions réguliéres par morceaux avec une discontinuité proche du choc : un
changement de référentiel fixe la discontinuité, régie par les conditions de saut de Rankine Hugoniot. On
peut alors linéariser les équations: l'analyse de stabilité spectrale se réduit au calcul d'un déterminant (de
Lopatinskii). Sous hypothése de stabilité spectrale, on peut alors montrer que le probléme de Cauchy est bien
posé au voisinage d'un choc: c'est la notion de persistance, une version plus faible que la stabilité et qui tient
compte du caractére hyperbolique des équations.

Dans le cas des roll-waves de Dressler, on travaille dans un espace de fonctions réguliéres par morceaux
avec des discontinuités proches de celle de la roll-wave de base et vérifiant les conditions de Rankine
Hugoniot : dans ce cas, on utilise un changement de variable affine par morceaux qui fixe toutes les
discontinuités. Dans ce référentiel, les roll-waves deviennent des solutions stationnaires et on peut linéariser
les équations de Saint Venant et les conditions de Rankine Hugoniot, au voisinage des roll-waves. J’ai
d'abord montré un résultat partiel de stabilité spectrale : en dehors d’une certaine boite autour de 0, le
probléme linéarisé ne possede pas de valeurs propres instables. Lorsque la pente tend vers 0, cette “boite” de
valeurs propres instables possibles devient de plus en plus petite [4]. De cette analyse, j'ai pu déduire un
résultat de persistance de roll-waves en adaptant I'approche utilisée pour les chocs simples [14]. Avant cela,
les seuls résultat de stabilité de roll-waves connus concernaient les solutions d'une équation de Burgers et la
preuve reposait sur des arguments de comparaison, valable uniquement dans le cas scalaire [L92]. La
question de la stabilité asymptotique des roll-waves de Dressler reste donc un sujet ouvert trés intéressant.

Généralisations du résultat d'existence de roll-waves de Dressler: [5,7,17] Suite a des discussions avec
des chercheurs de I'MFT (Olivier Thual), je me suis intéressé a l'existence de roll-waves pour des
écoulements a fond périodique. J'ai démontré l'existence de roll-waves de petite amplitude dont la vitesse
oscillait périodiquement autour d'une valeur moyenne. La preuve repose sur le fait qu'on peut obtenir une
équation de Burgers "instable" a partir des équations de Saint Venant dans une limite petite amplitude/grand
nombre d'onde [JKO0O0] et I'équation de Burgers posséde trivialement une famille de roll-waves [5]. J'ai étendu
ce résultat a des systémes de lois de conservation avec terme source en utilisant une méthode analogue [7]:
ceci montre par exemple I'existence de roll-waves dans des systémes de Saint Venant multicouches [17].

A Axe 2: Trains d'ondes périodiques : stabilité, comportement asymptotique

Collaboration avec L.M. Rodrigues (Univ. Lyon 1), M. Johnson (Kansas Univ.) et K. Zumbrun (Indiana
Univ.).

Stabilité de roll-waves visqueuses: [8,16,N3, S5] Je me suis d'abord intéressé a la stabilité spectrale des
roll-waves visqueuses pour un modéle de Saint Venant avec une viscosité physique. Si on linéarise ces
équations autour d'une roll-wave, on obtient un probléme spectral avec des coefficients périodiques: le
spectre est continu et réunion dénombrable de courbes spectrales paramétrées par le nombre de Bloch &. De
plus, on peut faire correspondre ce spectre aux zéros d'une fonction de Evans E(}, &) (A la valeur
propre, & le nombre de Bloch) [G93]. A cause de l'invariance par translation, on a E(0,0)=0 (la dérivée du
profil est un vecteur propre). L'analyse du spectre au voisinage de 1'origine est donc trés importante pour
déterminer la stabilité des roll-waves: en adaptant, I'analyse de Serre [SO5] pour les lois de conservation, j'ai
obtenu un développement asymptotique de E au voisinage de (0,0). La partie principale est un polyndme réel
homogene de degré 2 en (A, §). Pour £=0, un développement asymptotique de E(A,0) en +oo permet d’obtenir
une premiere condition de stabilité. Pour &~0, on déduit du développement de E que les valeurs propres sont
de la forme A _j(§)~i a_j &, j=1,2. On obtient donc une seconde condition de stabilité : a_j, j=1,2 doivent étre
réels [8].

Plus récemment, j’ai obtenu un résultat de stabilité non linéaire 1d sous certaines hypothéses spectrales
[16]: on montre en fait qu'une perturbation localisée d'une roll-wave converge vers une roll-wave modulée.
La solution exacte est décomposée en une onde périodique modulée et une perturbation. A l'aide d'une
analyse détaillée du semi groupe et en formulant le probléme sous la forme d'un point fixe, on démontre
ensuite que cette perturbation et le gradient de la modulation décroissent algébriquement au cours du temps
alors que la phase reste bornée. On traite la perte de dérivée dans les estimations linéaires (due a la présence
d’une viscosité physique) en utilisant une estimation a la Kawashima (utilisation d’un symétriseur et
compensation de dérivées). Cette étude a été complétée par la vérification numérique des hypothéses de
stabilité spectrale [N3] (méthode de Hill, voir juste aprés pour une description, et analyse de la fonction de
Evans). Comme les solutions constantes sont instables, on sait déja que les solutions de petite amplitude



(proche d'un état constant) et les solutions de grande longueur d'onde (asymptotiquement proche d'une
constant) sont nécessairement instables. On montre en fait qu'il existe une gamme de longueur d'ondes pour
lesquelles les roll-waves sont spectralement stables.

Stabilité des ondes périodiques de Korteweg-deVries/Kuramoto-Sivashinsky: [N4,19,22 S1] L'équation
(KdV/KS) est obtenue a partir des équations de (NS) a surface libre au voisinage du seuil critique de
stabilit¢ dans la limite petite amplitude/grande longueur d'onde. C'est une équation canonique pouvant
décrire d'autres instabilités (plasmas, front de flamme). L'équation de (KS) en particulier possede une grande
variété de solutions périodiques [EMRIS8]. On sait, quasiment depuis l'introduction de 1'équation, qu'il existe
des gammes de périodes pour lesquelles les ondes périodiques sont spectralement stable [FST86, CD02]: ce
résultat a été obtenu numériquement a l'aide d'une méthode spectrale de Hill. On développe les vecteurs
propres généralisés et les coefficients du probléme spectral en série de Fourier et on conserve un nombre fini
de mode. Cette méthode converge sur tout sous ensemble compact du plan spectral (Re A, Im X). Cependant
la méthode de Hill n'est pas assez précise au voisinage de l'origine et il faut faire des calculs de nombre de
rotation sur la fonction de Evans pour assurer la stabilité spectrale. Cette approche a ét€¢ mise en ceuvre dans
[N4,S6]. On a également démontré un résultat de stabilit¢ modulationnelle (non-linéaire), probléme ouvert
depuis l'introduction de 1'équation. J'ai également obtenu un systéme de modulation de Whitham (visqueux et
non visqueux) a partir de KdV/KS et montré le lien avec le spectre complet au voisinage de I'origine. Un cas
particulierement intéressant est celui de la limite de (KdV): dans ce cas, le systéme de modulation du premier
ordre est un systéme de 3 lois de conservation (celles associées a KAV, [W65]) et d'un terme source. On peut,
dans ce cas, déduire des conditions de stabilité de type sous caractéristique (on doit avoir un ordre entre les
vitesses caractéristiques du systeme de Whitham pour KdV et celles du systéme limite obtenu a partir de
KdV/KS).
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Figure 4: stabilité des ondes périodiques de KdV/KS

A gauche: la zone grisée correspond a la famille d'ondes périodiques stables : X représente la période et & représente le
coeffcient dans l'interpolation entre le terme de Korteweg-de Vries et celui de Kuramoto-Sivashinky (¢ =0 correspond a
KS, ¢ =1 correspond a KdV) [N4,56]. A droite: simulation directe de l'équation (KdV/KS) lorsqu'une onde périodique
stable est perturbée. Les lignes rouges représentent les caracteristiques du systeme de modulation de Whitham.

La limite KdV de KdV/KS est particuliérement intéressante: en effet, pour 1'équation de (KdV), on sait
déterminer explicitement le spectre (purement imaginaire) et les vecteurs propres [BD09]. Cette étude
s'articule en 3 parties: on montre d'abord que les valeurs propres instables sont nécessairement d'ordre O(1)
uniformément par rapport a (e-1). Loin de l'origine (A,£)=(0,0), on obtient un développement des valeurs
propres par rapport a (e-1), partant des valeurs propres associées a KdV: le correcteur (réel) s'exprime
explicitement a l'aide de fonctions elliptiques. On analyse enfin le spectre au voisinage de (0,0) a l'aide d'un
développement de la fonction de Evans par rapport & (A,§,e-1). Un résultat particulierement intéressant est
que la stabilité au voisinage de 1'origine est entiérement déterminé par les conditions sous caractéristiques
obtenues sur le systéme de Whitham avec terme source obtenu dans [S1].

Stabilité de trains d'ondes pour les lois de conservation visqueuses: [20,21,S2]

Travail en collaboration avec M. Johnson, L.M. Rodrigues et K. Zumbrun



On a étudié la stabilité non linéaire des ondes périodiques des systémes de réaction diffusion et démontré
que les ondes périodiques spectralement stables sont non-linéairement stables pour des perturbations
sommes d'une perturbation localisée et d'une modulation de la phase, h0, non localisée telle que h0 x &
L~1(R) [20]. On prouve que la dérivée de la phase (le nombre d'onde local) décroit comme une solution de
I'équation de la chaleur alors que la phase reste bornée. Sandstede et ses coauteurs ont obtenu un résultat
similaire en décomposant la dynamique compléte entre une équation d'évolution sur la phase et une autre
sur l'amplitude et en combinant avec une technique de renormalisation. Cependant cette approche est
réservée aux équations de réaction diffusion pour lesquelles la famille d'ondes périodiques est de
dimension 1 et ne s'applique pas a des systémes plus généraux .

Il reste alors a déterminer I'évolution du nombre d'onde pour préciser le comportement asymptotique des
solutions proches des ondes périodiques. On prouve que le nombre d'onde local (dérivée de la phase)
vérifie une équation de modulation de Whitham asymptotiquement équivalente a I'équation de Burgers.
Doelman et ses coauteurs ont démontré un résultat proche mais en travaillant avec des données localement
bornées en normes Sobolev: ils construisent des 6-familles de solutions exactes du systéme complet de
réaction diffusion proches a "M prés d'un développement asymptotique formel en 6 sur des intervalles de
la forme [0,T/6"2], ou M et T sont arbitrairement grands et 6 mesure la grandeur caractéristique des
nombres d'ondes. Ici, on utilise un développement asymptotique plus précis du semi groupe pour décrire
plus précisément le comportement asymptotique en terme de modulation. D'une part, notre approche valide
rigoureusement I'équation de Whitham mais permet également de fournir la donnée initiale pour I'équation
de Whitham por décrire le comportement asymptotique au voisinage des ondes périodiques a l'ordre
principal. A ce titre, on démontre que les taux de décroissance obtenus dans sont optimaux [21].

Cette approche est suffisamment robuste pour étre étendue aux systemes de lois de
conservations visqueuses: c'est 1'objet de [S3]. On démontre d'une part la stabilit¢ non-linéaire des ondes
périodiques pour des perturbations non localisées mais on valide également le systtme de modulation de
Whitham. C'est le premier résultat qui met en jeu un systéme de modulation et non une équation scalaire
et, a ce titre, les techniques de renormalisation sont inopérantes. On généralise ce résultat dans plusieurs
directions pour traiter des lois de conservation d'ordre supérieur (équation de Korteweg-de
Vries/Kuramoto-Sivashinsky) mais aussi des lois de conservation avec viscosité réelle (partielle) et en
tenant compte des termes d'ordre supérieur (tension de surface dans les équations de St Venant).

2.3 Projet de recherche

Stabilité spectrale des roll-waves: La question qui me semble la plus importante et certainement la plus
difficile est de montrer analytiquement la stabilité spectrale des roll-waves. L'objectif est d'étayer les
différents résultats de stabilité non-linéaire déja obtenus. Un cas possible est celui de la transition a
l'instabilité. Par exemple on peut obtenir I'équation de KdV/KS dans la limite KdV a partir des équations de
(SV) visqueuses ou des équations de (NS) au voisinage du seuil critique d'instabilité. En utilisant les
résultats de stabilité spectrale obtenus analytiquement pour (KdV/KS), je compte en déduire un résultat
analytique de stabilité spectrale des roll-waves pour (SV). Cette approche s'est révelée fructueuse pour les
instabilités de convection de Couette Taylor ou de Rayleigh Bénard [M96, S98]. On peut également montrer
I'existence d'ondes périodiques pour les équations de (NS) au voisinage du seuil d'instabilité critique
[NTYO5]: en combinant avec le résultat d'approximation par 'équation de (KdV/KS), on doit également
obtenir un résultat de stabilité spectrale pour le probleme complet de (NS). Ceci constitue la premiére étape
d'une preuve de stabilité non linéaire de roll-waves pour le systéme complet de Navier Stokes qui reste a ce
jour une question ouverte.

Un cas limite particuliérement intéressant est celui de la limite de viscosité nulle dans les modeles de
(SV). A l'aide de techniques de perturbation singuliere (théoréme de Fénichel), on peut montrer que les roll-
waves continues convergent vers les roll-waves de Dressler discontinues dont on connait explicitement le
profil [1]. Il n'y a pas d'exemple dans la littérature de connection entre la stabilité des ondes périodiques
continues et des ondes périodiques discontinues. Le seul résultat s'en approchant concerne la stabilité des
chocs visqueux : on montre que le développement de la fonction de Evans au voisinage de 1'origine est donné
a l'ordre par le déterminant de Lopatinskii pour le choc non visqueux. L'étude (numérique) compléte du
probléme spectral limite (non visqueux) est une étape clé de l'analyse qu'il faut combiner a une preuve de
convergence du probléme spectral continu dans la limite faible viscosit¢ a l'aide de techniques de
perturbation singuliéres.



Solutions composites de type chocs en paramétres: La stabilité non linéaire des ondes périodiques pour les
équations de Saint Venant ou les systémes de réaction diffusion et la justification des équations de Whitham
visqueuses ne sont établies que pour certaines perturbations. Elles doivent étre soit localisées [16,S1] soit
modulées mais, dans ce cas, la phase doit étre bornée et le nombre d'onde intégrable, ce qui signifie qu'on ne
change pas la période de la roll-wave [20,21,S3]. Un cas particulierement intéressant est celui des données
initiales reliant deux ondes périodiques différentes. Pour le systetme de modulation de Whitham, cela
correspond a des solutions de type chocs dont on sait montrer l'existence et la stabilité. Il serait
particuliérement intéressant d'établir 1'existence et la stabilité de ces ondes généralisées pour le modéle de
(SV). Ce probléme a déja été résolu pour les systémes de réaction diffusion : le probléme est plus simple car
les chocs sont solutions d'une équation de Burgers visqueuse scalaire. Dans le cas des équations de (SV) ou
(KdV/KS), les équations de modulation de Whitham forment un systéme. Cependant , en travaillant avec les
invariants de Riemann, on peut obtenir une équation de Burgers visqueuse. En combinant ce résultat
d'approximation avec les techniques de dynamique spatiale utilisées pour les systeémes de réaction diffusion,
on doit pouvoir obtenir l'existence de solutions de type chocs pour les systémes de lois de conservation
visqueuses dans le régime de stabilité des ondes périodiques. En établissant la stabilité de ces ondes, on sera
alors en mesure d'étudier des perturbations plus générales des roll-waves.

Instabilités secondaires: Une autre question intéressante est de déterminer, pour un nombre de Reynolds
donné, la gamme de longueurs d'ondes pour laquelle les ondes périodiques sont stables. L'objectif est de
continuer numériquement les courbes neutres de stabilité obtenues au voisinage du seuil critique mais aussi
et surtout de détecter des bifurcations secondaires, & mesure qu'on augmente le nombre de Reynolds. La
résolution de cette question est une étape clé de la compréhension de la transition vers la turbulence dans les
films minces.

Une autre maniére d'aborder ce probléme est d'étudier le comportement des solutions de (KdV/KS) et
(SV) au voisinage du seuil d'instabilit¢ des ondes périodiques. Comme pour la transition a l'instabilité des
états constants, on doit pouvoir obtenir certaines équations d'amplitudes comme 1'équation de Ginzburg
Landau ou encore celle Kuramoto-Sivashinsky portant sur une combinaison des paramétres de modulation:
cette approche a été esquissée pour les systémes de réaction diffusion sans pour autant faire de lien entre ces
équations réduites et les ondes non-linéaires générées sur un systeéme physique comme Rayleigh-Bénard ou
Couette-Taylor. Cette approche doit nous permettre de décrire les instabilités secondaires faiblement non-
linéaire.

Roll-waves en deux dimensions: Des expériences menées en laboratoire dans des canaux inclinés [LSG95]
montrent 1’existence, dans certains régimes, de roll-waves modulées dans la direction transverse a celle de
propagation, donnant lieu a des motifs en damier. Pour décrire mathématiquement ces observations, il est
donc important d'étudier la stabilité bidimensionnelle des roll-waves. Dans un premier temps, on s'attachera a
démontrer l'existence de motifs en damier dans des films minces sur un plan incliné. Ce type de solutions
existent pour les équations de Boussinesq modélisant la propagation des vagues : on montre 'existence de
motifs de petite amplitude a 1'aide d'une méthode de variété centrale. Je souhaite faire un travail similaire
pour les équations de Saint Venant 2d avec topographie. Pour obtenir des solutions en damier de taille
arbitraire, une solution consiste a étudier la stabilité transverse de roll-waves de taille arbitraire: on étudiera
d'une part les modulations grandes longueurs d'onde analytiquement a l'aide des équations de Whitham et on
fera une étude numérique du probléme complet pour mettre en évidence les modes transverses les plus
instables. Cette étape préalable doit fournir des conditions initiales pour faire une simulation numérique
directe des équations de (SV) qui devra reproduire les expériences de [LSG]. Cette approche doit également
valider le modéle de (SV) obtenu dans [12].

Tension de surface et autres effets dispersifs: Outre certains effets dus a la dimension, les expériences de
[LSG9Y5] sur l'apparition de roll-waves dans des canaux montrent clairement des effets de tension de surface.
En effet, les zones de chocs ne sont pas monotones et en avant de chaque choc, il y a une série de petites
oscillations secondaires caractéristiques des effets de capillarité. Le modele d'ordre 1 de (SV) justifié dans
[9] en présence de tension de surface sera le point de départ de I'é¢tude: ce modéle n'a pas de terme de
dissipation. Pour rester dans un cadre proche des roll-waves visqueuses, on pourra aussi considérer un
modele de (SV) d'ordre 2 qui contient des termes de dissipation. L'objectif est de comprendre le role de la
tension de surface sur la stabilité spectrale et non linéaire des roll-waves.

Une classe de modéles proches des équations de (SV) avec tension de surface est formée par les
mode¢les de Euler-Korteweg ou certains modéles de propagation de vagues (équations de Boussinesq) pour



lesquels il n'existe pas d'étude de stabilité spectrale des ondes périodiques. Compte tenu du caractere
hamiltonien des équations, le spectre est symétrique par rapport a l'axe réel et 1'axe imaginaire et les ondes
périodiques sont stables seulement si le spectre est confiné sur 'axe imaginaire. Je souhaite dans un premier
temps faire une étude de stabilité spectrale numérique de ce probléme. L'analyse des équations de Whitham
doit également fournir des indications sur la stabilité spectrale des ondes périodiques et sur le comportement
asymptotique des perturbations ondes longues. Contrairement aux cas des lois de conservation visqueuses,
on ne peut pas avoir de stabilité asymptotique, au mieux un résultat de stabilité non-linéaire. On commencera
donc par obtenir des résultats d'approximation sur des temps asymptotiquement long O(T/g) pour les
équations hyperboliques de Whitham et éventuellement d'ordre O(T/e"3) pour des modeles de Whitham
d'ordre supérieur.

Chocs dispersifs: Pour les modeles dispersifs considérés, comme les équations de (SV) avec tension de
surface ou les modeles de propagation de vagues (Boussinesq), les termes de dispersion sont petits devant les
autres termes (inertie, gravité). La question de la limite de dispersion nulle dans ces modéles me semble donc
particuliérement intéressante. C'est une question difficile qui n'a de réponse que dans des cas simples comme
I'équation de (KdV).

Dans la limite faible dispersion pour (KdV), il apparait deux zones distinctes: une zone ‘lente" ou la
solution est décrite par 1'équation de Burgers et une zone d'oscillation trés rapide, décrite par les équations de
Whitham pour les ondes périodiques de Korteweg-de Vries et appelée choc dispersif. Cette zone
d'oscillations rapides correspond en fait a un choc en paramétres reliant un état constant a la queue d'un
soliton qui sont les deux extrémités de la famille des ondes périodiques. Pour 1'équation de KdV, cette
description repose sur la méthode de scattering inverse qui permet de résoudre explicitement 1'équation : il
suffit alors de faire tendre la dispersion vers 0 [LL83]. Une approche plus robuste consiste a employer des
développements raccordés entre zone lente et zone rapide. On construira au préalable des chocs en
paramétres de I'équation de (KdV). La justification des développements raccordés pour (KdV) est une étape
indispensable a la compréhension des chocs dispersifs dans un cadre plus général : pour les équations de
(SV) ou de Boussinesq, le choc devrait étre constitu¢ d'une zone lente vérifiant les équations de Saint Venant
non visqueuses et une zone rapide régie par les équations de Whitham qu'on aura établies au préalable (voir
l'item précédent).

Ondes périodiques discrétes et semi-discrétes: La simulation directe du systéme de (KdV/KS) présentée a
la figure 4 est le résultat d'une simulation numérique: on peut se demander si le résultat obtenu reflete bien le
résultat analytique de stabilité non linéaire. En particulier, si on veut étudier le comportement en temps long,
il faut que le schéma numérique respecte bien les vitesses caractéristiques du systéme de Whitham et que la
dissipation numérique ne viennent pas occulter la dissipation prédite par les équations de modulation.

Dans un premier temps, j'aborderai la question de 1'existence et de la stabilité d'ondes périodiques pour les
équations de (SV) discrétisées ou semi-discrétisées en espace pour des schémas classiques (Schemas de Roe,
Lax Wendroft), le probléeme complétement discret étant plus difficile. Ces questions ont été trés étudiées dans
le cas de chocs ([MR79]: existence de chocs discrets, [BHRO03]: existence et stabilité de chocs semi-discrets)
a l'aide d'outils issus aussi bien de la théorie des systémes dynamiques (réduction & une variété centrale,
formes normales, bifurcations) que celle des systémes de lois de conservation hyperboliques (fonctions de
Evans, fonctions de Green) alors qu'il y a trés peu de travaux pour les ondes périodiques discrétes et semi-
discrétes (notamment sur leur stabilité). Il serait en particulier trés intéressant d'obtenir et d'étudier les
équations de Whitham pour les ondes périodiques discrétes et semi-discrétes.

Dans un second temps, je souhaite aborder la question du comportement asymptotique et voir si les
schémas mis en jeu permettent d'obtenir correctement les vitesses caractéristiques des équations de Whitham.
C'est une question portant essentiellement sur le caractére asymptotiquement préservant des schémas mis en
jeu. C'est un probleme déja largement abordé pour les systémes de lois de conservation avec terme source
dans le régime de relaxation: une des étapes préalables est, dans certains cas, que le schéma capte exactement
les solutions stationnaires (caractére *“well balanced"). La question ici semble d'autant plus difficile que les
ondes stationnaires ne sont pas constantes: on commencera donc par comparer les résultats pour des schémas
captant ou non les états constants formellement (calcul de consistance) et numériquement.
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6 — DESCRIPTION DES ACTIVITES D’ENSEIGNEMENT,

PEDAGOGIQUES ET ADMINISTRATIVES

Activités d’enseignement au cours des 5 derniéres années: Université Lyon 1

Enseignements de Licence:

A TD L1 Analyse 1 (2009-, 36HETD): R, bornes sup/inf. Suites réelles. Fonctions réelles (limites,
continuité, dérivabilité), Théoréme de Rolle, Accroissements finis. EDO.

A Cours L1 Analyse 2 (2010, 36HETD) : Fonctions usuelles, Formules de Taylor, Développements
Limités, Intégrale de Riemann.

A TD L2 Introduction EDO/EDP (2009, 36HETD) : Résolution d'équations et de systémes différentiels
linéaires et non linéaires, portraits de phase, Etudes qualitatives (pendule, modeles
proies/prédateurs), Méthode de Laplace pour les edo et certaines edp (équation des ondes).
Résolution d'edp (séparation de variable, changement de variable).

A TD L3 Calcul Différentiel (2007-2010, 36HETD): Différentielle dans les espaces normés.
Diftérentielles partielles. Théoréme des accroissements finis et applications. Difféomorphismes.
Théoreme d'inversion locale. Théoréme des fonctions implicites. Différentielles d'ordre supérieur.
Fonctions de classe Cr sur un ouvert. Formules de Taylor. Extrema libres et liés. Notions de calcul
des variations. Equations différentielles : probléme de Cauchy ; solutions globales, solutions
maximales ; portrait de phase.

A TD Calcul Intégral (2010, 36HETD): Algebres et tribus. Questions d'engendrement. La tribu
borélienne. Mesures positives définies sur les algébres et sur les tribus. La mesure extérieure. Le
prolongement de Lebesgue. Fonctions mesurables. Intégration des fonctions mesurables positives.
Intégration des fonctions mesurables réelles. Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et
ses conséquences. Mesure produit. Théoréme de Fubini. Mesure de Lebesgue sur Rn : théoréme du
changement de variables. Théoréme de Radon-Nikodym.

Enseignements de Master:

A Cours/TD M1 Optimisation a 1'Institut de Science Financiére et d'Assurance (2007/2008, 60HETD):
Programmation linéaire (algorithme du simplexe), Optimisation quadratique et résolution (directe ou

itérative) de systémes linéaires, Optimisation sous contrainte (multiplicateurs de Lagrange).

A TD M1 Introduction aux équations différentielles (2007, 36HETD): Probléme de Cauchy: existence,
unicité de solutions, solutions maximales, dépendance par rapport aux données initiales/parameétres.
Equations linéaires a coefficients constants, périodiques (theorie de Floquet). Equations non linéires
autonomes: étude qualitative, flot, orbites, portraits de phase, solutions périodiques, analyse de
stabilité.

A Cours M1 Introduction aux équations aux dérivées partielles (2008-2010, 36HETD) : Modélisation:
du probléme physique aux équations (transport, diffusion, mécanique des fluides). Equations du ler
ordre: méthode des caractéristiques, théoréme de Cauchy-Kowalewsky, équation des ondes.
Transformée de Fourier, convolution et résolution de 1'équation de la chaleur. Méthode de Laplace et
de la phase stationnaire. Solutions faibles, chocs de 1'équation de Burgers.

A Cours M2 Modélisation et analyse mathématique des écoulements de faible profondeur (2009,
36HETD): probléme des water waves. Obtention des modeles de propagation de vagues : équations
de Korteweg de Vries, Saint Venant Green-Nagdhi, Serre, Boussinesq. Caractére bien posé des lois
de conservation hyperboliques, paraboliques, mixtes.

A Préparation a l'agrégation (2007-2008, 36HETD) : option calcul scientifique (EDO, EDP, algébre
linéaire numérique, optimisation)

Délégations, CRCT: Automne 2009 : Délégation au CNRS. Printemps 2011: CRCT. Printemps 2012 :
décharge ANR JCJC (sur le projet SWECF dont je suis porteur).






