TP Agrégation. Option Calcul Scientifique

Méthodes de résolution de systemes linéaires.

Probleme modele

Soit ¢ : [0, 1] — R une fonction continue. On s’intéresse au probleme suivant:
u'(z) = g(x), Vo €]0,1], u(0)=wu(1)=0.

On peut montrer qu’il existe une solution et qu’elle est unique (voir la théorie de I'existence
et unicité de solutions pour des problemes elliptiques dans le livre de Brézis [1]). On
souhaite calculer numériquement cette solution. Pour cela, on va utiliser la méthode des
différences finies. Soit x; = th, 1 =0..N +1et h = ﬁ, une subdivision de l'intervalle
[0, 1]: on va approcher la dérivée seconde u au point x;,7 = 1..N par:

w(wirr) — 2u(x;) + u(wi_q)
12

u(z;) =

On obtient donc le probleme discrétisé

w(wir) — 2u(x;) + u(w;_q)

B2
avec les conditions aux bords u(xg) = u(xys1) = 0. En posant U; = u(z;), G; = g(z;), on
s’intéresse alors a la résolution du systeme linéaire approché AU = GG, ou A est la matrice

~ g(z;), i = 1..N,

-2 1 0 ... 0
X 1

Azﬁ 0 0

- )

0 0 1 -2

Pour obtenir une bonne approximation de la solution, il faut faire tendre la pas de
discrétisation vers 0 ce qui augmente la taille du systeme linéaire a résoudre. La ma-
trice est symétrique définie positive. On se propose de présenter plusieurs méthodes de
résolution de ce type de systeme linéaire.

i) Calculer numériquement le conditionnement de A en fonction de la taille de la matrice.
i) Soit C' = diag(Ay). Calculer le conditionnement de C~2AC~2 en fonction de la taille
de la matrice et comparer au conditionnement de A.

Méthode directe

iii) Soit une matrice tridiagonale sous la forme

bl C1 0 . 0

s . . . .

A=10 0
Cn—1



On peut montrer que la décomposition LU de A est donné par

]
1 0 0 ... 0 Do 0 ... 0
A=1 0 0 0 . . .0
: S0 Lo g
0 ... 0 a2 1 0 ... 0 0 =

ol g =1, 61 = by, O0p = bpdr_1 — apCx_10_o. Programmer une méthode de résolution du
systeme linéaire Au = b basée sur cette factorisation. Calculer le temps de calcul de la
solution en fonction de la taille de la matrice. Comparer avec ’estimation a priori donnée
pour la résolution via le pivot de Gauss d’un systeme linéaire plein.

iv) (facultatif) Programmer une méthode de pivot de Gauss pour résoudre un systeme
linéaire quelconque (pivot partiel ou total).

Méthodes indirectes

On peut montrer que U est solution de AU = G si et seulement si U est solution du
probleme de minimisation:
Trowver U € RY tel que J(U) = infycgn J(V), ot J est définie par

1

J(U) = SU'AU = (G, U). (M)

C’est un probléeme de minimisation sans contraintes: on va étudier dans ce TP les prin-
cipales méthodes de minimisation sans contraintes: méthodes de gradient, gradient con-
jugué, relaxation. Le cas de la minimisation avec contraintes ne sera pas traité ici.

v) Programmer la méthode du gradient au probléeme de minimisation (M) et illustrer sa

vitesse de convergence: on représentera % oury,=>b— Aux.
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Rappel: xo donné, ro = b — Axg, o = Trr Tl = Tk + o 1.

vi) Programmer la méthode du gradient conjugué et illustrer la vitesse de convergence de
la méthode.
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Rappel: xy donné, pg = rg = b — Axg, on pose o = Gpp That + QkDr, Thpr =

— Irea]? —
Tk — Qk APk, B = e et Prat = Thpt + Ortt P
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