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Introduction

Les équations de Saint Venant sont couramment utilisées en mécanique des
fluides pour analyser mathématiquement et simuler numériquement des écoulements
de fluides de faible profondeur. Les applications sont nombreuses, de la description
de phénomenes naturels (écoulements de rivieres, crues de boue, avalanches de neige)
aux applications industrielles (métallurgie, conception de barrages, de ponts ou de
paravalanches). Nous renvoyons le lecteur a l'article de revue de Oron, Davis et
Bankoff [52] pour plus de détails sur ce type d’applications.

Ces modeles peuvent étre obtenus formellement a partir des équations de Navier-
Stokes lorsque 1’écoulement est quasi-stationnaire et de faible profondeur [62]. Pre-
nons 'exemple d’un fluide incompressible (en 2d) s’écoulant sur un plan incliné d’un
angle 6. En général, on recherche de I'information sur la hauteur et le débit. Si on
intégre les équations de quantité de mouvement et de conservation de la masse sur
la hauteur du fluide A, on obtient un systeme d’évolution pour ces variables

(1) 8th+8x(/0hu) _o, 8t(/0hu)+3x(/0hu2+p) :ghsin&—am(O)—kax(/oham),

ou u est la vitesse horizontale du fluide, p la pression et ¢ le tenseur des contraintes
visqueuses. Si I’écoulement est peu profond et quasi stationnaire, on peut considérer
que la pression est hydrostatique p = gcos@(h — z). Sous ces hypotheses, on peut
aussi écrire une relation de la forme foh u? = Bhv?, ou v est la vitesse horizontale
moyenne du fluide et 3 un facteur de forme. Le choix = 1 revient a remplacer u
par v : c¢’est I'approche originale de Barré de Saint Venant, valable si la pente est
faible. Pour une pente quelconque, on choisit en général § = 1.2, correspondant a
un profil de vitesse parabolique. De plus, on doit faire une hypothese sur la friction
au fond, par exemple 0,.(0) = a; v + av?, ol les a; peuvent dépendre de h. Ici ay
est un coefficient de friction laminaire et ay un coefficient de friction turbulente. On
obtient ainsi un systeme d’évolution sur h et v
2

(2) Oh+ 0.(hv) =0, Ohv+ 0, (ﬁhv2 + gcos(Q)%) = ghsinf — a; v — o V2.



Les équations de Saint Venant sont une alternative intéressante aux équations de
Navier-Stokes a surface libre puisqu’on élimine le probleme de la surface libre (dans
la mesure ou la hauteur du fluide h est une des variables du probléeme). En plus, on
diminue la dimension du systéme et le nombre d’inconnues (ici la vitesse verticale et
la pression). Ces modeles remplagent généralement les équations de Navier-Stokes
dans le régime “eaux peu profondes”, lorsque la hauteur du fluide est tres inférieure a
la longueur d’onde des variations transverses de la vitesse et de la pression du fluide,
sans qu’on connaisse précisément 'erreur commise. En fait, la plupart des modeles
de Saint Venant obtenus de la maniere décrite précédemment ne sont pas consistants
avec les équations de Navier-Stokes au sens ou la moyenne d’une solution exacte des
équations de Navier-Stokes dans ce régime ne vérifie pas le modele proposé. Cette
inconsistance se manifeste également a travers l’analyse de stabilité spectrale des
solutions stationnaires. Pour un fluide newtonien incompressible, on peut montrer
que le flot uniforme devient instable lorsque R > %cot@ (Re est un nombre de
Reynolds), en analysant directement la relation de dispersion obtenue a partir des
équations de Orr-Sommerfeld. Le modele de Saint Venant associé (5 = g, ap =
3

&,z = 0) donne un critere de stabilité différent. Le probleme vient évidemment des

approximations faites pour fermer le systeme ([I).

Dans le chapitre[ll on présente une méthode [I] d’obtention de modeles de Saint
Venant consistants avec les équations de Navier-Stokes a surface libre, en partant du
systeme ([I). On peut également obtenir rigoureusement la partie correspondant au
transport dans les équations de Saint Venant (et d’autres modeles : Green-Naghdi,
Serre) a partir des équations d’Euler a surface libre, mais ces résultats visent plutot
des applications en océanographie et explorent d’autres régimes asymptotiques que
le seul régime “eaux peu profondes” [32, B3]. Notre objectif est plutot d’obtenir des
modeles de Saint Venant pour différentes classes de fluides. La méthode proposée
ici repose essentiellement sur le calcul d'un développement limité des solutions de
Navier-Stokes dans le régime “eaux peu profondes” lorsque ¢ — 0, ou ¢ est le
parameétre d’aspect de ’écoulement. A cette échelle, la vitesse et la pression du fluide
dépendent seulement de h et de ses dérivées en temps et en espace. En utilisant
'équation de conservation de la masse dans ([I), on obtient une équation d’évolution
sur la seule hauteur h. Si on calcule un développement de u a l'ordre 1 pour un
fluide newtonien sur un plan incliné, on obtient ’équation de Benney

3
(3) Ouh + 0, (2 sinQ%) — 2250, (h*(cot 0 - %h?’Re)amh).

Pour € = 0, I’équation est hyperbolique et développe des singularités en temps fini.
De plus elle ne donne qu’une information sur la vitesse caractéristique des ondes
de surface de petite amplitude. Si on regarde 1'équation (@) complete (¢ # 0), on
voit aisément qu’elle est bien posée au voisinage de h = 1 si Re < %cot 0. Les
solutions de petite amplitude sont globales et décroissent vers 0. Ceci donne un
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critere de stabilité cohérent avec celui obtenu par l'analyse directe des équations
de Navier-Stokes et on peut montrer rigoureusement que () décrit completement
le comportement des solutions de Navier-Stokes [68]. Cependant, cette équation
est dégénérée dans le régime instable R, > %cot 0, et on ne peut rien dire du
comportement du fluide. Cette approche reste malgré tout intéressante pour des
fluides non newtoniens (fluides en loi de puissance, de Bingham ou de Herschel
Bulkley) car on obtient simplement des critéres de stabilité de 1’écoulement uniforme,
pourvu qu’on ait mené rigoureusement le calcul du développement asymptotique des
solutions [T0, [T}, T2, ©7], ce qui n’est en général pas le cas pour les fluides a seuil (je
discuterai ici des fluides de Bingham).

Pour étudier le régime instable, on doit considérer les équations de Saint Ve-
nant. L’obtention systématique de modeles consistants a partir des équations de
Navier-Stokes n’a été entreprise que tres récemment et ces modeles varient selon les
conditions aux limites utilisées. Gerbeau et Perthame [26] ont obtenu un premier
modele a partir des équations de Navier-Stokes 2d, en suivant l'idée originale de
Barré de Saint Venant. Lorsque le fluide est newtonien et peu visqueux, avec des
conditions de Navier au fond (faible friction) et une pente faible, le profil de vitesse
est plat et on peut remplacer la vitesse u par la vitesse moyenne v dans (). On
obtient aisément un modele de Saint Venant (visqueux) consistant. Cette approche
a ensuite été étendue a des topographies quelconques [I7, #1]], pour des écoulements
bi-couches [B4] et des fluides de Bingham [I§]. Les modeles obtenus fournissent
en général des solutions approchées des équations d'Euler [I7]. Pour un fluide vis-
queux quelconque et des conditions de Dirichlet au fond, I’approximation classique
de Saint Venant n’est plus valable (pour un fluide newtonien, le profil est parabo-
lique!). Lorsque I’écoulement est laminaire, Ruyer Quil et Manneville [56, B7] ont
proposé une nouvelle méthode pour analyser cette situation et calculé de nouveaux
modeles. L’idée est d’obtenir une approximation des solutions de Navier-Stokes en
les développant selon une base de polynomes en z (la variable verticale) a coeffi-
cients lentement variables et en utilisant des regles de projection particulieres pour
déterminer ces coefficients. Les modeles obtenus sont consistants avec les équations
de Navier-Stokes a ’ordre 1 en € mais different selon la procédure de projection et la
base choisies. Cette méthode permet de traiter des topographies variables mais de
faible courbure et des écoulements de fluides de Herschel Bulkley [I1]. Récemment,
J.-P. Vila a unifié la formulation des différents modeles proposés par Ruyer-Quil et
Manneville [{0] en obtenant directement le développement limité des solutions de
Navier-Stokes par rapport a e.

Dans ce mémoire, cette derniere méthode est décrite dans le cas d'un fluide
newtonien s’écoulant sur un plan incliné. Par rapport au modele existant (8 =
1.2,a1 = 3h™ 1, as = 0), on montre qu’il faut ajouter a @) un terme de correction
d’origine inertielle. On présente ensuite la justification mathématique de ce calcul



[M]. La preuve repose essentiellement sur le caractére bien posé des équations de
Navier-Stokes au voisinage de la solution approchée, qui est proche de la solution
stationnaire des équations de Navier-Stokes lorsque I'amplitude des oscillations de h
par rapport a sa valeur moyenne est petite. Ce probleme a été résolu pour € = 1 par
Teramoto, d’abord localement puis globalement en temps en ajoutant la capillarité
M]]. La preuve de ces résultats est une adaptation de I’approche de Beale pour
pour des fonds asymptotiquement plats [I3, [4]. Pour ¢ < 1, le probleme est posé
dans un domaine mince et a surface libre. La principale difficulté est de reprendre
le résultat de 8] et d’obtenir des estimations uniformes en ¢ : on doit donc étudier
précisément la dépendance des constantes en jeu dans 8] par rapport a . On
trouve les constantes des inégalités de Sobolev (Poincaré, Agmon, Ladyzenskaia)
dans [66] mais on doit refaire le travail pour le probleme de Stokes. Ce dernier a des
conditions aux limites non standards et on controle seulement la norme du tenseur
de déformation. Il faut donc obtenir des inégalités de Korn [29] en domaine mince
pour récupérer un controle sur la norme du gradient de vitesse. On montre alors,
en présence de capillarité et lorsque la surface libre est faiblement perturbée, que
Perreur de consistance est O(y/z) dans L*((0, o), L*(T)).

Ce résultat est, a ma connaissance, le premier justifiant un modele de Saint
Venant obtenu a partir de () et valide 'approche formelle de Vila sur un exemple
simple. J’ai ensuite utilisé cette méthode pour étudier des écoulements plus com-
plexes et fréquemment rencontrés dans la littérature. Je présente d’abord un modele
de Saint Venant pour un écoulement de fluide newtonien sur une topographie quel-
conque [2], en reprenant la formulation introduite par Bouchut et Westdickenberg
[I7]. Dans le régime “eaux peu profondes”, la vitesse est portée principalement par
la direction de plus grande pente, le profil de vitesse est parabolique et la répartition
de pression dans le fluide est hydrostatique. On peut alors faire le méme calcul que
dans le cas plan. Ici, la pente et la courbure du fond sont quelconques et d’ordre 1
(par rapport a £). Le modele obtenu est écrit indépendamment du paramétrage de
la surface choisie (coordonnées cartésiennes, orthogonales). Un résultat surprenant
est qu’on retrouve les effets de capillarité principalement sous la forme d’un terme
linéaire en h et dont le signe est donné par la courbure moyenne du fond. Il faut que
la courbure du fond soit tres faible pour retrouver les termes standards de capillarité.

Je présente ensuite les modeles que j’ai obtenu pour des fluides non newtoniens
[B] : les fluides en loi de puissance et les fluides de Bingham. Dans les deux cas, il
faut tenir compte d'une zone ou la viscosité apparente du fluide devient asymptoti-
quement grande, lorsque € — 0, pour calculer un développement asymptotique des
solutions de Navier-Stokes. Pour les fluides en loi de puissance, cette zone est proche
de la surface libre et asymptotiquement mince : le calcul est alors tres similaire a
celui fait pour les fluides newtoniens. Pour les fluides de Bingham, il existe une zone
non négligeable ou le fluide est en tres faible déformation (pseudo plug) mais la vis-



cosité apparente y est tres grande et compense cette faible déformation. On obtient
ainsi un nouveau modele pour les fluides de Bingham

Oh + 0, (hv) =0,  Oy(hv) + 0, (hv* + P(h)) = ghs — oo — pd(h)v + ootp(h)|0:h],

ou s = siné, p est la viscosité du fluide en déformation et og un terme de seuil. Le
terme en |0,h| (oublié dans la plupart des modeles existants) reflete bien le caractere
singulier de ce fluide entre les zones sans déformation ot 0,k s’annule localement et
celles en déformation ot 9,h # 0.

On étudie enfin des écoulements a deux couches de fluides newtoniens. Les
seuls modeles consistants sont obtenus pour des conditions de glissement au fond
et a Uinterface [b4]. Je considere ici des conditions aux limites de Dirichlet au fond
et la vitesse est continue a l'interface des deux fluides. L’objectif est de prolonger
I'analyse de Kliakhandler [3T] qui met en avant un certain nombre de mécanismes de
déstabilisation de ’écoulement uniforme (flottaison, inertie, capillarité, stratification
en densité). Son étude est menée a I'aide d'un systeme d’équations de Benney sur
les hauteurs (ou Kuramoto-Sivashinsky si on tient compte de la capillarité). Mais
ces équations sont mal posées lorsque les solutions stationnaires sont instables et il
faut alors utiliser les modeles de Saint Venant.

Dans le chapitre Bl on s’intéresse a des instabilités hydrodynamiques, connues
sous le nom de roll-waves, apparaissant, par exemple, dans des canaux inclinés
M9 ou des déversoirs de barrage. Elles sont le résultat de la compétition entre
les termes de gravité et de friction du fond. C’est un phénomene indésirable dont
il faut tenir compte si on construit un barrage, par exemple. On peut décrire le
phénomene comme une suite de chocs se propageant a vitesse constante, les parties
régulieres comportant une zone “supersonique” et une zone “subsonique” (la vitesse
de référence n’est pas la vitesse du son mais celle des ondes de surface d’ordre /gH
ou H est la hauteur du fluide). Dressler [22] a montré qu’on pouvait décrire ces
ondes non linéaires grace a un modele de Saint Venant (5 = 1, a; = 0), lorsque
I’écoulement uniforme est instable. Ceci justifie l'intérét des modeles de Saint Ve-
nant par rapport aux équations de Benney. Les roll-waves de Dressler sont des
ondes progressives spatialement périodiques et discontinues, solutions entropiques
des équations de Saint Venant () et les chocs vérifient les conditions de chocs de
Lax. On peut régulariser ces ondes discontinues en considérant une perturbation
visqueuse de (@),

2

(4) Oy (hv) + 9, (hv* + g cos 0%) = ghsin® — ayv® + v, (hd,w).

Pour v fixé, D'existence de roll-waves continues de petite amplitude est une simple
conséquence du théoréme de bifurcation de Hopf [A5)]. Lorsque v — 0, cette bifurca-
tion est dégénérée mais on peut encore construire des roll-waves continues, proches
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des roll-waves de Dressler (et donc de grande amplitude) a l'aide de théoremes de
perturbations singulieres dans les EDO [27, A6].

Dans ce chapitre, je commence par aborder la question de l'existence de ces
ondes non linéaires dans d’autres systemes hyperboliques que (£), comme le modele
de Saint Venant bi-couche obtenu au chapitre [[l Plus précisément, on veut savoir
si des roll-waves apparaissent (a la surface libre, a I'interface ou les deux) lorsque
’écoulement uniforme devient instable [31] comme c’est le cas pour un écoulement
a une seule couche. Je présente ici un théoreme d’existence de roll-waves de petite
amplitude pour des systemes hyperboliques avec termes source, la question de 'exis-
tence de roll-waves d’amplitude arbitraire restant ouverte. L’idée est de se ramener a
une équation de Burgers instable scalaire u; +u u, = u (qui possede trivialement des
roll-waves) comme 'ont fait Jin et Katsoulakis [B0] & partir des équations de Saint
Venant. J’ai déja mis en oeuvre cette approche pour montrer 'existence de “pulsa-
ting roll-waves” [A6] lorsque le fond est périodique et je montrerai qu’elle fonctionne
encore pour un systeme général.

Le reste du chapitre @ est consacré a la question de la stabilité des roll-waves
continues et discontinues pour les modeles de Saint Venant (f2) et (). Pour le modele
de Saint Venant sans viscosité, il faut trouver un cadre fonctionnel convenable pour
étudier des perturbations d’une roll-wave discontinue avec une infinité de chocs. On
s'inspire du cadre développé pour les chocs simples multidimensionels [T5, B8, B2 en
choisissant des fonctions C'! par morceaux et possédant des discontinuités proches
de celles d'une roll-wave donnée. Pour un choc simple, un changement de repere
suffit pour fixer completement le choc et ramener le probleme dans un demi-espace,
les conditions de Rankine Hugoniot jouant le role de conditions de transmission sur
la frontiere du demi-espace. Pour les perturbations de roll-waves, on fixe tous les
chocs en méme temps en utilisant un changement de variable affine par morceaux.
Dans ce systeme de coordonnées, la roll-wave devient une solution stationnaire du
probleme. Cette méthode permet ainsi d’analyser la stabilité spectrale des roll-waves
[6]. Dans ce mémoire, je montre le caractére bien posé de (B) au voisinage des roll-
waves de Dressler H]. On peut formuler ce résultat de la maniere suivante : si on
choisit une donnée initiale proche d’une roll-wave et vérifiant certaines conditions de
compatibilité aux points de discontinuité, alors le modele de Saint Venant est bien
posé dans les espaces de Sobolev H® (s assez grand) et les discontinuités vérifient
les conditions de chocs de Lax. C’est un résultat de persistance : la structure de
roll-wave n’est pas détruite, i.e. il n’y a pas de singularité supplémentaire qui se crée
entre les chocs préexistants. Il semble difficile d’aller plus loin pour ce qui concerne
la stabilité vu la nature hyperbolique du systeme. La preuve est une adaptation de
celle mise en place pour un seul choc [I5]. On étudie d’abord un systeéme linéarisé au
voisinage d’une solution approchée. Si le nombre de Froude (i.e. le rapport entre la
vitesse du fluide et celle des ondes de gravité) n’est pas trop important, les conditions



de chocs de Lax sont dissipatives et on obtient des estimations d’énergie L? pour les
solutions et leur trace aux points de discontinuité. On peut faire la méme étude sur
le probleme adjoint et obtenir I'existence d’une solution faible grace a un argument
de dualité. L’étude de la régularité est plus délicate que pour un choc simple. Si
I'étude de la régularité dans les directions transverses (le temps compris) reste la
méme, on ne peut pas en déduire directement la régularité dans toutes les directions
simplement en utilisant les équations. Dans notre cas, la présence d’un point sonique
entre les chocs nous empéche d’obtenir la régularité des solutions dans la direction de
I’écoulement. On sépare alors la solution entre une partie qui s’annule au voisinage
des chocs et dont on montre la régularité en dérivant les équations dans toutes
les directions, et une autre partie dont on montre la régularité comme pour un
choc simple non caractéristique. On traite ensuite le probleme complet a I’aide d'un
schéma itératif en appliquant le théoreme du point fixe de Picard.

Finalement, je présente un résultat de stabilité spectrale (partiel) et linéaire
des roll waves continues, solutions de (). Depuis le travail original de Gardner
sur la stabilité spectrale des ondes progressives périodiques pour les systemes de
réaction-diffusion [24), 25], 'analyse de stabilité de ces ondes s’est développée de
maniere spectaculaire pour aboutir, entre autre, a des résultats de stabilité non
linéaire et a la construction de solutions “chocs faibles” ou on relie deux ondes
progressives de périodes proches [2I]. Cette terminologie fait référence au fait que
la dynamique des perturbations est pilotée par les basses fréquences et que dans
ce régime, on peut obtenir une équation de Burgers (visqueuse) scalaire qui décrit
I’évolution des perturbations (et permet donc d’obtenir la stabilité non linéaire).
C’est un premier exemple d’équation de modulation [71]. La théorie est beaucoup
moins avancée pour les systemes de lois de conservation visqueuses. Cependant, Oh
et Zumbrun ont calculé un développement limité de la fonction de Evans au voisinage
des basses fréquences et obtenu des conditions nécessaires de stabilité spectrale (ce
qu’on appelle 'indice de stabilité). Ils ont aussi vérifié numériquement l'instabilité
dans certains cas [A9], obtenu des estimations sur les fonctions de Green et prouvé
un résultat de stabilité linéaire L' N LP — LP, p > 1 [B0]. Ces estimations ne per-
mettent de conclure a la stabilité non linéaire qu’en dimension supérieure a trois [o1],
laissant les cas 1d et 2d ouverts. Je présente ici une analyse spectrale du probleme
en me basant sur I’approche de Oh et Zumbrun et je montre numériquement que les
conditions nécessaires de stabilité sont vérifiées. En adaptant ’approche de Zum-
brun au cas d’une viscosité réelle (qui induit la présence d’un mode hyperbolique
supplémentaire), j'obtiens également des estimations sur la fonction de Green [6].
Pour aller plus loin, l'outil de référence semble étre les équations de modulation
de Whitham qui permettent, dans notre cas, d’obtenir un systeme d’EDP du pre-
mier ordre. Un premier résultat de Serre [64] montre I’équivalence entre la nature
hyperbolique de ces équations (et donc qu’elles sont bien posées localement) et les
conditions nécessaires de stabilité de Oh et Zumbrun.



La derniere partie de ce mémoire est consacrée a l'existence de “breathers”
dans des systemes de particules du plan dont un groupe d’atomes a une masse ca-
ractéristique tres supérieure aux autres. Les breathers (ou intrinsic localized modes,
ILM) sont des oscillations périodiques localisées spatialement. L’existence de ces
modes, pour des cristaux périodiques non linéaires, est suggérée dans les travaux
de Sievers et Takeno [69] pour un systéme unidimensionel de particules couplées
non linéairement (le modele de Fermi-Pasta-Ulam, FPU). Depuis, de nombreuses
expériences ont confirmé I'existence de breathers dans différents systemes physiques
comme les matériaux antiferromagnetiques [60], certains cristaux moléculaires [23]
et d’'uranium [0]. On peut également les obtenir, et étudier leurs propriétés, en
construisant des dispositifs expérimentaux adéquates : électroniques en couplant
des jonctions de Josephson [I6], mécaniques en couplant des pendules oscillants ou
optiques a l'aide de guides d’ondes [39]. Pour certaines molécules tétraédriques, on
peut faire un lien entre rapport de masse des atomes et apparition de breathers [2§].

L’existence de breathers a été démontrée mathématiquement par Aubry et Mac-
Kay [35] pour des systémes hamiltoniens possédant une limite “anticontinue” ot les
particules sont découplées et possedent trivialement des breathers. Par exemple,
dans un systeme de Klein Gordon

B+ V'(zn) =e(Tpi1 — 220 + 1), 2, ER, n€Z,

ou V' est un potentiel non harmonique, les particules sont découplées lorsque £ = 0.
On construit aisément un breather en choisissant xy une solution périodique de
Z+V'(x) = 0 et en laissant les autres atomes au repos (x,, = 0). Sous une hypothese
de non résonance, on peut prolonger cette solution périodique pour € # 0 a 'aide

du théoreme des fonctions implicites. Cette approche s’applique aussi a des chaines
FPU diatomiques [34] :

mp@n = V' (|2ni1 — 20l) = V(|20 — 20v|), n€Z,z, €R,

ol mg, = 1 et mg,y1 = v > 1. On peut encore trouver une limite anticontinue
lorsque v — oo. En effet, si v = 0o, les masses lourdes sont immobiles et les particules
légeres sont découplées et soumises au potentiel créé par les masses lourdes et on
construit aisément une solution breather. Le prolongement de ces solutions pour y
grand est plus difficile car la condition de non résonance de [35] n’est pas vérifiée et
on ne peut pas appliquer directement le théoreme des fonctions implicites.

Le probleme étudié ici est plus complexe a cause de 'invariance des équations
du mouvement par les translations et les rotations dans le plan. On s’inspire d’une
stratégie mise en place par R. MacKay [31] et qui généralise aux dimensions supérieures
a 1 le résultat de [34]. L’approche consiste d’abord a fixer la position moyenne des
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masses lourdes et a “éliminer” les autres variables (la position des masses légeres et
la déviation des masses lourdes de leur position moyenne). Cette élimination repose
sur la limite anticontinue introduite dans [34] ot un breather est construit a partir
d’un rapport de masse infini. La solution périodique obtenue dépend de maniere
réguliere des positions moyennes des atomes lourds, qui sont considérées comme des
parametres. Dans un second temps, on étudie le probleme statique sur les positions
moyennes qui hérite de I'invariance euclidienne du systeme complet. On utilise en
général un théoreme des fonctions implicites au voisinage des équilibres du systeme
complet [B6] pour obtenir des solutions du probleme statique modulo les transfor-
mations euclidiennes.

Je présente dans ce mémoire deux applications de cette méthode. J'étudie
d’abord le cas général d'un systeme de N + n masses YM; (i =1,...,N, N > 2),
m; (i = 1,...,n) dans un champ de potentiel V' invariant par transformations eu-
clidiennes. Le rapport de masse v sera ici considéré tres grand et on supposera qu’il
existe une famille d’équilibres. Lorsque v — 0o, on met en évidence une limite anti-
continue analogue a celle de [34] : les équations du mouvement des particules légeres
sont paramétrées par les positions moyennes des masses lourdes qui, elles, doivent
vérifier des conditions de compatibilité. On résout ce systeme couplé comme suggéré
par MacKay, en montrant d’abord I’existence de solutions périodiques des équations
du mouvement des masses légeres, ici a l'aide du théoreme du centre de Lyapou-
nov. Le résultat est donc seulement local. On obtient deux classes de solutions :
les modes normaux non linéaires, qui sont proches des modes normaux classiques
solutions des équations du mouvement linéarisées au voisinage d’un équilibre, et les
breathers lorsque le potentiel V' est découplé pour v = co. Ces solutions dépendent
de maniere réguliere des positions statiques. On résout ensuite le probleme statique
au voisinage des équilibres en appliquant le théoreme des fonctions implicites. L’in-
variance euclidienne est éliminée en choisissant un repere adapté et en considérant le
moment angulaire comme un parametre. On restreint ensuite le prolongement de ces
solutions a des rapports de masses grands mais finis pour les solutions périodiques
dans un repere fixé et réversibles (ici paires) pour pouvoir appliquer simplement le
théoreme des fonctions implicites.

Cette méthode ne fonctionne plus pour des solutions non réversibles ou relative-
ment périodiques (i.e. périodiques dans un repére en rotation). Je présente ’exemple
d’un systeme triatomique pour lequel on obtient des modes localisés relativement
périodiques. Le systeme est formé de deux masses lourdes et d’une masse légere dont
I’hamiltonien est donné par

~ 1, - - 1. ~ ~ ~ . ~ .
(5) H = Z(Pf +Py) + 5o + U@ = Qo) + W1 — aill) + W([1Q2 — @),
olt Q; € R? (resp. ¢; € R?) sont les positions des masses lourdes (resp. de la masse
légere) et P, py leurs moments conjugués. L’analyse locale de la limite anticontinue
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est identique au cas général. Mais ici on peut faire une analyse globale du systeme
dans la limite anticontinue et obtenir des solutions périodiques qui ne sont pas
nécessairement proches d'un équilibre. En plus des modes normaux non linéaires,
on obtient une classe de solutions périodiques de grande amplitude de type inversion,
ou la masse légere oscille de part et d’autre de la liaison entre masses lourdes. Pour
prolonger ces solutions périodiques ou relativement périodiques et non réversibles
pour v < oo, on s'inspire d'une méthode utilisée par Sepulchre et MacKay [63] pour
la continuation de solutions périodiques normales dans des systemes hamiltoniens
et généralisée par Munioz-Almaraz et al. [A4] pour des situations plus dégénérées.
L’idée est d’introduire des termes artificiels de dissipation de 1’énergie et du moment
angulaire (qui sont des quantités conservées du mouvement) et multipliés par des
coefficients «, 5 (I'idée est analogue a celle utilisée par Schmidt [59] pour démontrer
le théoreme du centre de Lyapounov a partir du théoréme de bifurcation de Hopf).
On montre alors que les solutions périodiques obtenues a la limite anticontinue sont
les zéros d'une submersion (grace aux coefficients supplémentaires «, 3). En utili-
sant un théoreme de persistance des zéros d'une submersion, on montre que ces
solutions font localement partie d’une famille de solutions périodiques a deux pa-
rametres et que cette famille persiste pour v grand mais fini. On retrouve alors
les solutions périodiques du probleme initial en remarquant que les coefficients «, (3
sont nécessairement nuls lorsque la solution est périodique. On a mis en oeuvre
numériquement cette procédure de prolongement pour les solutions de type inver-
sion, d’abord dans un repere fixe, en calculant un prolongement par rapport a =y
puis, a v fixé, en augmentant la vitesse angulaire du repere en rotation.

On peut comparer notre approche a celle utilisée pour obtenir des orbites rela-
tivement périodiques pour le probleme des trois corps a partir du probleme restreint
avec une masse infiniment légere [9, 20, B3]. En fait, lorsque la vitesse angulaire du
repere en rotation est faible, on peut mettre notre systeme sous une forme similaire
au probléme restreint en fixant les masses lourdes & 1 et la masse légere a v~ ! et
en remplagant l'interaction moléculaire par I'interaction gravitationnelle. La partie
statique de la liaison entre masses lourdes correspond alors a une orbite circulaire du
probleme de Kepler. Cependant, le probleme restreint gravitationnel est plus simple
a étudier puisque I'énergie d’interaction entre la masse légere et les masses lourdes
est d’ordre (O(1/7)) et il est découplé pour v = oo alors qu’on a encore un couplage
(a travers le potentiel d’interaction moléculaire W) dans notre cas.
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Chapitre 1

Obtention de modeles de Saint
Venant

Alors qu’ils sont couramment utilisés en hydraulique, les modeles de Saint Venant
sont généralement obtenus de maniere heuristique et sont inconsistants. Dans ce
chapitre, je présente une méthode d’obtention des équations de Saint Venant, a
partir des équations de Navier-Stokes a surface libre, qui soient consistants dans le
régime “eaux peu profondes”. Je détaille les calculs pour un fluide newtonien sur
un plan incliné et donne les principales étapes de la justification rigoureuse de cette
approche [I]. Je passe ensuite a I’étude de trois situations fréquemment rencontrées
en mécanique des fluides.

— Modeles de Saint Venant pour des topographies quelconques : on généralise
le cas précédent a un écoulement 3d sur une topographie quelconque et on
précise U'influence de la courbure du fond [2].

— Modeles de Saint Venant pour des fluides non Newtoniens : on présente les
modeles obtenus pour les fluides de Bingham et en loi de Puissance [3].

— Modeles de Saint Venant pour des écoulements bi-couches : on propose un mo-
dele pour un écoulement avec deux fluides newtoniens s’écoulant sur un plan

incliné.
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1.1 Cas d’un fluide newtonien sur un plan incliné

1.1.1 Dérivation formelle

Considérons un fluide newtonien incompressible s’écoulant sur un plan incliné d’un
angle 6 dans le régime “eaux peu profondes”, i.e. si H est la hauteur caractéristique
du fluide et L la longueur d’onde caractéristique des modulations du champ de vitesse
et pression dans la direction = d’écoulement, alors le rapport d’aspecte = HL™' < 1.
Pour simplifier I’écriture, on notera s = sin 6, ¢ = cos f. Le systeme de Navier-Stokes
sans dimension s’écrit, dans cette asymptotique

(11) Ut‘f‘uum‘f‘wuz‘f‘ipz: 25 + ! (52uwz+uzz)a
R. R. =R.
(1.2) wt+uwm+wwz+—pz=—i+ ! (52wzz+wzz)>
2R e2Re R
(1.3) Uy +w, =0,

\. 2 . . 7 . 7 .
ol Re = % est un nombre de Reynolds (U, = %) et v la viscosité cinématique

du fluide. On complete (CIHLT) avec les conditions de Dirichlet au fond u|,—q =
wl,—o = 0, et la continuité du tenseur des contraintes a la surface libre z = h

_3 1+e2h?
(1.4) Plamn+ & W hap(14 2 h3) 72 = —& 7575 talemn,
4e?
2 _
(1'5) uz‘zzh‘i‘g wz|z=h = _1_782]%26]%5 wz|z=h-

Le nombre de Weber W = ,;;T mesure 'importance des effets de capillarité (o
mesure la tension superficielle et p la densité du fluide). Enfin la hauteur de fluide
h vérifie la condition cinématique

(1.6) he + Ul oep hy = W

Le systeme ([CIHLH) est difficile a analyser et a simuler numériquement a cause de
la surface libre. Pour s’affranchir de ce probleme, on écrit en général des équations
d’évolution sur la hauteur h et la valeur moyenne de u (notée v) : sous certaines
hypotheses (régime quasi-stationnaire et pression hydrostatique), on peut fermer
ce systeme et obtenir un modele de Saint Venant. On reprend directement cette
approche sur (([CIHCH) et sans faire d’hypothese de modélisation, hormis ¢ < 1. En
utilisant (C3)), on peut rééerire ([CH) sous la forme d'une équation de conservation
de la masse

(1.7) hy + (/h u(x, z) dz)x =hy + (h’U)x =0.
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La vitesse horizontale moyenne v vérifie I’équation

(1+e2h2)?

(25h —u(2.0)) + Rie(/oh 20, dz),.

h
2
(hfu)t+(/ u2+—pdz) +
0 R. “

(1.8) “R.

Pour fermer ce systeme, il faut relier les différentes quantités intégrées en hauteur et
la contrainte au fond wu,(x,0) & (h,v), ce qu’'on peut faire grace a un développement
asymptotique de u, w, p par rapport a ¢ < 1. Dans cette limite, les effets visqueux
sont prédominants et la pression hydrostatique : on réecrit (CIILCH) sous la forme
d’un systeme différentiel en z. La vitesse u vérifie

1.9 Uy +25=2ep, +eReluy +uu, +wu,) —eu
zz px e t x z TT

. . 4e?
et les conditions aux limites u|,—g = 0, wu,|.—p = mhx Uy — €2wx|zzh. On
xr

résout cette équation différentielle en z

(1.10) u(t,z, z) = 2s(h(t,z)z — %) + Fi (w,w,p) (t, 7, 2),

ou F; (u, w, p) est un opérateur intégro-différentiel (I'intégration porte uniquement
sur z). Si toutes les dérivées de wu,w, p, h sont bornées, 'opérateur F: est d’ordre
O(e + €Re) et formellement e-Lipschitz. Le profil de vitesse est donc parabolique,
proche d'une solution de “Nusselt” et on retrouve I’hypothese de modélisation d’un
régime quasi-stationnaire. On peut également écrire la pression sous la forme

Re
(1.11) p(x, z,t) = c(h(z, t) — 2) — E7hm + F, (u, w, p)(z, 2, 1),

ol & = &2V : on supposera cette constante d’ordre O(1) si on veut observer les ef-
fets de capillarité. L'opérateur J, (u, w, p) est aussi un opérateur intégro-différentiel,
formellement d’ordre O(e) et e-Lipschitz. Enfin, la vitesse verticale est donnée par
la condition de divergence nulle :

w(t,x,z) = —/ uy(t, z,y)dy = —shy 2> + O(e + Re).
0

Pour obtenir un développement d’ordre plus élevé, on utilise un schéma formel
d’itérations successives : les équations (L3, [CI0, [CTT) montrent que w,w, p est un
point fixe (formel) d’un opérateur F* qui est e-Lipschitz. On définit une suite de
solutions approchées u™, p(™ w™ de (u,w,p) par

(112) (u(nJrl)’ p(nJrl)’ w(nJrl)) = fs(u(n),p(n)’ w(n)>’
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avec 19 p© w© définis par

_Rehxaz
u® = s(2n(t,2)z — 22), p© = c(h(x,t) — 2) — KT, w® = —sh, 2%
Si toutes les dérivées de (u,w, p) et les fonctions (u”, w™, p(”))m1 sont bornées, on

montre par récurrence que
max <|u — u(”)|, lw — w(”)|, Ip — p(”)|) = (9((8 + 6Re)”+1>.

On obtient ainsi un développement de u, w, p a n’'importe quel ordre en € en fonction
de h et de ses dérivées. Pour fermer ([LH), on calcule un développement asymptotique
des quantités intégrées en hauteur en fonction de h et v. On remarque d’abord que
v vérifie

h(t,z) h3
hv = / uO(t,z,¢)d¢ + O(e + eR,) = 23; + O(e + €Ro).
0

Ceci fournit une premiere équation modele pour un écoulement de fluide newto-
nien de faible profondeur : si on injecte le développement de hv dans I’équation de
conservation de la masse, on obtient

3
(1.13) ath+ax(25%) = O(e + cRe),

qui est une équation de conservation (si on néglige les termes d’ordre O(e + €Re))
exhibant des singularités en temps fini. C’est un premier élément de la hiérarchie de
modeles qu’on obtient dans le régime eaux peu profondes : elle nous donne la vitesse
de propagation des perturbations ondes longues a O(e) pres. Cette équation fournit
en plus une relation entre h; et h, qu’on exploitera plus tard.

Le profil étant essentiellement parabolique et la pression hydrostatique, on déduit
aisément de (CIOMLTT) les relations suivantes (fréquemment utilisées pour obtenir
un modele de Saint Venant)

h(t,z) 6
(1.14) / u?(t,r,¢)d¢ = g(h’UQ)(t, z) + O(e + cRe),
0
h 2
(1.15) / P Qe = b, + Ofc + Ry,

En remplagant ((CI)) et (CI3) dans (L), on obtient

2

ch )w—Eh JI— L(25h—uz(x,0)) —|—(9(5—|—5Re—|—i).

6
1.16) (h —hv?
(1.16) ( v)t+(5 VR, ‘R, R,
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Cette équation est fermée pourvu qu’on ait calculé u,(x,0) et négligé les termes
d’ordre O(e + eRe + €(Re) ™). Clest ici qu’apparait I'inconsistance des premiers
modeles obtenus a partir de ((LH). En fait, partant du développement a 'ordre O(1)
de v, on écrit, en général

0.u(0) ~ 2sh ~ 3—];},
et en remplagant dans ([LY), on obtient un modele de Saint Venant fermé. Cepen-
dant, on a négligé des termes d’ordre O(e) dans le terme source qui est pondéré par
un coefficient (eRe)™! et donc des termes d’ordre O(1) dans (CX)! Pour corriger
ce probleme, on calcule le développement de u et v a 'ordre suivant. Il suffit de
calculer u() défini par [CIZ) et qui vérifie u — uM = O((e + cRe)?). Pour simplifier
les notations, on écrira u™ = u® + ciy + O((e + €Re)?). La fonction @y est une
fonction polynomiale en z dont les coefficients sont des fonctions de h, hy, h,. On
obtient alors une expression de u,(0) a I'aide de v et h, hy, h, :

3 3 ("
(117)  welemo = + e (0.0 oo - ﬁ/ i) + O((= + eR.)).
0

Ceci fournit un premier modele fermé en remplagant (CI7) dans (CIH) puis en
négligeant les termes d’'ordre O((s(1 4+ Re + Re ™))

6 ch? 1 3v 75> s
1.18) (h —hv*+ =) —Fhhep = —=(2sh— =) — (5=h* he + =h* hy).
(L18) () (5ho" + Re)e =7 cR, (2R ) (gt he g
On peut aussi écrire ([LIF) sous forme conservative, a un terme d’ordre O(g) pres,
en utilisant 1’équation de Burgers (CI3). On a hy = —2sh*h, + O(c + eR,) et en
remplacant h; par —2sh?h, dans ([CIF), on obtient

ht‘f—(h’l})xzo,

(1.19) 6., ch® (2s5)? _ 1 3v
h —h — — —h’), — Rhhyp, = 2sh — —
(U)t+(5 v +Re 75 ) & eRe(s h)

Le terme de correction obtenu est inertiel : il est homogene & (hv?),. On peut aller
plus loin dans 'exploitation de la relation hv = 23%3 + O(¢e). Par exemple, on peut
ramener le coefficient devant hv? & 1. Dans ce cas, le flux dans I’équation de quantité
de mouvement est de la forme

6 ch?  (2s)? ch? 11

—hv? 4+ — — h = hv? 25)?
v+ v°+ —1—(3)(45 T

5
5 Re 75 R, Jh* 4 0(e).

On peut donc choisir le coefficient devant hv?. Le choix du modele est alors dicté
par ses propriétés mathématiques comme c’est le cas pour les équations d’amplitude
pour le probleme des water-waves. Si on choisit le modele ([CI9), le systeme n’est
pas hyperbolique sur tout le domaine physique A > 0 alors que c’est le cas si on
choisit le flux sous la forme (hv, hv* + P(h)).

17



1.1.2 Justification rigoureuse et consistance du modele
On a montré que si (u,w,p, h) est solution de ([CIMCH) alors h,v = h™! foh u vérifie

ht+ (h'U) = 0

6

(1.20) (ho): + (Zho? +

! 23h—3—v)+7€,

ch? (23)
h5
cRe ( h

Re 75 >x = Rh hare =

oit R est une fonction qui dépend de h, (u,w) et p. Elle est formellement d’ordre
O(s(1 + Re + Re™')). On montre que R converge vers 0 lorsque € — 0 pour une
norme a définir. La fonction R est donnée par R = R; + Ry + R3 avec

h(t,z)
Ri =0, R\ (t,2) + 0. ( / (2, Q) +F( (1= (14282 o),
0
h
R = / (6 = (WO2)(, ) + (p— p)(, O

N h
+%U/O (u—u)(z,y,t )dy+wih(/ (u—u® (., ¢)dy)’,

h2 h
alors que Ry = 878 </ u—ul ) et Ry = 0. RS (0) — 2 [ R on

Rf(ﬂl) - Re / / Uge — u / / :z:

w wgo)
22 () + 12— O + ﬂ))

e2h? 1 —¢e2h2
/ / u—u9) + (uuy — uOul?) + (wu, — wOu).

La justification du modele de Saint Venant consiste donc a obtenir une estimation
sur Uécart entre u et u(©, p et p©@ ot u® ~ U(z) = 2s(z — Z) et p© =~ P(2) =
¢(1 — 2) lorsque l'amplitude des oscillations de la surface libre sont faibles. On se
place donc dans un cadre ou on étudie le caractere bien posé de ([CIHLH) au voisinage
de cette solution stationnaire. Ce probleme a été résolu par Nishida et Teramoto [45]
pour € = 1 qui ont en plus montré un résultat de stabilité non linéaire. Toute la
difficulté consiste a obtenir le méme type d’estimation lorsque ¢ < 1. On décompose
le champ de vitesse u,w,p,h =1+ h sous la forme

(8_7;‘w) (t 2, 2) = (g) D606, (z,¢2) (Z) (67 (r.22.)),
(1.21) p(t,z,2) =c(1 = 2) +ep(t,0; ' (z,£2)),
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ot 4, w,p sont définis sur le domaine fire @ = T x (0, €), ©; : @ — € est un
difféomorphisme dépendant de h =1+ h et Q, = e(1 + h) est le domaine fluide. De
plus la condition de divergence nulle est préservée, i.e. u, + w, = 0. On obtient un
systeme qu’on sépare entre une partie linéaire et une partie non linéaire

(1.22) a4+ U, + U0+ 2up, = pAu+ Fy, @+ U, + 2up, = p A0 + Fy,

N € . L
ou p = - Les conditions limites en z = € sont
e

- ~ S = - Cx > -
(123) uz|z:5 + wx|z=5 - 2g h = Hla p‘zzz—: - gh + €thz + uz‘z:z—: - H27

et h vérifie b, = W= + Hj. On a les conditions de Dirichlet au fond (z = 0),

u(0) = w(0) = 0. Les fonctions Fj, H; sont des fonctions non linéaires au moins
quadratiques en @, w, p, h. On peut montrer l'estimation suivante

Théoreme 1.1.1 [ existe €1 > 0 tel que si

sin(6 h -
(124) (_) S €1, | O‘ + |82h0\0 =+ 64‘h0|5 + \/_”(Uo,’wo)”H2 < €1,
VER 5

alors il existe 0 < v < % — 25Re, tel qu’on ait l’estimation d’énergie

%(E(a, W) + uK(i})) +1pGu,w) <0,

ou E, K,G sont définies par E(u,w) Z 107 (u, w)lo + ((Id + B(h))Ou, Opu) et

7=0

K(h) =) c(l0thlo +10:h[5) + £ (107 hlo + 0103 1[5)

M-

7=0

ol

G(u,w)=) VO (u, w)l[g + VO (u, w)]5.

J=0

En utilisant la régularité elliptique du probleme de Stokes, on peut en déduire des
estimations en norme de Sobolev classiques. Les hypotheses sur la capillarité et la
pente permettent de prendre en charge des termes non linéaires pondérés par un
coefficient €71, La preuve repose essentiellement sur des inégalités de Sobolev en
domaine mince (Sobolev, Agmon et Ladyzenskaia) et une inégalité de Korn dont
on peut trouver les preuves dans [29, [66]. On utilise également un lemme sur la
régularité elliptique pour un probleme de Stokes en domaine mince.
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Lemme 1.1.2 Soit f € (Hl(Q))Q, ¢ € (H%(T))Z. On considere le probleme de
Stokes dans () :

—Au+ Vp=f, divu=0, Y(z,2) €Q, Ul,0=0, Ul,ee=20¢, VezeT.

Alors il existe une constante C' independante de € telle que pour i = 0,1, on ait

125) e+ 1ol < € (100 + 2054 2k oo+ v )

On montre ce résultat en se ramenant au cas de conditions aux limites homogenes
¢ = 0, ce dernier étant traité par Temam et Ziane dans [66]. La difficulté principale
consiste alors a obtenir les constantes optimales devant les normes portant sur ¢; :
il faut trouver un champ de vitesse a divergence nulle tel que 9|,—. = ¢, 7|,—o = 0 et
la norme ||A7||y soit minimale. Une fois passé en série de Fourier, c’est un probleme
d’optimisation sous contraintes standard qu’on résout mode par mode. Du théoreme
[CTT on déduit une estimation sur K.

K
Théoreme 1.1.3 On suppose que la constante de capillarité & vérifie k = 7 et
€
le nombre de Reynolds Re est tel que Res < é Si la condition initiale (ao,wo, ﬁo)
(

sin(6)

vérifie les hypothéses du théoreme LI et est suffisamment petit, alors on a

’estimation H?EHLQ (0 < Cve, ou C, est une constante indépendante de €.

OO;LQ(T))
On justifie ainsi rigoureusement la famille de modeles de Saint Venant obtenus dans
la section [LT] lorsque la tension de surface est grande (ou la pente tres faible)
et Res < % Concretement, il faut que les solutions stationnaires des équations de
Navier-Stokes soient stables. En fait, on peut montrer un lien plus étroit entre la
stabilité pour le modele de Saint Venant obtenu et la stabilité des équations de
Navier-Stokes dans la limite des grandes longueurs d’ondes. Dans la suite de la
discussion, on néglige la tension de surface qui n’intervient pas a cette échelle. Si
on analyse la stabilité spectrale des solutions stationnaires de Navier Stokes, on est
amené a étudier le probleme linéaire obtenu en faisant F; = H; = 0 dans (22}
[CZ3). Si on cherche une solution sous la forme (@, w) = (—8Z<;N5, &E@ et (qg,ﬁ, l~1) =
ek@tet) (4(2), p(2), h), on doit résoudre I’équation différentielle

1 ,- - - ) - - -
N (6@ — 2k20@) + k*) = —ik3 (U + ¢)p + ik(U'¢ — (U + ¢)¢'),
avec les conditions aux limites

2k

—Ri (6% — k3¢ ooy = ik (U') — (U + €)¢') o1 + o (cos(0)h + ikd|.—1),

(1) +126(1) + 2sh =0, 6(1) = (UL) + Ik, (0) = F(0) = 0.
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Si on fait un développement a 'ordre 1 de la fonction propre ¢ et de ¢, on obtient :

2s1k

(1.26) ck) =—-2s+ (cotf — %Res) + O(k?).

On obtient donc le critere de stabilité spectrale des solutions stationnaires des
équations de Navier-Stokes dans le régime ondes longues k ~ 0

)
(1.27) Res < 1 cot 0.

L’analyse de stabilité des solutions stationnaires du modele de Saint Venant
revient a faire un calcul de relaxation, le parametre e~ mesurant déja la longueur
d’onde caractéristique des perturbations. Apres calcul, on obtient I’équation de Ben-
ney

3
(1.28) Oih + 0, (23%) = 250, <h3(cot 0 — %hBRes)azh).

2sike

4
La relation de dispersion s’écrit c(k) = —2s + (cotd — gReS) et on obtient

le méme critere de stabilité aux ondes longues. En fait les 2 relations de dispersion
coincident a O(g?) pres, ce qui est cohérent puisqu’on a calculé un développement
limité du champ de vitesse (u,w,p) au méme ordre. On voit ici un des intéréts des
modeles de Saint Venant obtenus de maniere consistante : ils permettent d’obtenir
simplement les conditions de stabilité des solutions stationnaires de Navier-Stokes
dans le régime des grandes longueurs d’ondes. De plus, on déduit aisément de ces
modeles les équations de Benney ([L28)) puisqu’elles sont simplement le résultat d’un
calcul de relaxation dans un systeme hyperbolique avec terme source. L’autre intérét
de ces modeles, par rapport aux modeles a une équation comme ([C2J), est qu’ils
restent bien posés méme lorsque le flot uniforme est instable. On peut donc étudier
tres simplement certaines instabilités hydrodynamiques dans les fluides minces. Dans
le chapitre suivant, on mettra en avant des instabilités de type roll-waves.

La méthode décrite dans la section [LTl étant justifiée mathématiquement, on
la décline pour différentes situations rencontrées dans la littérature : écoulement d’'un
fluide newtonien sur topographie quelconque, écoulements de fluides non newtoniens
(loi de puissance et Bingham) et écoulement de deux fluides newtoniens superposés.

1.2 Cas d’une topographie quelconque

On considere 1’écoulement d’un fluide newtonien sur une topographie quelconque
définie par la surface S : y = z(z), € R",n = 1,2. Les coordonnées cartésiennes
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n’étant pas toujours adaptées, on considere un paramétrage plus général de la forme
§ER" — (x(f), z(x(f))) La normale n & S est donnée par

n=(1+ |V, ( R ) _ ( ‘CS)

ou ¢ = cosf et 0 'angle entre n et la verticale. La courbure du fond est donnée par
Hy = c0?, 2z et on a 9,8 = (1—ss') H,;. On définit un systeme de coordonnées adapté
a 1’écoulement d’une couche de fluide sur la surface S : d’une part, le domaine fluide
) est donné par

= oo [ =) = —s(@(§)) 3
Xe & X(£§) = ( A(2(6) ) +§< (@ (€) ),ngsh(f,t),

ol h désigne la hauteur de fluide selon n. On notera par la suite 5: (¢,€). Ensuite,
on introduit une décomposition jacobienne de la vitesse U pour écrire les équations
de Navier-Stokes.

(1.29) U= <a X) Ve { (l X)V = Vs,

HOX)V +cV,

_ . N -1
avec O X = (Id — £0,8)0:x, U,V € R*, U,V € R. On note A = (E%X) la

matrice jacobienne du changement de variable et J = det(ﬁg)? ). Dans ce systeme
de coordonnées, la condition de divergence nulle s’écrit

(1.30) IV .U =Va(JV)=Ve(JV)+0V =0,
et les équations de conservation de la quantité de mouvement deviennent

p(OV+V.VV)+MVep=—pgc(deX) s+ pD(V)

I J
(1.31) +7M<V§.(JPM) +0(J2) + 5P ng),
p(0,V + V.VgV) +0:;p=—pgc+ pT(V)
I J
(1.32) +3(V5.(JMZ) + O f)+ 5 P OeM),

ot M = (9 X)~'(Id — 88")(9: X)~". Le vectewr T(V) = (D(V),T(V)) désigne les
forces centrifuges liées au changement de repere :

oo TV)N (0 X)) = (02X). V.V 4+ 2V (0es)V + T(V)s
= (1) ) = (Ul ey ')
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Les quantités P, Z, f sont associées a la transformation du tenseur de déformation
o =03U + (03U)" et définies par

. . (P Z
Ao A —(th).

On ajoute des conditions aux limites au fond avec une condition de Dirichlet
V(£,0) = V(£0) = 0 pour tout £ € R™ et a la surface libre £ = h(,t) avec la
continuité du tenseur des contraintes du fluide

MPthV§h+LLZh +pthV§h = —HHVgh,
(1.33)
—u(My Z,)' Ve b+ i fr, — pn = KH.

ol H est la courbure moyenne de la surface libre. Enfin la condition d’imperméabilité
hi +V (., h).Veh = V(.. h) donne I'évolution de la surface libre. On a donc écrit un
systeme d’équations portant sur la vitesse parallele au fond et sur la vitesse normale
et on est ramené a la situation précédente. On cherche donc un modele de Saint
Venant sur la hauteur du fluide et le débit parallele au fond. Si H désigne la hauteur
caractéristique du fluide, L la longueur d’onde des modulations en £ et Uj une vitesse
caractéristique du fluide, on pose e = HL ™! et

Uo pHUO K
F=—— e = ;o We=—r09,
VoH u p H UG

ou F est un nombre de Froude, Re le nombre de Reynolds et W, un nombre de
Weber. On se place dans le régime “eaux peu profondes”, ¢ < 1. En fait, on peut
montrer qu’il suffit de choisir o, 3,5 < 1 ou

F? R

Eea BIERea 5:5_9

=& F2

pour que la méthode proposée fonctionne encore : ceci permet de considérer une
gamme de nombre de Reynolds et de Froude plus large que Re, F = O(1). Pour
étudier I'influence du fond, on supposera s = O(1) i.e. V, 2z = O(1) ce qui impose
I’échelle z = Lz. On introduit un parametre supplémentaire mesurant l'influence de
la courbure du fond : si la courbure est d’ordre O(R') (on n’a pas nécessairement
R = L), on pose fr = LR™". Une fois ([C3HL3) écrit avec des variables adimen-
sionnées, on obtient un développement asymptotique de la méme maniere que dans
le cas plan. On montre que V, p vérifient
2

V = —)\C(hé — %)(853:)8 + fv(‘?,pa «, ﬁa 57 593)7

(1.34) ! -
b= C(h - g) - RH _'_Fp(vapaaaﬁaéa €9R>7
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alors que la vitesse verticale est donnée par (L30): V = — foé Ve.(JV). Les opérateurs
Fv, F, sont respectivement d’ordre (et de constante de Lipschitz) O (3+0-+0g(c+9))
et O(a + QRﬁ). Le calcul du développement asymptotique de V,p par rapport a
a, (3,0 se fait alors a I'aide d’un schéma itératif. Comme dans le cas plan, on re-
trouve les hypotheses classiques d’obtention de modeles de Saint Venant, régime
quasi-établi (ici un profil parabolique et dans la direction de plus grande pente) et
pression hydrostatique, simplement au moyen de ’adimensionnement dans le régime
“eaux peu profondes”.

Commencons par écrire une équation de conservation de la masse : en intégrant

(C30) sur (0, k), on obtient
B B B oo h
(1.35) O+ Ve.(ho) =0, h :/ J, h’ﬁz/ V.
0 0

On choisit d’écrire un systeme de Saint Venant avec h, v pour avoir une équation de
conservation de la masse simple. L’évolution de hv est donnée par

h h 1 h eH

([ JV)+ Vel TV eV)+ Vel JpM) + We rMnVeh =
0 0 0 e

1

1 h 1 1 [ h _
——C/ J(agX)ls—?Joag%—Fj/ pv§(JM)— / J(((%M)Z
0 € e 0 € 0

e F? F

e

(1.36) + / ' J(agxrl(eRf(V)s— (O2X).V.V + zgeRV(azsw)

c h o hJ . o
+—(v§./ JMPM+/ CM(P Ve M) = JPM 5 M),

On obtient un modele de Saint Venant en reliant les différentes quantités intégrées
en hauteur et la contrainte au fond a h et v. L’équation de conservation de la quantité
de mouvement ([L30) devient

~ —9
ch?

at(ﬁa)%vg.(m@’ﬁn%mjvg (ﬁ)—zﬁvgﬂ) — —% <>\ ch(Oe :p)_ls—i—%'ﬁ) +17,

avec 7 = 607 T + N1 + O(57 (0% + 5(a+ <0p) + B+ 6+ 26) ot T\ est
un terme de correction dit a la pression et 7'1(2) un terme dii aux effets inertiels.
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Ils sont donnés par

w_ (M - . h?
17 = (;Vg c+ Zc(ag x) (0y8)s — =c(Oc ) (0ys)s — =tr(0,8)(0k x) s) N
T = (0, 1) 5.V e(c(0e 1) 18) g — c(e )15 Vel (0 ) 1)y

35 J 157
3 72 " i
+ (Ve (c= (0 2)71s)— + Ve.(ch(Oex)ts)—— ) (0 ) 's
(Ve (e=50c0) )5 + Ve (ch(0e) s)— = ) (@)
— Ve.(Tel0e 2)'s) ch? (O )" 's
£ 3 42075 3

275
- 205 ;4 (B )™ (aggx.(ag )" '5.(0c ) + O (s' Hy s)s).

De plus M € M,(R) et J € R sont définis par M = M|z_y et J = J|z—. En
éliminant le terme d’ordre O(ﬁ’l (620% + 0(a+ 803) + 0840+ 503) des équations,
on obtient un systeme de Saint Venant, valable dans le régime asymptotique

cR, cF? e0% ¢ ebr

Rea—a ) D D ) 19
e R, S RORS T

Ce régime contient en particulier le cas ot 0g, F? et R, sont d’ordre 1 mais on
voit clairement que le modele de Saint Venant est valable dans une gamme de pa-
rametres plus large. La formulation du systeme est indépendante du paramétrage
mais elle est difficilement utilisable. On spécifie la formulation dans le systeme des
coordonnées orthogonales. Si on note n = (sin(#) cos(¢), sin(f) sin(¢), cos(6)), on
peut alors montrer que

— N e cos(¢) \ _ .
(1.37) M=1Id, J=1, ¢(0:x) 's=—sin(f) ( sin() ) = —sin(f)e,
ottt = (cos(¢), sin(¢))’. Ainsi, & O(e) pres, les inconnues h et ho correspondent bien
a la hauteur du fluide et au débit parallele a la surface. L’équation sur la quantité
de mouvement du systeme de Saint Venant s’écrit

0,(h%) + V. (gm ® 57) + %Vg(cos(ﬁ)iﬂ) = hveH 4 %(Aﬁ sin(6) ¢ — iﬁ)

& h
J (1 , 3, R
+ 3 <ZV§ cos(#) + Orsin(0)(ky + ko)t — 503 sin(f)diag(k;, k’g)b) b
27,4 7

(1.38) +

3 sin(0) (é sin(0)(0.Ve h)e — %(%(L.Vé)(b sin(f)) — Ve.(¢ sin(@)ﬂ)).
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Le terme source raide indique que I’écoulement est essentiellement porté par la
direction de plus grande pente ¢. Pour aller plus loin et étudier I'influence de la
capillarité, on écrit le systeme de Saint Venant dans le cas d'un écoulement bi-
dimensionel. On obtient, pour 6z = 1

Byh + 0 (hT) = 0,

~_ 6~ A2 sin2(9)ﬁ5 o cos(é’)ﬁ2 059
0u(Iw) + 0 (Gh? - ST % )+ Rghik 0 =
1/~ . 30\ (0h%  3ARP ,
(1.39) 3 <)\h sin(f) — f) - <% + T cos(é’)) sin(6)0g0.

On voit ainsi a cette échelle qu’on peut assimiler les effets de la tension de surface
a une force de frottement dans les endroits ou 8?9 > 0 et d’accélération lorsque
8520 < 0. Si on veut retrouver l'effet classique de dispersion de la capillarité, il faut
supposer que la courbure est faible, par exemple g = O(g). Dans ce cas, on ajoute
le terme classique de tension de surface Rﬁ@?ﬁ dans le second membre. Comme
dans le cas plan, on peut proposer des formulations équivalentes (a cette échelle) du
modele de Saint Venant obtenu, en particulier différentes formes des flux (en fixant
par exemple le terme devant hv? A 1).

1.3 Modeles de Saint Venant pour des fluides non
newtoniens

On présente des modeles de Saint Venant pour des fluides de Bingham et en loi
de Puissance, s’écoulant sur un plan incliné. C’est une situation intéressante d’un
point de vue physique si on néglige les effets de courbure du fond. On reprend les
notations de la section [l et on notera @ = (u, w).

Pour un fluide en loi de puissance, le tenseur des contraintes visqueuses est

donné par
o = ul|D(@)|""* D(a)

ot D(@) = Vi + Vil est le taux de déformation du fluide et p un coefficient de
viscosité. On va étudier le cas singulier n < 1 : on rencontre ce type de fluide en
glaciologie ou pour modéliser des écoulements de polymeres. Le modele de Saint
Venant s’écrit dans ce cas
(1.40)  Oh + 9p(hv) =0,  Oy(hv) + 8, (hv* + P(h,n)) = ghs — ,u(vl an)n,

ou P correspond a une pression dans le fluide, donnée par
h? (3n? — 1)n?

9S\2,342
P(h,n) = ge— I3\ ap3+i,
() =9¢ 5+ G s 1e@n 22 )
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Ce modele est valable dans le régime asymptotique ¢, a, 9, 0 < 1 i.e.

(1.41) <1, eR., <1, eR < F? eF*<R,.
Ici, le nombre de Reynolds est défini par R, = & RZQW qui coincide avec la définition

standard pour les fluides newtoniens n = 1. Comme pour les fluides newtoniens,
le seul nouveau terme est du aux effets d’inertie, qu’on écrit comme un facteur de
correction de la pression hydrostatique.

La principale difficulté pour obtenir (L40) consiste a calculer un développement
asymptotique de u en présence d'une viscosité apparente tres grande au voisinage
de la surface libre, le calcul de p et w restant identique au cas newtonien. Plus
précisément, on doit inverser une relation du type

(1.42) ((0.u)* + €2g2)n7_13zu = A —2) +G(u,w,p, o, 3,9).

ot G est un opérateur d’ordre O(8 + § + e"*1), g = 4(9,u )2 + 20,uV9,w® est
une fonction d’ordre O(1) et (u®,w®) correspondant & (u,w) pour a = = 3 =0
(w® étant déterminé grace a la condition de divergence nulle)
O (z,t,2) = — A%h"T“<1 —(n-2Z %“> )= fles.
U (xa 72) n+1 ( h) ’ E2
On résout cette équation en séparant les zones h — z < O(e") (proche de la surface

libre) et h — 2z > O(e"™) (loin de la surface libre). En fait loin de la surface libre et a
O(ad) pres, I'équation (CA2) devient

(1.43) du" = )\(h — z) + G(u,w,p,a, 3,6), u(0)=0,

et on poursuit le calcul comme dans le cas newtonien. On ne calcule pas de correction
supplémentaire a u dans la zone proche de la surface libre car son épaisseur est faible
et n’entre pas dans le développement de v et 9,u(0) & O(g?) pres.

Le développement de u (et donc de v) obtenu & O(e?) pres permet aussi d’écrire
une équation de Benney sur la hauteur et qui correspond a une limite de relaxation
dans le systeme ([CZ0). Plus précisément, on peut écrire en variables sans dimensions
(A O(e?) pres)

Anh® | eR. 1ogp1 ot 2XETL L,
(L44)  ah+0.(5) = 50 (A e )a.h).

Si on choisit pour vitesse caractéristique, la vitesse moyenne du fluide pour un
écoulement stationnaire de hauteur H, on obtient la relation supplémentaire entre
Fet R, : A = (222)". L'équation ([CZ) fournit un critere de stabilité des solutions
stationnaires dans le régime ondes longues

mn+2, n 2o

R. < 5 (2n+1) cot .
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Comme pour les fluides newtoniens, une analyse des équations de Orr-Sommerfeld
(i.e. la linéarisation des équations de Navier-Stokes au voisinage d’une solution sta-
tionnaire) donne le méme critere de stabilité pour des perturbations ondes longues.
En ce sens, le modele de Saint Venant obtenu est consistant avec les équations de
Navier-Stokes dans le régime des ondes longues au contraire des modeles obtenus
par Ng et Mei 7). On peut constater la différence de comportement du fluide selon
que n > % oun < ig Dans le premier cas, on peut montrer que le systeme est
toujours hyperbolique sur le domaine h > 0 alors qu’il n’est hyperbolique qu’autour
de la variété d’équilibre pour n < %
Passons au modele de Saint Venant obtenu pour un fluide de Bingham. La loi
de comportement est donnée par
(L45) D@ =0 ol ou D) # 0.7 = (u+ T Dl
ol p est la viscosité du fluide en écoulement et o la contrainte minimale a appliquer
au fluide pour le mettre en mouvement. On a le modele de Saint Venant

ath + ax(hv) = O,
Oy (hv) + 0, (hv* + P(h,h.)) = ghs — 0o — pp(h)v + oop(h)|0,h),
h? hc B

hy  hey -1
h) = h(= ! h) = mh.(2A (= + —
. h? gsinf , , . .
ou P(h,h.) = gc ) + ( )2II(h, h,) désigne un terme de pression. Ici h, est la

hauteur critique de fluide en dega de laquelle il ne peut y avoir écoulement. Elle est
définie par gh.sinf = uoq alors que h, = h — h. désigne la hauteur de fluide en
déformation. Ce modele est consistant lorsque € = % <L 1let

(1.46) R, <1, eR. < F? eF*<R,.

En général, les modeles de Saint Venant utilisés pour les fluides de Bingham prennent
bien en compte le terme de seuil —oy et un terme de friction —u¢(h)v. Ces modeles
ne tiennent évidemment pas compte des termes correctifs inertiels (représentés ici
sous la forme d'un facteur II(h, h.)) ni du terme o) (h)|0,h| di a la présence d'une
zone de “pseudo-plug”. A cet endroit, la déformation du fluide est tres faible (mais
non nulle!). La viscosité apparente devient tres grande, comme dans les cas des
fluides en loi de puissance, et compense la faible déformation du fluide [T0].

On comprend mieux ce qui se passe lorsqu’on construit le développement asymp-
totique de w. En suivant approche de Balmforth [I0], le fluide est toujours en
déformation et pour calculer w, il faut inverser la relation

(1.47)  (1+ B(u.* + 52g)_%)8zu = ANh—2)+G(u,w,p,a, 5,0,¢), u(0)=0,
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ot G est un opérateur d’ordre O(3 + 6 +¢), g = 4(0,u?)? + 20.u?9,w® est une
fonction d’ordre O(1) et (u®,w®) correspondant & (u,w) pour « =85 = 3 =0
2

h2
uO(2) = A(hy 2 — %), Vze (0, h), u¥(:z) =A%t Vze (hy, ).

Le champ (u(®,w®) est sans déformation dans la zone de plug z > h, alors que
u, w est toujours en déformation : en fait dans cette zone, la déformation est d’ordre
O(e), i.e. u, = O(e). Pour poursuivre le calcul, on sépare la zone de pseudo plug et
la zone visqueuse. On notera u = u, dans la zone visqueuse et u = u,, dans la zone
de pseudo plug. Dans la zone visqueuse, 'équation (CZ7) devient, & O(g?) pres

(1.48) 0.ty + B = Ah —2) +G(u,w,p, o, 3,0,¢),  u(0) =0,

et on poursuit le calcul comme dans le cas newtonien : on obtient ainsi un déve-
loppement de wu, & O(g?) pres. Les modeles de Saint Venant pour les fluides de
Bingham obtenus par Balmforth sont ensuite obtenus en considérant le fluide sans
déformation dans la zone de plug. A cet endroit, il faut chercher u sous la forme
tyy = u®(h,) + cuy. Dans ce cas, I'équation (CAT) devient, a O(e) pres

B@Zul
(01 + 4(0,u) (h,))2)

=Ah—2),

h2
et, apres intégration, wu,, = )\?” + & (u1pp + 2hy|0xh|\/ B2 — A\2(h — 2)2) + O(e?).

La fonction u; 5, est une constante d’intégration qui ne dépend que de = et déterminée
en raccordant par continuité avec la solution visqueuse u, en z = h,,. Plus précisément,
on introduit un ansatz dans la zone de transition z ~ h, sous la forme wu;,

h2 a z—h . N . ’ . o 4 o
A%+ e Ui (*=*) qui raccorde u,, a u,. On obtient nécessairement a = 3 et b = ,

[

. . 2 .
i.e. la zone de transition est d’ordre O(e3). On montre qu’en choisissant ),

. —u(® . PEPTN 4 . L
lim,._ M, on obtient un raccord précis a O(e3) pres. C'est précisément

la correction dans u,, qui donne le terme 1 (h)|0,h| dans ([CZG). Le terme singulier
(h)|0;| reflete la différence de comportement du fluide entre un écoulement sta-
tionnaire ot il y’a une zone sans déformation et un écoulement non stationnaire ol
0.h est non identiquement nulle et le fluide est toujours en déformation.

Le systeme ([CZH) n’entre pas dans le cadre standard des lois de conservation a
cause du terme t(h)|0,| et on ne peut pas méme pas le linéariser au voisinage d’une
solution stationnaire, la fonction x +— |x| n’étant pas dérivable en 0. Le caractere
bien posé de ce systeme reste donc une question ouverte. Pour avoir un critere de
stabilité de I’écoulement, on peut quand méme faire un calcul formel de relaxation

dans (CZ0)

h?  Bh? mB?
(1.49) th + az(Ag + T) =0, (D(h)0,h) — 5ﬂax(hv\8zh|)
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h3 2 2 4
ott D(h) = 50(3” + hyheh) — 5A2(1—5hg + gh;”; he + ghﬁ hZ + h2h3). A cause du
terme 0, (hy|0:h|), '"équation obtenue n’est pas un équation de conservation vis-
queuse standard (la viscosité n’est pas réguliere). Cependant, si on écrit h,|0,h| =

sign(0,h)h, Ozh,, le terme de viscosité est formellement dissipatif si

h2 BQ
(A= + B)cotl — il
(1'50) R. < R, = ) 3 D) 4 1A )
N (=h> + Zhihe + =h3h? + h2h?
(T5he + Shohe + Shohe + Woh)
o h, = £, h, =1 — £. On obtient ainsi un critere (formel) de stabilité d'un

écoulement stationnaire pour un fluide de Bingham. Ensuite le terme de viscosité
induit forcément une instabilité (roll-wave ?) si

h? 7 B?

A=+ B)coth + ——

( 3 ) 4\
2 2 4 :
—h) + Zhyhe + h3h% + hih}
15 v 3 v 3 v'le v c)
Dans la zone intermédiaire R, € (R, , R)), cette approche ne donne aucune infor-
mation qualitative et il faudrait envisager une étude numérique pour comprendre le
comportement du systeme dans ce cas.

R.>RI =
A (

1.4 Modeles de Saint Venant bi-couches

On présente succintement 1'obtention de modeles de Saint Venant pour 1’écou-
lement sur un plan incliné de deux fluides newtoniens de densité p;, i = 1,2 et
de viscosité v;, 1 = 1,2. Le fluide 1 est en dessous du fluide 2 et les nombres sans
dimensions sont définis a partir du premier fluide. On ne fait pas d’hypothese sur
la stratification en densité : méme si le fluide le plus lourd est au dessus, on verra
que I’écoulement peut étre stable grace aux effets conjugués de la convection et de
la flottabilité. On notera h;,i = 1,2 la hauteur de chaque fluide et h = hy + hs la
hauteur totale de I’écoulement. Dans I"asymptotique “eaux peu profondes”, on peut
écrire les équations de Navier-Stokes sous la forme

R,
(1.51) 1130z + 0\ = R0 (Opui + w;0u; + w;du;) + 6F—2
avec les conditions aux limites d,us(h) = O(e?), pa0,us(hy) — p10,uy(hy) = O(e?)
et u1(0) = 0, uy(hy) = us(hy). Les nombres sans dimension A, y;, o; sont définis par

aa:pz + 0(62)a

R, sinf Vo P2
m=1, pp=v=— o0=102=—=

\ =
F2 ’ " £1
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La pression vérifie 0,p; + g;c = O(¢) et les conditions aux limites
pa(h) = —ky F20ph + O(e),  pr(h1) — pa(h1) = k1 F20pln + O(e)
si on tient compte de la capillarité. Les vitesses verticales sont données par

8zwi = —@Cui, wl(O) = 0, wl(hl) = wg(hl).

En formulant ainsi les équations de Navier-Stokes, on peut calculer un dévelop-
pement asymptotique de (u;, w;, p;) en fonction de h; et de leurs dérivées en espace
et en temps pour € < 1 et

eR. <1, e¢F?<« R., eR.< F?

Le calcul repose sur un procédé itératif analogue a celui utilisé pour un seul fluide
et ne pose pas de difficulté. On insiste plutot sur la maniere de fermer les équations
intégrées en hauteur. En ne retenant que les termes d’ordre O(1) et O(e~!) dans ces
équations, on obtient

hi1
(hlvl)t + (/0 U% + p_12)z + ﬁlazhlaxxhl =

F
1 hy)0.h
= (M1 + vd.us(hy) — D.uy (0)) + %
" P2
(phgvg)t + (/h pu% -+ ﬁ)l’ + ﬁg@mhﬁmh =
1 pQ(h1>axhl
(1.52) R ()\th — u@ZUQ(O)) R R

On relie les termes de convection intégrés en hauteur dans chaque couche a h;, v;
grace aux équations

hi
/ 2 = hiv? + Qi ha) + Ola+ f+0), i=1.2,
(1.53) hit
) :A2h3<h_% 2013
! \45 4512

h
+ %(lh +,0h2)>, Q2= A

Les termes de pression intégrés en hauteur sont eux simplement exprimés a
l'aide de h;,7 = 1, 2. Il reste a déterminer 0,u;(0) et 0,us(hy) en fonction de v; et h;.
Pour rester cohérent avec la procédure de fermeture pour un seul fluide, on cherche

0.u1(0) sous la forme
U ~
9.u1(0) = 71 (ha, h2)h—1 + Ry,
1
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h1 + phg

ot y1(h1,0) = 3. On obtient 7, = 6 et B = R, + O(g?) avec

2h1 + Sphg
223 hyhy
Ri=——"" (Ry10,hy + Ry 20,hs) — 6c(p® — p)———2—0,h
! 2h1 + Sphg ( 11 1+ 1,2 2) C(p p) 2h1 + phg 2
Shih
+Wl32hzazm (Fdlphl -+ /12( )(hl —+ hg))
41p 13p° 3p° P’ p*
h5 “Chthy + = n3n2 + EV2h3 + bl
=1y o 2t g (4 3) 2+ g i
2p 41p 21p 13p
s+ =Copth R332 + h2h3 —h i
Ri2=15 6o Mzt (5o + ) 2 gl

Ensuite, toujours pour rester cohérent avec le cas d'un seul fluide, représente la
contrainte a l'interface par

Vo — Uint

O.us(hy) ~ 3 i

avec Uiy = u1(hy) = ua(hy). On écrit cette contrainte a I'interface en fonction de
hi,v; en posant w;,; = v2(h1, he)vy + (h.o.t) et O,uq(hy) s’écrit

h1 + 2ph2
0, ug(h — R =3—F
B2 9 3h20,hy
Ry=— Ry 10,1 4+ R220,hy) — 0 —P) e
2 h2(2h1 -+ 3ph2) ( 21 ! 22 2) C(p p) 2(2h1 -+ 3ph2)
3612

+m%(<mp+@< D)+ hap = Dha)

2 11 2
R271 h6 ph5h2—|— p h4h2 (p 3p )h3h3

20 5 10 2w 4
+(125P +p—)h2h4+3—h1h5 Z 2h6
Roo= 20h6 + ?h%z + (gz + %)h‘*iﬂ + i—pghi’hg
(1.54) +;352h§h3 - (5'0—; + 125 33)h1h5 > 3h6

On identifie aisément la nature des termes correcteurs calculés : les termes en facteur
de [ sont des termes inertiels, ceux en facteurs de 0 sont dus a la flottabilité et les
termes en facteur de k; sont dus a la tension de surface. Le modele de Saint Venant
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obtenu en choisissant ces regles de fermeture est donné par

(1.55) Othy 4 0y (h1v1) =0,  Othy + Oy(hava) = 0,
o | ol 1 Uy — 7201 Uy
(1.56) Ophqvy + O, (hlvl + ﬁ) = 5—R€()\ hy + SVT _ 3%}71) + Ry,
h3 1 3V vy — Yo U;
1.57) Qhhava + 0y (hov2 + —2) =~ (\py — L2710y L p
( ) Othavg + (2’1)2+2F2) €Re( 2 P o )—i— 2,
& ~ C ~
R = _ﬁhQazhl +Ri, Ri= —ﬁhlazhg + R,

ou ﬁi, 1 = 1,2 sont définies par

~ 1
Ri=-0,Q1 + R (VRy — Ry) 4 hi0uyu(k2(hy + he) + K1 hy),
. 1
Ro=——-0,Q2 — Y Ry + @han:m:(hl + ha).
p eRcp p

En général, les modeles bi-couches utilisés dans la littérature ne sont consistants
que lorsque I'approximation de Saint Venant est vérifiée : écoulement en faible pente,
fluides peu visqueux et conditions de Navier a l'interface des fluides et au fond [54]. Le
modele ([CREHLETD) est le premier, & ma connaissance, obtenu a partir des équations
de Navier-Stokes et pour des conditions de continuité a 'interface et de Dirichlet au
fond. Kliakhandler [31] a étudié cette situation a 'aide d’un systeme d’équations de
Kuramoto-Sivashinsky pour identifier les différents mécanismes pouvant déstabiliser
’écoulement permanent (tension de surface, inertie, flottaison ou stratification en
densité). Cependant, son analyse ne permet pas de décrire la dynamique des deux
fluides lorsque le régime est instable (le systeme d’équations est mal posé). Cest
I'intérét du modele de Saint Venant proposé ici : d'une part, au moyen d'un calcul
de relaxation, on retrouve le systeme sur hq, ho obtenu par Kliakhandler mais en plus,
dans les régimes instables, le systeme est encore bien posé pourvu que ce systeme
soit hyperbolique. On montrera dans le chapitre suivant que ces modeles ont des
solutions de type roll-waves si 1’écoulement stationnaire est instable.

1.5 Perspectives

Dans ce chapitre, j'ai présenté une méthode formelle permettant d’obtenir sys-
tématiquement des modeles de Saint Venant a partir des équations de Navier-Stokes,
lorsque ’écoulement est “peu profond” et laminaire. En tenant compte de la tension
de surface, cette méthode est justifiée rigoureusement pour un fluide newtonien
pour des oscillations de faible amplitude a la surface libre. S’il semble difficile de
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s’affranchir de cette derniere hypothese, qui apparait déja si on veut démontrer le
caractere bien posé des équations de Saint Venant visqueuses, on peut éliminer la
tension de surface en travaillant sur des intervalles de temps bornés. On a eu besoin
de la tension de surface pour controler des dérivées en h issues du changement
de variable qui fixait le domaine mais aussi pour controler des termes raides dus
aux forces de gravité lorsque la pente est arbitraire. Je travaille actuellement, en
collaboration avec D. Bresch sur la justification d'un modele de Saint Venant obtenu
par Gerbeau et Perthame [26], lorsqu’on on remplace la condition de Dirichlet au
fond par une condition de Navier et pour une pente faible. Bien qu’ils aient obtenu
le modele a 'aide d’équations intégrées en hauteur, on peut refaire tous les calculs
simplement avec des développements de Hilbert et construire une solution approchée
de Navier-Stokes a I’aide d’une solution d’un modele de Saint Venant. Dans ce cas,
on peut montrer le caractere bien posé des équations de Navier-Stokes au voisinage
de cette solution approchée en passant en coordonnées lagrangiennes et justifier un
modele de Saint Venant visqueux.

Pour les fluides non newtoniens, il serait intéressant d’obtenir une justification
mathématique, au moins pour les fluides en loi de puissance. Dans ce cas, on a déja
une validation dans le domaine ondes longues, en considérant le critere de stabilité
spectral obtenu a partir des équations de Orr Sommerfeld. L’étape suivante est la
justification rigoureuse de ces calculs mais il faut d’abord montrer que les équations
de Navier-Stokes sont bien posées. Pour les fluides de Bingham, la question est
plus délicate puisque le modele de Saint Venant obtenu n’entre dans aucun cadre
classique et une théorie d’existence est a mettre en place. Le probleme est qu’on
ne peut pas linéariser autour d’une solution stationnaire et il est difficile de décrire
la transition entre zone sans déformation et zone en déformation faible. Pour lever
cette singularité, on envisage d’obtenir des modeles de Saint Venant pour des versions
régularisées de la loi de Bingham en étudiant, par exemple, une loi de Carreau.

Il est important aussi de fournir une information quantitative sur le domaine
de validité des modeles obtenus ici a 'aide d’expériences en laboratoire, pour les
fluides non newtoniens ou bien a l'aide de simulations numériques. Je pense en
particulier aux régimes instables ou il y’a formation de roll-waves et pour lesquels
on n’a pas obtenu de justification mathématique. Ensuite, de la méme maniere
qu’on l'a fait pour passer des équations de Benney aux équations de Saint Venant
en ajoutant la vitesse moyenne dans les inconnues, on pourrait enrichir le modele
de Saint Venant en rajoutant des inconnues. Ruyer Quil et Manneville [56, 57 ont
considéré des modeles de Saint Venant augmentés en ajoutant la contrainte au fond
comme nouvelle inconnue : une telle approche permettrait sans doute de décrire
des instabilités de cisaillements dans le fluide. Enfin, il reste un certain nombre de
situations physiques a explorer : on songe en particulier aux écoulements turbulents.
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Chapitre 2

Existence et stabilité des
roll-waves

Ce chapitre regroupe des travaux sur l'analyse d’ondes non linéaires appelées
roll-waves. Ce sont des instabilités hydrodynamiques apparaissant a la surface libre
d'un écoulement de fluide mince. Elles sont le résultat de la compétition entre les
termes de gravité et de la friction due au fond. On modélise I'écoulement a 1'aide
des équations de Saint Venant. Selon le modele considéré, avec ou sans viscosité, on
obtient des roll-waves continues ou discontinues qui sont proches lorsque la viscosité
tend vers 0. L’objectif principal est de montrer 'existence de ces ondes pour des
systemes hyperboliques plus généraux et d’en étudier la stabilité.

— Existence de roll-waves pour des systemes hyperboliques : on généralise un
résultat d’existence de Dressler qu'on applique au modele de Saint Venant
bicouche obtenu au chapitre [[l pour analyser certaines instabilités dans des
écoulements a deux couches de fluides [H].

— Persistance des roll-waves discontinues : on prouve que le probleme de Cau-
chy est bien posé au voisinage des roll-waves discontinues obtenues par Dress-
ler. On peut le voir comme un résultat de stabilité puisqu’il n’y a pas de
singularité supplémentaire qui se forme et la structure n’est pas détruite. [4]

— Stabilité linéaire de roll-waves visqueuses : on montre que les conditions né-
cessaires de stabilité aux ondes longues de Oh et Zumbrun [A9] sont vérifiées,
ce qui constitue un premier exemple dans le cadre des lois de conservation.
On obtient ensuite des estimations sur les fonctions de Green associées qui
permettent de montrer la stabilité linéaire. [
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2.1 Roll-waves discontinues

Le premier résultat d’existence de roll-waves est du a Dressler [22]. 11 les définit
comme des ondes progressives périodiques du modele de Saint Venant

h2
(2.1) he + (hv), =0,  (hv); + (hv® + ﬁ) =h—v°
et montre qu’elles sont nécessairement discontinues, les discontinuités vérifiant les
conditions de chocs de Lax.

Théoreme 2.1.1 Soit F' > 2 alors pour tout ¢ > 0 et tout L > 0, il existe une
vitesse unique c(q, F') et une solution (h,v) = (H,V)(x — ct) de (Z1) ou H,V sont
L-périodiques, discontinues aux points x; = 1L, i € 7 tel que H(c — V') = q, et les
discontinuités vérifient les conditions de chocs de Lax

H? : o
[HV]ZL - C[H]iLa [HV2 + —2F2]Z‘L = C[HV]Z‘L, H(ZL+) < H(ZL )
La condition F' > 2 est exactement la condition d’instabilité de la solution station-
naire (h,v) = (1, 1) et Pexistence des roll-waves fournit un scenario de transition vers
'instabilité. Jin et Katsoulakis [30] ont précisément décrit ce scenario de transition
pour F' =~ 2 en obtenant une équation de Burgers instable & partir de (1)

3 F
Ty + 7= (5 — 1)7"

qui possede trivialement des roll-waves. La question est de savoir si ces instabilités
existent dans d’autres systémes (par exemple les modeles de Saint Venant bicouches),
a quelle condition elles apparaissent et si elles sont observables (stables).

2.1.1 Roll-waves dans des systemes hyperboliques

Considérons le systeme d’équations aux dérivées partielles
(2.2) ur + Df(u)u, = g(u), ue R", n>2.

On suppose que (ZZ) est hyperbolique : les valeurs propres A\i(u) de D f(u) sont
distinctes et classées par ordre croissant. On note 7, (u) les vecteurs propres associés
et [Ty (u) la projection sur 'espace propre Ker(D f(u) — A\g(u)]). En suivant la ter-
minologie de Dressler, les roll-waves sont des ondes progressives u(x,t) = U(x — ct),
U périodique, solution de (Z2) et vérifiant les conditions de Rankine Hugoniot

(2.3) F(D)) e = c[Ulgj+ne. Vi € Z,
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et les conditions de choc de Lax A\ (U;") < ¢ < Me(U;), M1 (U;) < ¢ < Aeya (U).
La fonction U étant périodique, on réécerit (Z2ZF) comme un probleme aux limites

(DF(U @) = U = g(U(x)), Yz € (~L, L),
f(UL)) = f(U(=L)) =c(U(L) = U(-L)).

La condition de Rankine Hugoniot s’écrit aussi

(2.4)

(2.5) f(U(L)) — f(U(—L)) — c(U(L) — U(—L)) :/ g(U(x))dz = 0.

On reformule ainsi le probleme d’existence de roll-waves en un systeme d’équations

non linéaires F'(U) = 0 ou F' : R" — R" est la fonction définie par
F(U) = f(U(L)) - f(U) —c(U(L)-T),

ot U est solution de (D f(U) — c)U" — g(U) = 0 et U(—L) = U. Notons en plus que
les conditions de Lax impliquent que la matrice Df(U) — c¢Id est nécessairement
singuliere en un point.

Le cas étudié par Dressler (n = 2) se réduit en fait & un probleme scalaire
puisqu’on élimine la vitesse des inconnues grace a l’équation de conservation de
la masse. On montre alors l'existence de roll-waves de grande amplitude a 'aide
du théoreme des valeurs intermédiaires. Dans le cas général, on se ramene a un
probléme scalaire en adaptant la méthode de Jin et Katsoulakis [30] pour obtenir une
équation de Burgers instable a partir des équations de Saint Venant. Cette méthode
permet, par exemple, de montrer I'existence de “pulsating roll-waves” pour des fonds
périodiques 6] mais ne permet d’analyser que les solutions de petite amplitude, le
probleme général restant ouvert. Soit ¢ < 1 I"amplitude caractéristique d’une roll-
wave et L = 27 (7 > 0) sa période : on cherche u sous la forme

r—ct

(2.6) u(zr) =u+ ev(

)7

2eT

ou v est une fonction réguliere, définie sur (—1,1). L’équation (4 devient
(2.7) (Df(u+ev(x)) —c)v'(x) =7 g(u+ev(x)), Vo € (—1,1).
Pour un choc de petite amplitude, les conditions de saut se réduisent a

(2.8) f@+ev(l) — f(uw+ev(-1)) = ce(v(l) — v(—l)),
' e (T +ev(—1)) < ¢ < A\ (u+ev(l)), pour un k donné.

On peut alors démontrer le résultat suivant.
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Théoreme 2.1.2 Soit 7 > 0 fizé et uy tel que g(ty) = 0, dg(ug) inversible et

Hk(ﬂo)dg(ﬂo)rk(ﬂo) .
Iy (wo) D? f (o) .1k (o) -7 (To)

Alors il existe n > 0 tel que pour tout 0 < e <, il existe une solution (u(e),v(e))
e EAZ3) avec ¢ = \p(), unique tel que u(0) = iy, v(0,7) = v°(x) = ax r(to).

(2.9) adX, (). rp () >0, o=

Les roll-waves obtenues sont uniquement paramétrées par la période L = 2¢7.
On montre le théoreme a 'aide du théoreme des fonctions implicites en re-
formulant (ZZHZY) comme un systeme d’équations fonctionnelles F. (@, v) = 0, ou
F. - est la fonction définie par

FE,T X XxR" - Y x R"
Fer(v,0) :Hk(ﬂ)<Df(ﬂ+5v) —Df@) , _glitev)— <gu+ev) >>

£ g
+(1 —Hk(ﬂ))<(Df(U+ ev) — (@) +7( < g+ 2v) > —g(u + 51}))),

Fer(v, )2 = / g(u + ev(x)) dx,

1

et < u > est la moyenne spatiale de u sur (—1, 1). On note X, Y les espaces

:{fGC'l( 1,1)/ f(x Za” ,Zn—|—1)|an|<—|—oo}

210)  X={feXo/ (1 Ii(m0)) < f oy,
:{feC( 1,1)/ f(x Zan ,Z|an|<+oo}

munis des normes || f|lx = >, ~o(n+ 1)|a,| et || flly = D_,>0|an|. Le théoreme
n’est pas satisfaisant puisqu’il ne prend pas en compte des termes sources “réels” de
la forme g(u) = (0, h(u))”, ot h: R — R" 7 avec j > 1 et ne s’applique méme pas
au systeme de Saint Venant (1]). Cependant, on peut encore montrer un résultat
d’existence de roll-waves pour (Z7HZR)

Théoréme 2.1.3 Soit 7 > 0 fizé. Si dh(ty) : R* — R est surjective et les
conditions

I, (o) D* f (o) .71 (o ) .71 (o) # 0, TN (To)dg(To).r1(To) # O

et ad\g (o)1 (W) > 0 sont vérifiées, alors pour ¢ = 0, (ug,v°) appartient o une
variété de dimension j de zéros de Fo,. Pour ¢ suffisamment petit, cette famille
persiste en un famille de zéros de F. . de dimension j pour €, T fixé.
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Pour montrer ce résultat, on remplace seulement f_ll g(u+ev) par f_ll h(@+ev)
dans la définition de F. ;. Les zéros de cette nouvelle fonction correspondent encore
a des roll-waves et I'analyse ¢ — 0 est identique. On montre alors que la fonction
considérée est une submersion en (g, v°) (i.e. DFy,(tg,v?) est surjective et son
noyau a un supplémentaire fermé : ici il est de dimension finie égale a 7). La question
est alors de paramétrer ces familles de solutions. On se rend compte en analysant les
équations que 7; (D f(U)U'—cU’) = 0, ot 7; désigne la projection sur les j premieres
coordonnées. En supposant que la matrice Ag définie par

(2.11) A = (ngz{g;))

est inversible, on montre qu’on peut paramétrer localement la famille de roll-wave
par j-quantités conservées et la période spatiale ce qui est bien une généralisation
résultat de Dressler (dans ce cas, les parametres sont la période et le débit relatif).

On peut étendre ce résultat aux systemes non conservatifs : le but est de montrer
I'existence de roll-waves pour le systeme de Saint Venant bi-couche obtenu au cha-
pitre [l Considérons le systeme hyperbolique dyu+ A(u)d,u = g(u), z€R,t>0:
on doit formuler des conditions de saut qui remplacent les conditions de Rankine
Hugoniot. On utilise ici la notion de chemins non conservatifs. Ils sont définis
par ® : [0,1] x Q x Q@ — €, une fonction localement Lipschitzienne vérifiant
S0, u,u,) = wy, P(L,upu,) = up, Yu,u, € Q et des hypotheses de régularité
sur 22 Les conditions de saut & travers une discontinuité de vitesse & sont

Os*
/01 <£Id — A(@(s,ul,uT)))g—f(s,ul,ur) ds = 0.

Lorsque @ est analytique (par exemple la ligne droite), on peut montrer I’exis-
tence de roll-waves de petite amplitude, en raisonnant comme pour les systemes
conservatifs car les conditions de saut sont identiques dans ce cas.

On étudie 'existence de roll-waves pour les modeles bicouche obtenus au cha-
pitre M. On a commencé par déterminer des régimes pour lesquelles ces roll waves
peuvent exister en étudiant le régime ondes longues : une fois un régime d’insta-
bilité identifié, on a testé numériquement les conditions d’existence de roll waves
du théoreme EET3 Lorsque ces conditions d’existence sont vérifiées, on a regardé
la forme des vecteurs propres “instables” pour savoir s’ils correspondent a des roll-
waves a la surface libre ou a l'interface des fluides.

2.1.2 Roll-waves pour des écoulements bi-couche

Pour un écoulement de deux fluides Newtoniens, Kliakhandler a mis en avant
certains mécanismes menant a l'instabilité de I’écoulement uniforme (inertie, capilla-
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rité, stratification en densité) en utilisant un systeme d’équations de Benney. Cepen-
dant ces équations sont mal posées lorsque 1’écoulement stationnaire est instable. Le
scenario est identique dans une seule couche et 1'utilisation des équations de Saint
Venant permet de prédire I'apparition de roll-waves. Pour les modeles bicouches
obtenus au chapitre [[, il semble difficile d’analyser la stabilité de I’écoulement
stationnaire ou de tester les conditions d’apparition de roll-waves completement,
vu le nombre de parametres (le rapport de densité, de viscosité, les hauteurs de
'écoulement stationnaire).

On a commencé par étudier la stabilité de I’écoulement stationnaire dans la
limite onde longues : un argument de relaxation montre que cela revient a étudier
la stabilité pour le modele obtenu par Kliakhandler [3T]. Si on le linéarise en une
solution stationnaire (hy, hy) = (hi, hy), on obtient

(2.12) o, (Z;) + J(h:)0, (Z;) = ABd(P;) Oz (Z;) :

et la relation de dispersion, det(AId + ik.J(h;) + k*d(h;)) = 0, Vk € R. Les valeurs
propres A;(k),j = 1,2 sont données, au voisinage de k = 0 par

tr (com(J(Ei) - Kj[d)Td(Ei>>
tf(t](ﬁi)) —2A;

(2.13) A;(k) = —ikA; — k? +O(k?),

olt A} > A, désignent les valeurs propres (réelles) de J(h;). On en déduit des condi-
tions de stabilité sur le mode a la surface libre (associé a A1) et le mode a U'interface
(associé a Ay) dans le régime ondes longues k ~ 0 :

cot 0 cot 0

ai(p) 7 < Aaz(p), bilp) R

> Aba(p).

On vérifie aisément que la condition de stabilité du mode de surface est simplement
R. < fi(p)cot 0, ou fi(p) = /\”;2(63). La situation est plus complexe pour le mode de
propagation a 'interface puisque by et by peuvent changer de signe. Si by(p)bs(p) < 0,
'interface est stable si by(p) > 0 et instable sinon. Si by(p)ba2(p) > 0, U'interface est
stable si bi(p) > 0 et R. < fa(p)cotd ou by(p) < 0 et R, > fap)coth, avec

fa(p) = ;’gg((pg). On a choisi ici de présenter le cas particulier v = 0.3 et h; = 1.

Il existe p. =~ 3.3 au dela duquel b, < 0. Le mode d’interface est alors toujours
stable et le systeme complet n’est stable que si R. < fi(p)cotd. Une stratifica-
tion en densité a priori instable (p > 1) peut ainsi étre stabilisée grace aux effets
conjugués de la flottabilité et de la convection. Si p < p., les b; sont positifs et
fi(p) < fa(p) : lorsque R, augmente a partir de 0, le mode de surface est déstabilisé
avant le mode a l'interface. Ceci ne donne évidemment aucune information sur la

40



sign of b1 and b2 as functions of rho, m=0.3 fi(rho) for m=0.3

b1 \ i
- —-b2 | ---f
150

°
13
Re/cotan(theta)

_10F N o5

€

Fia. 2.1 — Graphes de b;,i = 1,2 et des courbes critiques f;(p) =
cotanf

v = 0.3 en fonction de p

pour

stabilité de ’écoulement stationnaire pour les équations de Saint Venant bi-couche,
contrairement au cas monocouche ou la condition d’instabilité est la méme pour
toutes les longueurs d’onde. En ce sens, les conditions d’existence de roll-waves ob-
tenues dans la section précédente donnent des criteres de stabilité dans le régime
hautes fréquences & — o00. On a ensuite testé les conditions d’existence de roll-
waves pour les deux modes s’écoulant vers le bas quand p = 0.5. Dans ce cas, il
existe des roll-waves a la surface libre des que R. > 0.6cotf et a l'interface pour
R. > 0.85cotf. On a fait une simulation numérique directe du systeme de Saint
Venant bi-couche lorsque les deux modes sont instables (¢ = 0.01, 0 = 7, R, = 1
et F? = %), avec une perturbation de l'ordre de 5% de ’écoulement uniforme : on
observe bien la formation de roll-waves dans ce cas.

Dans cette étude préliminaire, le mode de surface est toujours déstabilisé avant
le mode a l'interface lorsque R, augmente a partir de 0. Ceci pourrait nous amener
a croire que c¢’est un comportement générique de ces écoulements. Il n’en est rien et
on a mis en évidence certains cas ou la situation est inversée (par exemple v = 0.7
et p=0.3).

2.1.3 Persistance des roll-waves non visqueuses

Considérons une roll-wave de longueur d’onde L se propageant a la vitesse c
et dont le profil est donné par £ — H (). Pour montrer que les équations de Saint
Venant (EZ]) sont bien posées pour toute condition initiale ”proche” de cette roll-
wave, on reformule le probléme en travaillant dans 'espace des fonctions C! par
morceaux avec des discontinuités aux points X; ~ ct + 1L, ¢ € Z. Les chocs sont
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F1G. 2.2 — Formation d'une roll-wave lorsque les modes de surface et d’interface sont
instables

fixés a I'aide d’'un changement de variable £ : = +— &(x,t) affine par morceaux tel
que &(X;(t),t) = ct+iL et les équations reformulées avec les invariants de Riemann

h h
r=u-+ 2% = ¢1(h,u), s =u— 2% = ¢o(h,u). Le systeme (1) devient

T+ XZH%X <)\1(7“, s) — (Xz + %(f)(Xerl — XZ))>7"£ =Q(r,s),

i

(2.14) | | |
st s (el 9) = (Kt @) (K = X0) )5 = Q- 5)

ou (&) = g_TZL € (0,1), \y =2 + 2 et Ay =2 + L. Les discontinuités vérifient

[(r+5)(r — 5)%]x, = 2X [(r — 5)"]x,,
(2.15) Vi € Z.
[(r = )"+ 8(r — 5)*(r + 5)°]x, = 16X [(r + 5)(r — 5)"]x,.
La roll-wave (notée R,S,X; = ct + iL) devient alors une solution stationnaire de

ETARTH). Cette formulation permet, entre autre, d’étudier la stabilité spectrale
des roll-waves [A6]. Dans cette section, on montre que ([ZIAETH) est bien posé.

Théoréme 2.1.4 Soit F tel que2 < F < F,, (F, > 12). Il existe p > 0 tel que pour
tout (ro, so) € (R, S) +H™2(Q) avec m > 2 et (Xo; —iL)icz € [2(Z), vérifiant des
relations de compatibilité adéquates et

(0, 80) — (R, S)||z) < o, [ Xo,i41 — Xoi — L@ < ps
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il existe T > 0 et une unique solution (r,s) € (R,S)+ H™(2 x[0,T]) et (X; — (ct+

iL))iez € P(Z, H™(0,T)) de ZI3), &I3) tel que
(T’ S)HZO - (TO’ 30)7 Xi(t - O) = XO,z‘~

La structure de la roll-wave n’est pas détruite sur l'intervalle (0,7"), ce qui
constitue un résultat de “stabilité” des roll-waves puisque en général des singularités
supplémentaires peuvent se former en temps fini. L’hypothese F' > 2 est la condition
d’existence des roll-waves alors que I’hypothese F' < F. assure que les conditions de
chocs de Rankine Hugoniot sont dissipatives. Le nombre F joue le role d'un nombre
de Froude qui mesure si I’écoulement est fluvial ou torrentiel. Le théoreme suggere
que pour un écoulement torrentiel la structure de roll-wave risque d’étre détruite.
La preuve du théoreme 2T repose sur I'étude détaillée d’'un systeme linéarisé au
voisinage d’une solution “approchée” et sur une méthode de point fixe pour traiter
le probleme complet. Soit (R;, S;, X;)iez une solution approchée de ([(ZIAZTH). On
étudie une version linéarisée de (ZTAZTH) au voisinage de cette solution.

(2.16) Ori+ AN Oy =F!, Os;i+ AN 0,5, =F2 Yre(0,L),VieZ,

7

ol r; = 7|4, (i+1)L)s Si = S|uL,G+1)0) €t Kf = XML_Xi Ak(R;, S;). Les conditions de

Rankine Hugoniot linéarisées completent (Z10)
oF . 0Q oF . 0Q

(Q(R;, S;))éi = [(ﬁ — Xiﬁ)'r + (% — Xi%)s]iL + a1,
(2.17) Vi e Z.
. 0Q . OH 0Q . OH -
[H(R;, S;))éi = [(@ — Xi@)r + (@ - Xi%)s]zl + asg;,

ou les fonctions Q = HU, F = g—;—I—H U? sont vues comme des fonctions des invariants
de Riemann (H,U) = ¢ (R, S). On peut réécrire les équations (EZIT) sous la forme

£ + =+ a; .
0 =B,(ri,s7) + o) VieLteR.

7

Pour les chocs simples, on commence par faire une analyse spectrale du systeme
lorsque la solution approchée et la solution exacte coincident. On obtient une relation
de dispersion qu’on appelle déterminant de Lopatinskii et, sous certaines hypotheses,
on obtient des estimations d’énergie sur le probleme linéarisé grace aux symétriseurs
de Kreiss[ID], E2]. Pour le probleme IGETD), si (R;,S;, X;) = (R, S,ct + jL),
on peut écrire une relation de dispersion analogue a la condition de Lopatinskii. Le
systeme (ZZI4]) homogene devient

(2.18) Oy +a(H(E))0er; =0,  Os; +b(H(E))0es; =0, VE € (0,L),
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ou § — a(H(§)) s’annule au point sonique & tel que H(§) = 1 et b < 0. Si on
cherche des solutions de [ZI8) sous la forme (ry, s, ex) = ¢'F eM(r(€), s(€),¢), on
obtient, en utilisant (ZI7), la relation de dispersion

10 — )\/L _ds
a0 = (ke vy - et BT 2o

ou H,, H_ vérifient la condition de Rankine Hugoniot H, + H_ = H+2H_. Sur

I'ensemble () > 0, la fonction A s’annule pour A = 0 (et tout 6) et pour

- Pods o HERHG o ds
) [ st g (L) ! ™ [ ey e

3 3
2 2

Puisque b(H) < 0 et HJ% +H.?+2 > H: + H_? 4+ 2, on obtient une ligne de
modes instables. Ceci n’implique pas, comme dans le cas d'un choc simple que le
probleme est mal posé. En fait, la fonction A n’est pas homogene, contrairement au
déterminant de Lopatinskii, et I'existence de modes instables n’induit pas 'existence
de modes instables avec un taux de croissance exponentiel arbitrairement grand. Ici
ce taux de croissance reste borné : on montre méme qu’il converge vers 0 lorsque
L — o0. Dans ce cas les termes d’ordre 0 jouent un role important dans la stabilité
spectrale [46]. Dans ce qui suit, on obtient directement des estimations d’énergie sur
(EI8RTT) sans recourir aux symétriseurs de Kreiss : la preuve est plus simple mais
moins générique. On démontre la proposition suivante.

Proposition 2.1.5 Soit F' tel que 2 < F < F, (F, > 12). Il existe n > 0 tel que
pour tout m > 0, il existe C = C(m) et vo = yo(m) tel que pour toute solution
approchée (R;, S;, X;)iez Lipschitzienne et bornée vérifiant

mac (X = elloe + | Xis1 = Xi = Llloo + [ B = R, Si = Sl ) <,

max (10:(F, Si) oo + | Xiloc ) < .

1€
et pour tout v > 7o, (F',F?) € D(Q), (a1,a2) € *(Z,D(R)), toute solution
(14, S, €4)icz, de ([ZI8), @ID) vérifie estimation d’énergie :

v lle™(r, 3)”%2(11&/{@}@) + [le " (r, Sz:'t)HlQ?(Z,LQ(]R)) + lle™ el 2z, @)
1, _ .
(2.19) < C(;He L F) | e@yqiny <) + e Wt(a17a2)||12(Z,L2(R))>'
L’estimation (ZI9) résulte simplement du fait que les conditions saut sont dissi-

patives pour F' < F,.. On montre alors I'existence d’une solution faible de (ZIGZTT)
dans L2(Q) l'espace des fonctions f tel que e™*f € L*(Q2).
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Proposition 2.1.6 [l existe n > 0 tel que pour tout m > 0, il existe o = yo(m) tel
que si (X;, R;, S;) vérifie

max (1| X: = ellcs 1 Xis1 = Xi = Llloe, I B: = Rllocs 155 = Slac) <,
ma ([ Xier = Xl | Rellwoe [Sillwe ) < m.

alors pour tout v > o, f € L2(Q)?, g € I*(Z,L3(R))?, il existe une unique so-

lution ((r,s),e) € L2(Q)* x I*(Z, Hé(]R)) de [ZIMZIR). De plus (rf,sf)icz €
*(Z,L2(R)") ; e € I*(Z, H(R)) et vérifient

1
M) g0 167 5 Mbiznzm By < C(C1 M0+ 9l )

Considérons le probleme adjoint de (216, EZ17)

(2.20) — O — 0:(Al pi) = F!,  —0q; — 0:(A2q) = F?,

(2

pour tout z € (0, L), i € Z avec les conditions aux limites
(2'21) at (NQ,i(pfta ql‘i)l) = Q1,4 Cz’(pft, qli) = A2, Yi € 7.
On peut montrer I'estimation d’énergie

Y™ (P, D72 + e (07 6 @12 @)

1
(2.22) < C(;H@%(Fl, FAO e qinyxmy + 1€ (ar, a2)||l2(Z,L2(R))>-

On démontre la proposition ET8 a I’aide d’un argument de dualité. L’estimation
E22) permet de définir une application linéaire continue sur I'image de 'opérateur
adjoint et qu’on prolonge grace au théoreme de Hahn Banach sur L% X Li. Le
théoreme de Riesz fournit alors 'existence d'une solution faible vérifiant [ZT9).

La solution obtenue est “forte” (¢ € H') : pour le montrer, on commence par
régulariser dans la direction t. La suite des régularisées vérifie (ZI9) mais on ne peut
pas en déduire directement qu’elles sont dans H*' en utilisant les équations, comme
on le fait pour un choc non caractéristique. Ici, il y’a un point sonique entre chaque
choc et le coefficient devant r¢ s’annule. Pour démontrer la régularité H', on sépare
la solution (régularisée en t) entre une partie qui s’annule pres des chocs et qu’on
régularise dans la direction d’écoulement et une autre dont le support est proche
des chocs. La premiere partie de la solution vérifie (ZI9) car il n’y a pas de trace
aux discontinuités alors qu’on traite la seconde partie de la solution comme dans le
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cas d'un choc simple. La fonction ainsi régularisée est de Cauchy et converge vers la
solution faible, ce qui conclut la preuve de la proposition.

On montre ensuite que le probleme linéaire ([ZIQETT) avec condition initiale
nulle est bien posé et que pour des coefficients plus réguliers, cette solution est plus
réguliere. Dans la suite, on notera Iy = (0, T').

Proposition 2.1.7 Supposons les hypothéses de la proposition [Z1A satisfaites et
I(Ri = R, Si — leamonxmy < i (R — RTSF = S |le@mran) < w
et | X; — e, X — Xi — Ll mery < o alors pour tout f € HF(Qr) et g €
(Z, H*(Ir)) tel que fico = 0, gu<o = 0, la solution (r,s) vérifie (r,s)|i<o = 0.
Elle appartient a H*(Qr), (r*, s*) appartient a I*(Z, H*(I7)) et e a [*(Z, H*"(I7))
avec l'estimation

1
s )anar) + 17755 5™ ey + lelE@ s )

< Ok, ) (T ey + N9l iy )

On montre généralement 'existence de solutions fortes pour des systemes de
lois de conservation dans les espaces H*® tel que H* C C*. Pour les problemes avec
des conditions aux limites, cela impose des conditions de compatibilité sur la donnée
initiale. Sous cette hypothese de compatibilité, on construit une solution approchée
(Tay Sa» Xq) de (ZZIAEZTH) et proche de la roll-wave si 7" est petit. On renvoie le lecteur
a [ pour le détail de ce calcul. On cherche ensuite une solution de ([ZIAETH) sous
la forme r =7, +7, s =s,+5et X; = X, +¢; et ¥lio = S|i=0 = 0, €i]t—0 = 0. La
fonction 7,5, e; est obtenue & 'aide d’un schema itératif : on pose r(® = s = (,
O = et (r®, s®), c*) sont définies a1’aide de la proposition EZI.A comme I'unique
solution du probleme a donnée de Cauchy nulle
(223) 9+ APV = D g ARG, 6 = )

K3 K 7

)

. . (k=1 ,
ou les fonctions fl-"( , n = 1,2 sont données par

f'l,(k;—l) — QD _ g pkD) _ FLG=D g ) (k1)

flg,(kq) _ QY gt Rt e

7 7 ) )

et ng) = Q(ra,i + r(k)a Sa,z’ + S(k))a

— I
Rp® = i | M(rai +r®sai +50)
Xaivr — Xaji+&7 — €

— (Xa,i + €§k) + 7 (Xa,iJrl — Xgi + 61@1 - 55k))>> :
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Les conditions de Rankine Hugoniot, qu'on réinterprete comme des conditions de
transmission, deviennent

9.94 éON _ goengme ms (90
(2.24) 0 =5y (73 ;8i )+ gg,(k;—l) )

7

avec g;' ®) Qéfinies par

. k), k),+
W 0 R R ol G o R W P R
2,(k) | — G(T’i 4 FRE E 4 S(k),ﬂ:) B, (r; ysi )
Pour T suffisamment petit, on montre alors que la suite (ry, si, £ )ren est de Cauchy,
ce qui prouve le théoreme de persistance des roll-waves en dimension 1.

2.2 Stabilité linéaire de roll-waves visqueuses

2.2.1 Analyse spectrale

Counsidérons le modele de Saint Venant sans dimension

h2
(2.25) hi + (hv), =0, (hv); + (W + ) =h =0+ e(hug),.

o ¢ = (R.)"! est un nombre de Reynolds. Le systeme (ZZH) possede une fa-
mille d’ondes progressives périodiques qui convergent vers les roll-waves de Dressler
lorsque € — 0. On peut montrer le résultat suivant.

Proposition 2.2.1 Il existe gy tel que 0 <" ¢ < gy et F? > 4, il existe, pour tout
L > 0 et tout ¢ > 0 un débit relatif donné, une vitesse d’onde chopf(q,e,F) < ¢ <
Csol(q, €, F) tel qu’il existe une unique fonction H, L-périodique, solution de

qH’ o ¢ q

H )/_(W_'_ﬁ),—i_H_(C_E)Q:O.

(2.26) e

De plus lorsque ¢ — cs0(q, €, F), la famille de solutions périodiques converge vers
une onde solitaire (L — c0).

On obtient une solution de (ZZ2H) en posant V = ¢ — q¢H ' Si ¢ > 0 est fixé,
on montre cette proposition a l'aide du théoreme de bifurcation de Hopf lorsque
C R Chopr(q, €, F). Pour ¢ — 0, cette bifurcation est dégénérée et il faut utiliser des
arguments de perturbations singulieres dans les EDO (théoréemes de Fenichel) pour
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montrer 'existence de solutions périodiques qui convergent vers les roll-waves de
Dressler ). Si ¢ < 1, on montre en plus que cette famille de solutions périodiques
converge vers une onde solitaire lorsque ¢ — ¢, [27]. Dans la suite du chapitre, la
viscosité est fizée et on commence par étudier la stabilité spectrale de ces solutions.

Soit (H, V) une solution L-périodique et de vitesse d’onde ¢. Une fois qu’'on a
fait le changement de repere & = x — ct, les équations de Saint Venant linéarisées au
voisinage de (H, V') s’écrivent, en notant u = (h,v)

(2.27) O — Legu=0,

ou L., est défini par L. 4(h,v); = —(v — ch)¢ et

H V? 2V 212
Leg(hv)o==((5 = s)h+ (55 =)o)+ (L+ )k
2V %4 v %4

On cherche les solutions bornées du probleme spectral L. ,u = Au. En posant
Y = (v, h,h'), on transforme ce probleme en un systeme différentiel d’ordre un

(2.29) Y'(z) = Az, \, )Y (z), Vo € R.

Le spectre de L., est composé de spectre essentiel : il est formé de la réunion de
sous problemes spectraux ou on ajoute la condition Y (£ + L) = oY (§), V¢ € R,
o € S, au systeme ([ZZJ). Si on note ¥(., \, ¢, ) la résolvante de ([ZZ) alors A est
valeur propre si et seulement si il existe o € S tel que

(2.30) D(\ o,¢,q) = det(Y(L(c,q), N\, ¢,q) — olds) = 0.

La fonction D(.,.,c,q) est appelée fonction de Fvans. On étudie d’abord D au voi-
sinage de A = 0 (perturbations basses fréquences). Si A = 0, 'équation EZJ) est
équivalente a

2V H' 2V
(2.31) v=ch+a, Loh= Q<ﬁ (e + ?)’),

ol « est une constante et Ly I'opérateur différentiel défini par

h// H q2 H/ / q q
(2.32) Loh =247 - ((ﬁ -+ ca(z)h) + (1 2L (e~ L)

L’équation Loh = 0 correspond a la linéarisation de (ZZ2Z8) au voisinage de H.
On obtient une base de solutions de [ZZJ) pour A = 0 en choisissant une base
de solutions (hq, hy) de Loh = 0 puis en calculant une solution hg de (31 pour
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a = 1. Les fonctions Y; = (ch;+9; 3, h;, h}), i = 1..3, forment alors une base de ([231J).
Calculons les h; : en utilisant 'invariance par translation, on montre que h; = H' est
solution de Loh = 0. C’est un vecteur propre associé a (A, o) = (0, 1). En utilisant
la théorie de Floquet, il existe hy solution de Loh = 0 et tel que ho(z + L) = pha(z)
ol p est l'exposant de Floquet

(2.33) p= eXp/0 i(HF(Qx) — Hq(x))dx

La bifurcation de Hopf étant surcritique, on montre que p < 1. Enfin, pour calculer
le dernier vecteur propre, on remarque qu’en dérivant ([ZZ28) par rapport a ¢, la
fonction hg = %—IZ vérifie (231) pour o = 1, ce qui conclut la construction d’une base

de solution de (229) pour A = 0.

Passons au calcul du développement asymptotique de la fonction de Evans au
voisinage de (A, o) = (0, 1). Soit Y; = (V;, H;, H]), i = 1,2, 3 une base de solution de
E29) qui coincide avec la base qu’on vient de calculer pour A = 0. On la développe
sous la forme Y; = Y;o 4+ AYi; + A?Yio + O(N?) on Vi =AY = L(Y;,5 < k).
On résout successivement ces systemes par méthode de variation de la constante en
utilisant la base de la solution calculée précédemment. On obtient

o= -p(e [ G0k [FOIo
(2.34) + (/OL %—[Z + aa—i))\(a —1)— (o — 1)2> + O((W +lo— 1|)3>.

La partie principale de D est un polynome homogene de degré 2, noté P, la
dimension de la variété des solutions L-périodiques. Dans le cas des équations de
conservations (de taille n), Oh et Zumbrun 9] ont montré que ce polynéme “princi-
pal” était, de maniere générique, de degré n+ 1. De (2234), on déduit des conditions
nécessaires de stabilité. Etudions d’abord le cas des perturbations L-périodiques en
considérant les zéros de D(., 1) sur R*. Lorsque A — 400, on a une base de solution
(Yi(A,.))iz1.3 de ZZ3) (Yi(A,.))i=1.3 dont le développement asymptotique est donné
par Yi(x, ) = e“ MV (x, \) avec Vi()\,.) périodiques et

oy =22 o)y = Rrom, my =/ 2rom)

La fonction de Evans vérifie D(\, 1) ~ (e*WE — 1)(er2ML — 1)(1 — e7m ML) Ainsi,
D(A, 1) < 0 lorsque A — oo. Il faut donc que le coefficient devant A? soit strictement
négatif pour avoir stabilité spectrale

(2.35) <2 L OH OL LaHa_L
0

— Hy).
dc Oq 0o Oq 8c)<0’ (H1)
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La deuxieme condition est obtenue en étudiant les zéros de P au voisinage de
(A, o) ~ (0, 1). Si on pose o = 1 + ik + O(k?), on obtient \; = ika; + O(k?), ol a;
est racine de P(X,1). Si a; € C/R, le spectre traverse 'axe des imaginaires et les
roll-waves sont instables. La condition a; € R se traduit par

oL Lo . » LomoL

Cette derniere condition peut étre réinterprétée comme une condition d’hyper-
bolicité des équations de modulations [64] : on I'a vérifiée numériquement (on renvoie
a [6]) et on espere montrer le caracteére bien posé des équations de Saint Venant au
voisinage d'une roll-wave sur des intervalles de temps inversement proportionnels a
la taille des perturbations ondes longues. Il est difficile d’aller plus loin dans I’étude
du spectre sans faire une étude numérique. On a alors une description complete du
spectre au voisinage de (0, 1) et lorsque |A\| — oo.

2.2.2 Stabilité linéaire

Supposons que o(L.,) N {A € C/Re(A > 0)} = {0}. Montrons que toute
solution du probleme de Cauchy

(2.37) O — Logu=0, ulmo=ug

converge (dans une norme a définir) vers 0 lorsque t — oo. On “diagonalise” le
systeme (Z31) en introduisant la variable visqueuse w = v — %h et on le réécrit sous
la forme @; — Lu = 0, u = (h,w). L'opérateur £ est fermé, de domaine H' x H?,
dense dans L? x L?. 1l géneére un semi-groupe e'* vérifiant |e**|» < Ce** pour un
w > 0. Ceci permet de donner une formule de représentation de e**. Si on note
G(x,y,t) = e6(x —y) et Ga(z,y) = (L — \)"1d(z — y), on obtient, pour n > 0
assez grand

n-+i00
(2.38) G(z,y,t) = P.V./ MGy (z,y)dA.

n—100

Pour montrer la stabilité linéaire, on pousse le contour d’intégration 7 + wR
dans le demi plan complexe {\ € C / ®(A\) < 0}. On a une premiere contribution,
lorsque le contour rencontre les courbes de spectre dans les basse fréquences, a
travers une somme d’intégrales le long de courbes de spectre essentiel de e*[G)]
(o [Gx(x,y)] mesure le saut de G,. L’analyse dans ce cas est similaire a celle
développée par Oh et Zumbrun [50] pour les systemes de lois de conservation. La
deuxieme contribution vient des hautes fréquences. La viscosité est dégénérée et
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introduit un mode hyperbolique qui décroit exponentiellement vite en temps. On
décrit précisément GG dans ces régimes asymptotiques.

Pour les basses fréquences, une description du spectre essentiel est suffisante.
Le spectre de £ au voisinage de l'origine est la réunion de deux courbes Aj, Ay tel
que \;(k) = —iajk —bjk* + o(k?), j = 1,2 ott Reb; > 0 et a; € R sont distincts [A9].
On note g;(k,.) et g;(k,.) les vecteurs propres a droite et a gauche de Ly, restriction
de lopérateur £ aux fonctions u telles que u(z + L) = e*u(x).

Pour les fréquences intermédiaires et si o(L)N{R(A) > 0} = {0}, on montre que
sur tout sous ensemble compact de 'ensemble résolvent de £, noté p(L), la fonction
G est analytique en A et il existe C, 0 > 0 tel que

Gl 5 Galo )| < Ce¥ 0, Viay) € R

L’analyse est plus délicate pour les hautes fréquences, a cause de la visco-
sité dégénérée. Pour comprendre la situation, on gele les coefficients du systeme
différentiel : un calcul direct sur la relation de dispersion montre que si |[A\| — oo, il
y’a une valeur propre d’ordre O(|\|) (Ie mode hyperbolique) et deux valeurs propres
d’ordre \/W (les modes visqueux). On peut également obtenir un développement
asymptotique des vecteurs propres par rapport a A. Pour justifier cette approche,
on fait le changement de variable x +— |A|z et on se rameéne au calcul d’une base
de solution d'un systeme différentiel a coefficients lentement variables. On sépare le
mode hyperbolique des modes visqueux en diagonalisant par blocs. On diagonalise
ensuite le bloc visqueux a l’aide de changements de variable a coefficients lentement
variables. On obtient ainsi la description de G\ pour |A| grand.

Proposition 2.2.2 Sio(L)N{R(\) > 0} = {0} alors Vr > 0, il existe a(r) > 0 tel
que 0 = {\/ReX > —a(r)} \ B(0,7)} C p(L). De plus si R > 0 est suffisamment
gmnd, alors V(l', y) € Ql \ B(07 R) : G)\(l', y) = H)\(l', y) + P)\(l', y) + @)\(l', y) ot

<H> | <H%>y. 1
(239)  Hi(w,y) =" T RO 2 ) sy - ) (o) ,
avec F(),.,.) L-periodique en x et y. Le terme d’erreur vérifie
B(x,y, A 1
@)\(l',y) = M + —2R($,y, /\)a
A A
H>

ot B(z,y,\) = =4 (“*y)b()\,x,y)l]o,m[(y — z)(1, O)T et |b(z,y, \)| < Ce 0kl

La fonction R(x,y,\) vérifie R(x,y, \) = (9(6_6(1+R6)‘)‘x_y‘ + e_emlm_yl) pour un
certain 8 > 0. Tous ces termes sont analytiques en X. Enfin la partie parabolique Py
est analytique sur 0 = {\/Re\ > 6, — 03|Im\|} et vérifie

anrb

P
dzadyb”

(2.y) = O~ Fe Y II=),

o1



Ceci acheve la description de GGy : on calcule ensuite la fonction GG, a 'aide d'une
transformée de Laplace inverse. En poussant le contour d’intégration dans le demi
plan {\ € C/R(\) < 0}, on obtient d'une part une contribution hyperbolique due
aux hautes fréquences et une contribution parabolique due aux basses fréquences.
L’analyse est, de ce point de vue, identique a celle proposée par Oh et Zumbrun [50)
et on obtient le théoreme.

Théoréme 2.2.3 La fonction G(z,y,t) s’écrit G =H+ D + R avec

H°(y) o H(z(y.5))ds

(2.40) H(zx,y,t) = T2 (2) F Op—a(ant(—Y) Dzoo () (1, O)T~

ou z désigne la caractéristique % =
Le terme parabolique D s’écrit

Dla.y.t) 212 \/471’()

pour des constantes d; fixées et, pour M > 0 suffisamment grand, la fonction R est
donnée par

—_ t
—aty #0,2) = eta(z,t) = -1 /5 T ds:

_ == y at\

i(0,2)G; (0, y),

le—y—aqt|? lz—y—agt|?

- Mt + e Mt )
VivE+ T

On déduit de cette estimation un résultat de stabilité L' N L? — L? [B0]. On
ne peut pas aller plus loin sans avoir plus d’information sur la dynamique non
linéaire des perturbations basses fréquences. En dimension un, I’estimation obtenue
est insuffisante pour dominer les termes non linéaires. En étudiant les équations de
Whitham (ici un systéme hyperbolique de dimension 2), on espere obtenir un résultat
d’existence en temps inversement proportionnel a 'amplitude de la perturbation
hyperbolique.

R(z,y,t) =O(e e = ) + (9<

2.3 Perspectives

Dans ce chapitre, j’ai mis en place un schéma d’étude des roll-waves, visqueuses
et non visqueuses, analogue a celui développé pour les chocs multidimensionnels :
existence, stabilité pour les chocs visqueux, persistance pour les chocs non visqueux
et limite faible viscosité. J’ai d’abord donné un théoreme d’existence de roll-waves de
petite amplitude dans des systémes hyperboliques de taille quelconque [H]. Ceci per-
met d’étudier, par exemple, des instabilités dans des écoulements de fluides minces
avec plusieurs couches (roll-waves “internes” et roll-waves a surface libre).
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J’ai ensuite abordé la question de la persistance des roll-waves non visqueuses.
A T'aide de changements de variables fixant tous les chocs d'une perturbation d'une
roll-wave, j’ai pu fournir un cadre mathématique permettant d’étudier la stabilité
spectrale des roll-waves pour les équations de Saint Venant [46]. Comme dans le cas
d’un choc simple multidimensionnel, on a construit une sorte de déterminant de Lo-
patinskii A(), o) ot o € S! joue le role d’une variable tranverse. Cette formulation
nous a permis de démontrer la persistance de ces roll-waves lorsque le nombre de
Froude n’est pas trop grand []. J’ai obtenu directement des estimations d’énergie
sur le probleme linéarisé simplement en diagonalisant le systeme a 'aide des inva-
riants de Riemann (et donc sans utiliser A). Il faudra certainement avoir recours aux
symétriseurs de Kreiss pour étendre ce résultat a des systemes hyperboliques quel-
conques et pour traiter des perturbations multidimensionnelles. Il serait également
intéressant de faire une étude numérique directe lorsque les conditions de chocs ne
sont plus dissipatives pour voir si les roll-waves sont détruites.

J’ai aussi étudié la stabilité des roll-waves visqueuses. L’étude de la stabi-
lité des ondes progressives périodiques pour des systemes de lois de conservation
9, B0, BT, 64] est loin d’étre aussi avancée que pour les chocs simples. En particulier,
on a peu de résultats sur la stabilité non linéaire [51]. J’ai abordé dans ce chapitre la
question de la stabilité spectrale et linéaire des roll-waves des équations de Saint Ve-
nant avec viscosité réelle. La premiere étape a été de déterminer un développement
asymptotique de la fonction de Evans au voisinage des basses fréquences. Ceci four-
nit des conditions nécessaires de stabilité, qu’on a vérifiées numériquement. Les
équations de Saint Venant avec terme source sont un des premiers systemes de lois
de conservation pour lequel ces conditions sont vérifiées. On en a ensuite déduit la
stabilité linéaire par une méthode proche de celle de Oh et Zumbrun. C’est habi-
tuellement la premiere étape a franchir avant de montrer la stabilité non linéaire.
Cependant, Zumbrun a montré que ca n’était vrai qu'en dimension supérieure a
trois. En dimension un ou deux, il faut plus d’informations sur la dynamique non
linéaire des basses fréquences (on renvoie le lecteur aux travaux de Doelman et co-
auteurs pour les équations de réaction-diffusion [21]). Cette dynamique est donnée
par les équations de Whitham. C’est un systeme d’EDP du premier ordre. Serre a
montré que ces équations étaient bien posées (en fait hyperbolique) si et seulement
si les conditions nécessaires de stabilité de Oh et Zumbrun [64] étaient vérifiées. Ceci
nous permet d’affirmer que les équations de Whitham sont hyperboliques pour les
roll-waves. Une étape intéressante serait de justifier ces équations de Whitham dans
notre cas : on pourrait ainsi construire des solutions des équations de Saint Venant
proches des roll-waves et sur des temps inversement proportionnels a la taille des
perturbations. Pour aller plus loin, il faudrait ensuite obtenir les termes “visqueux”
des équations de Whitham.

Enfin, il reste a analyser la limite faible viscosité dans les équations de Saint
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Venant. Si on sait montrer que les roll-waves continues convergent vers les roll-waves
discontinues de Dressler [46], on n’a pas encore établi de lien entre leurs propriétés
de “stabilité”. Dans le cas multidimensionnel, on sait établir un lien entre la condi-
tion de Lopatinskii (donnant la persistance des roll-waves) et le développement de
la fonction de Evans pour les basses fréquences. Si on a bien construit une sorte de
déterminant de Lopatinskii et un développement de la fonction de Evans pour les
basses fréquences, on est encore loin d’avoir pu établir un lien entre les deux, s’il en
existe un. On peut déja se demander si les solutions discontinues des équations de
Saint Venant ont un analogue visqueux. F. Rousset a démontré ce résultat a ’aide
de fonctions de Green approchées [b3]. La encore, la condition de Lopatinskii joue
un role important puisque un probleme linéarisé avec condition de Rankine Hugo-
niot linéarisées est utilisé pour construire une solution approchée du probleme avec
faible viscosité. Une difficulté supplémentaire a traiter ici est le caractere périodique
des équations : la construction de la fonction de Green approchée est alors plus
compliquée du fait de la présence de plusieurs chocs.
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Chapitre 3

Localisation d’énergie dans des
systemes hamiltoniens

Dans ce chapitre, on s’intéresse au phénomene de localisation d’énergie dans
des systemes hamiltoniens (finis) de particules couplées non linéairement. Le but
est de comprendre quels sont les mécanismes permettant d’expliquer un processus
de dissociation. Un des possibilités concerne la localisation d’énergie vibrationnelle
sur quelques liaisons qui, en dépassant I'énergie de liaison entre particules, provo-
querait la dissociation. Mathématiquement, on peut les définir comme des solutions
périodiques ou relativement périodiques (i.e. périodiques dans un repére en rotation)
dont seules quelques particules ont un mouvement de grande amplitude (breathers).

On étudie le cas ou deux groupes de particules de masses caractéristiques tres
différentes interagissent. Lorsque le rapport de masse est infini, on obtient un systeme
simplifié ou les masses légeres bougent dans un champ de potentiel créé par les masses
lourdes immobiles. On peut alors construire des solutions de type breathers et toute
la difficulté consiste a ”continuer” ces solutions pour des rapports de masse finis :
on présente deux cas pour lesquels on justifie cette approche.

— Breathers dans des systemes invariants par transformation euclidienne : on
présente ici un cadre général de continuation de solutions exactement pério-
diques et réversibles dans des systemes de particules quelconques. Travail en
collaboration avec G. James [1].

— Orbites périodiques relatives dans un systeme a trois atomes : on considere
un systeme a 2 masses lourdes et une masse légere : dans ce cas, on peut
continuer des solutions relativement périodiques et non réversibles aussi bien
théoriquement que numériquement. Collaboration avec G. James et Y. Sire

.
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3.1 Solutions localisées réversibles dans des systemes
hamiltoniens

3.1.1 Description de la limite ”anticontinue”

Considérons un systeme de N +n masses yYM; (i =1,...,N, N > 2), m; (i =
1,...,n) dont I'interaction est décrite par un potentiel non harmonique V', invariant
par transformations euclidiennes. On étudie ici la limite anticontinue v — +o00.
L’hamiltonien du systeme s’écrit

n

N
1 1
3.1 H= P? —p+V(Q,. .. e
( ) ZZI Q’YMZ 1 +Z szpz + (Qh aQNa(_ha » 4. )7

i=1

ot Q;(t), qi(t), Pi(t), pi(t) € R?, i.e. on se restreint & des mouvements plans. On sup-
posera par la suite que ce systeme possede une ou plusieurs familles d’équilibres (en
sachant que les rotations et les translations génerent une famille continue d’équilibres).
Les équations du mouvement sont données par le systeme

d*Q d?q

(3:2) WMo =5 e =1

ou F'=-VoV, f=-V,V, et M,m sont les matrices de masse
M = diag(My, My, ..., My, My), m = diag(mq, my, ..., my,my,).

Pour étudier la limite v — oo, on fait deux types de changements de variables.
Les premiers vont éliminer l'invariance du systeme par les translations et les rota-
tions, le second est spécialement adapté a la limite v — oo puisqu’on va décomposer
le mouvement des masses lourdes en une partie statique et une partie de petite am-
plitude et & moyenne nulle [34]. On fera alors apparaitre les solutions périodiques de
B2) comme les zéros d’une fonction définie sur des espaces de fonctions périodiques.

Commencons par éliminer les invariances par translation et rotation. La quantité

. N , . . )
de mouvement totale du systeme > ., yM; dc% + >, mi% étant préservée, on

suppose que le centre de gravité du systeme est en 0

N

(3.3) Z”YMz'Qz’ + Zmiqi = 0.

i=1 i=1
Pour éliminer I'invariance par rotation, on choisit un axe dans le plan dans la di-
rection de la masse M;. On définit ainsi Pangle 6 tel que Q1 = o(cos 6, sin )" et on

introduit de nouvelles coordonnées X; (i =1,...,N), z; (i =1,...,n) telles que
cosf —sin @
(3.4) Qi = Ry Xi, qi= Ryr;, Ry= (sin@ cos 0 ) :
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On obtient ainsi X; = (0,0)". Dans la suite, on notera X;- = R, X; et X =
(X1,...,XN), ¢ = (21,...,2,)" La condition ([B3)) permet d’éliminer Xy des
équations

N-1 n
1 1
3.5 X ,Z,ZL', = —— MZXZ e m;x;.
35) Vo Zi5) =~ S M= S

Le moment angulaire J, qui est une quantité conservée du mouvement, s’écrit
n

- al dX; dz;
(3.6) b+ b ;’Y at —|—;mx at

ou I =N AMX? + > iy mix; est le moment d'inertie du systeme. L'équation
B4) permet de définir ¢

do dZ dx

3.7 0=0Q0, Z, 2, — = — 7, J /7).
( ) (Q? 7'%.7 dt? dt? dt?’y? /’y)
On peut alors écrire un systeme d’équations en (g, Z,x) ou Z = (Xo,..., Xn_1)" €
R*¥=% en utilisant J comme parametre supplémentaire. Le systeme ([B2) devient,
d®o0 -~ - d*Z  dQ ~ d’z  dQ ~
3.8 M,— =G M(—=+—=—7=F o e =
( ) ,Y 1 dt2 Y F)/ ( dt2 + dt ) ? m( dt2 _'_ dt T ) f?
N . ) ax;t
F, = F((0,0)", Z, Xn,z) + 2 ’yMiXZ-—QQ’yMiW , 1=2,...,N—1,
~ ‘ 9 CZ?L’Z‘L .
fz:fl((Q70>7Z7XN7x>+Q mzxz_Qsz% > Z:L"'ana

é = Fl(l)((ga O)t’ Za XNa:L‘) + Q2/y MlQa

et Fl(l) est la premitre composante de Fy alors que M est la matrice de masse réduite
M = diag(Ms, My, ..., Mx_1, Mx_1). Dans ce systeme de coordonnées, une solution
périodique de (B) correspond a une solution de ([B2) relativement périodique (i.e.
périodique dans un repere en rotation). La vitesse angulaire est la valeur moyenne
de 6 donnée par [B0) et qui est en général non nulle (méme si J = 0).

Dans la suite, on considere des solutions T-périodiques de (BF). On introduit
maintenant des variables adaptées a la limite v — oo en décomposant le mouvement
des particules lourdes entre une partie statique d’amplitude O(1) et une partie os-
cillante de petite amplitude (et de moyenne nulle) qui tend vers 0 pour v — oo [34].
Plus précisément, on pose e =y Y2 et Z = X + €Y, 0 = 0+ er telles que

(3.9) /OTY(t) dt = 0, /OTr(t) it = 0.
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On introduit en plus Xy et Yy donnant la position de la N-ieme masse lourde
Xn = Xy + €Yy et définies a l'aide de (BH) :
(3.10)

=

-1 n
MNXN = —Ml(é, O)t - MzXza MNY == —M1 T O Z MY Zmlxl

7

[|
N

Il faut aussi mettre a I’échelle la vitesse angulaire Q définie par (B)-(B) en posant
w = v'/2Q. On obtient ainsi

(3.11)  w=1"*(

ZMY/\ —eimxl de’

ot le moment d’inertie mis a I'échelle I = I/y = M2* + ZZ]\LZ M; X2 + O(e) =
I+ O(e). Le systeme (BF) devient, a cette échelle

&r .
(3.12) Mld—;:eG(@,X,r, Y, x, ¢ ed),
- d¥Y  dw - dw -
d? d -
(3.14) m(d—tf + Ed_j ) =f(a, X,r,Y,z,¢ ).

Le champ de force de (BI2)-BI3) est d’ordre O(e) : on verra par la suite, grace au

théoreme des fonctions implicites que (r,Y) = O(e). Pour obtenir des informations
sur la partie statique du mouvement des masses lourdes, il faut remarquer que les
solutions T-périodiques de ([B3)-(BI) doivent vérifier des conditions de compatibi-
lités obtenues en intégrant (B12), (BIF), (BId) sur une période. En particulier, sur
le mouvement des masses lourdes (B12), (B13), on obtient

(3.15) G(o,X,rY,x,6,eJ) =0, F(o,X,r,Y,z,¢e¢eJ)=0,

ot F'=(Fy,...,Fy_1)" et G sont définies par
B T B B T
TG:/ Fl(l)((g,O)t—I—E(T,O)t,X—i—eY,XN—|—eYN,x)dt—|—Mlg/ w?dt
0 0
T
+6M1/ w?rdt,
0
B T B B T
TE:/ E((Q,O)t—i—e(r,O)t,X—i—eY,XN—|—eYN,:p)dt—|—MZ~XZ-/ w? dt
0 0

T T 1
dy;
—l—eMi/ szgdt—Mi/ w dt.
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On utilisera ces équations supplémentaires pour obtenir la partie statique (g, X)
du mouvement des masses lourdes : dans la limite € — 0, on considere le systeme
étendu (BH)-(BIH), les deux dernieres conditions ne pouvant étre obtenues pour
e = 0. Il existe également 2 limites différentes selon 'ordre de grandeur de J : soit

J est d’ordre O(1) soit d’ordre O(e™') et on posera J = j/e dans (B3)-(BIF).

On passe a la description du cas € = 0 en commencgant par la répartition (sta-
tique) des masses lourdes. Le systeme (BI2)-(BI4) devient

d*r A’y  dw _ d*x -
— =0, ——+—X+=0 — = f*(g, X
ot f* est donné par f/(9, X,z) = f;((o, Q)t,X,XN,x) pour i =1,...,n et Xy, Yn
sont définis par (BI0) avec e =0 et w = I 1(j — 2N, M; X A 4. On posera j = 0
lorsque le moment angulaire est borné. Si g # 0 et Xy - (1,0)" # g, les solutions
T-périodiques de (BH)-(BIH) pour € = 0 vérifient nécessairement r =0, Y =0 et le

systeme réduit

(3.16)

d>r ., -

ot f(o,X,z) = -V, V((p,0)", X, Xn,x) pour i =1,...,n. De plus

T
(3.18) / Fi((2,0)", X, Xy, z)dt + M; X, %j*=0, i=2,...,N—1,
0

N =

T
(3.19) / F{((2,0)%, X, Xy, @) dt + Mypl2j* =0.
0

N =

On passe a l'analyse du systeme réduit (BID)-EId) : on va montrer 'exis-
tence de modes normaux non linéaires et de breathers. Les modes normaux non
linéaires sont des solutions périodiques de (BID)-([BI9) proches des modes normaux
classiques, i.e. des solutions périodiques des équations (BI)-(BI9) linéarisées au voi-
sinage d’'un équilibre. Les breathers sont également des solutions périodiques mais
seul un petit nombre d’atomes sont en mouvement, les autres étant au repos.

Modes normaux non linéaires

Supposons qu’il existe une solution stationnaire (Q*, ¢*) = ((¢*,0)", X*, X5, z*)
de B2) qui correspond a une solution stationnaire I'* = (p*, X* z*) de BIXD)-
BI9) pour j = 0. Montrons que pour j = 0 et sous certaines conditions, il existe
une solution stationnaire et des solutions périodiques proches de I'*. On commence
par résoudre ([BIT) en considérant que (9, X) =~ (¢*, X*) sont des parametres. Dans
la suite, on notera U = (g, X)!, U* = (0*, X*)'. Le potentiel V vérifie les hypotheses
suivantes.
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Hypothese 1 La différentielle partielle seconde DSV(Q*, q*)est inversible et possede
p valeurs propres réelles positives (p > 1).

Si cette hypothese est vérifiée alors, pour U = U*, I'équation ([BI7) linearisée
en r = x* devient

d*x
3.20 — = —L,x,
(3.20) s
ou L, = mleSV(Q*, q*) et possede p valeurs propres positives notées w*?, . .. ,w;2
avec leurs vecteurs propres associés (7, ...,(;. On fait ensuite une hypothese clas-

sique de non résonance
Hypothese 2 La fréquence wi vérifie kwi # w3, ..., w,, for all k € Z.

Pour appliquer le théoreme du centre de Lyapounov, on montre d’abord, grace
au théoreme des fonctions implicites et I’hypothese [ qu’il existe une famille d’é-

quilibres Z(g, X), unique, telle que z(o*, X*) = z*. On se ramene ensuite en 0 en
posant x = T + y et (BID) devient

d2y * Ve
(3.21) m—s =92 X.y),

ou g*(g,X,y) = —V,V(g,X,y) avec V(g,X,y) = V((2,0)", X,Xn,Z + y). Par
construction ¢g*(g, X,0) = 0, i.e. y = 0 est une solution stationnaire de [E2ZI]) pour

tout U ~ U*. Le linéarisé de (EZ1]) en 0 possede p valeurs propres positives w? ~ w}?

assocides a des vecteurs propres (; si (p, X) =~ (p*, X*). Ces valeurs propres vérifient
une hypothese de non résonance analogue a I’hypothese 2l On peut alors appliquer le
théoreme du centre de Lyapounov a ce systeme et montrer 'existence d’une famille

de solutions périodiques qu’on peut écrire (dans les variables de départ)

(3.22) 2(t;a, 0, X) = 2(0, X) + a cos (U + ¢) (1 + O(a?),
ot @ ~ 0 est Pamplitude des oscillations, Q(a, 9, X) est la fréquence de = (Q est
paire en a) et Q = w; + O(a?). La fonction x est paire si on choisit ¢ = 0 et elle est

réguliere en les variables (g, X).

On cherche ensuite a déterminer la position des masses lourdes en calculant
une solution (g, X) de (BI8)-([BI9), en sachant que x est une fonction (g, X') définie

par (BZ2). Si on pose T = 27/Q et z(t) = #(Qt) dans BEIF)-BID), on obtient la
condition

(3.23) G(j,e,8,X) =0
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ou G : R? x R?V=3 — R2V=3 est définie par G = (G(ll),Gg, o, GN1),

1 21 o B o
(3.24) Gi:%/ Fi((8,0), X, Xy, &(t; o0, 0, X)) dt + M; X;1 5% € R,
0
27
(

m_ 1
! 2

(325) @ / (2,0, X, Xy, #(t;0,0, X)) dt + Myol %5 € R”.

0

Pour a = j = 0, (g, X)" = U* = (0*, X*)! est une solution de ([FZ3) correspon-
dant & la solution stationnaire I'* = (p*, X* z*) de (BID)-BI). On résout ensuite
EZABZA) pour («, j) ~ (0,0) & I'aide du théoréme des fonctions implicites. On fait
deux hypotheses.

Hypotheése 3 L’équilibre (Q*, q"*) vérifie la condition géométrique
(3.26) o A0, Xiy- (1,0) £ 0"

Cette condition correspond a la condition déja formulée pour écrire le systeme
réduit et elle est en générale vérifiée (en renumérotant les masses lourdes si nécessaire).

Hypothese 4 Le noyau de D*V (Q*, q*) est de dimension 3.

Le potentiel V étant invariant par rotation et translation, le noyau de D*V (Q*, ¢*)
est au moins de dimension 3 : on suppose donc qu’il n’y a pas d’éléments supplémen-
taires dans le noyau. Si ces hypotheses sont vérifiées, Dy G(0, 0, U*) est inversible : en
appliquant le théoreme des fonctions implicites, on obtient I'existence de différentes

familles de solutions périodiques de (BIZHZTY).

Théoreme 3.1.1 On suppose que les hypotheseslH sont vérifiées. Pour tout j =~ 0,
le systeme (317)-(Z13) a deux familles de solutions, proches de I'* = (o*, X*, x*)
(existant pour j =0)

i) une unique solution stationnaire I'(j) = I'* + O(j2), correspondant a un équilibre
de@1) dans la limite d’un rapport de masse infini,

ii) une famille de solutions périodiques a deux paramétres I'(a, j) proches de T'(5)
(les deux paramétres sont o l'amplitude et la phase ¢). Ces solutions sont paires
si ¢ = 0. Elles correspondent a des modes normauz relatifs non linéaires de ([31)
associés a T'(j) dans la limite € — 0.

Breathers

On considere le cas ou certains degrés de liberté de x sont découplés des autres
a la limite ¢ — 0. On sépare = en deux groupes z = (&,&;)" ol & € R*™ on
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ng +n; = n. On suppose que le potentiel V' est de la forme

Un breather est une solution périodique dont les oscillations porteront essentielle-
ment sur & alors que 'amplitude des oscillations de &; sera beaucoup plus petite. On
construit ces solutions pour € = 0 en choisissant simplement X et & au repos et &
oscillant. On prolongera ensuite ces solutions pour € # 0 et pour un faible couplage
entre & et &. On reprend les notations de la section précédente et on résout (BI1)
pour (9, X) =~ (0%, X*). L’équation (BI7) est scindée en deux :

2
(3.28) i (iifzo—fo( X, &),
S
(3.29) g = fi(e X, &),

o f7(0,X,&) = =V Vi((0,0), X, Xn,&) et g, my sont les matrices de masse
diagonales sur chaque composante &j, £&. On remplace ’hypothese [ par :

Hypothese 5 Les différentielles partielles secondes DEOVO(Q*,&’;) et DéVl(Q*, £7)
sont inversibles. De plus DgOVO(Q*, &) posséde p valeurs propres positives (p > 1).

La matrice DglVl(Q*, £7) étant inversible, on peut prolonger I’équilibre & de (B229)
en une unique famille d’équilibre & (9, X) tel que & (0", X*) = &. On fixera par
la suite & = £(0, X). On étudie (B2ZV) de la méme maniere que pour les modes
normaux non linéaires. Sous une hypothese de non résonance, on construit une
famille de solutions périodiques de ([B2) au voisinage de &;. On peut les écrire sous
la forme

(3.30) ot; @, 0, X) = &(2, X) + v cos (U + ¢) 1 + O(a?),

ol o ~ (0 mesure 'amplitude, ¢ la phase. La fonction &, est paire si ¢ = 0. Il reste
a résoudre (EIX)-ETT) en (g, X) sachant que x(t) = (&(t; @, 0, X), &(0, X)) Sous
les hypotheses Bl ] et en appliquant le théoreme des fonctions implicites, on peut
encore résoudre (EIRHEIT) au voisinage de I'équilibre (g%, X) et pour a,j ~ 0 : on
notera cette solution Uy(a, j) = U* + O(a? + j2). On a ainsi construit un breather,
solution de (BIZHZTT) et qu’on peut développer sous la forme

(3.31) Ty(t;a,5) =T+ (0, arcos (1 + ) (7, 0)+0(®+57), Q=wi+0(’+;7).

3.1.2 Continuation des solutions périodiques et réversibles

Dans cette section, on donne des conditions générales permettant de prolonger
une famille de solutions T-périodiques et paires de ([BEIZ)-BIH) pour € # 0 : on
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en déduira I'existence de modes normaux non linéaires et de breathers solutions de
([B2) . On restreint la discussion au cas J = 0 : la vitesse angulaire § définie par
[BH) est impaire et T-périodique, ainsi 6 est T-périodique et paire. Les solutions
(@, q) obtenues seront donc T-périodiques et paires dans le repere fixe de référence.
Dans ce qui suit, on travaillera dans des espaces de fonctions paires en temps. Le
potentiel V(Q, ¢,n) dépend d’un parametre supplémentaire 1 qui peut varier autour
d’une valeur de référence (qu’on choisira égale a 0). Les solutions périodiques de
[BETA)-BIH) sont les zéros de F : X x R2 = Y, (U, ¢,n) — F(U,€,n),

G
F
d*r -
F(U,en) = MIW_G(G_G)

o - Y dw—1  dw, | —
M(W X eyt —e(F - F)
m(d—x+ed—wxl)—f
o Ndi2 o dt ’

o U = (9, X,r,Y,z) et J =0 dans ([BII), définissant w. Les espaces de Hilbert X
et Y sont définis par X = {U € R2V =3 x (Hg(?I‘))zAL3 X (HQ(T))M, Uty =U(-t)},
Y = {U € R¥*73 x (L%(']I‘))QN*3 X (LQ(']I'))%, U(t) = U(—t)}, munis de leurs
normes usuelles. De plus T = R/TZ et H*(T) est I'espace de Sobolev des fonctions

T-periodiques. Les sous espaces L2(T) et HZ(T) correspondent aux fonctions de
L3(T) et H*(T) et de moyenne nulle. Ainsi les solutions T-périodiques de (BI2)-
EBI0) (paire si J = 0) sont les zéros de F. Supposons que le systeme (BI2)-BEIH)
a une solution T-périodique Uy = (g9, Xo, 0,0, z¢) si € = n = 0, i.e. c’est un zéro de
F(.,0,0). On a obtenu deux familles de solutions dans la section précédente et on
va montrer un résultat de prolongement pour € # 0 et n # 0 a l'aide du théoreme
des fonctions implicites. Pour cela, montrons que Dy F (U, 0,0) est inversible. Soit
g1 €R, gy € R e (IXT)™, p € LA(T), ¢ € (L(T))*" ", Il faut montrer
qu’il existe une unique solution (§9,0X, ér,dY,dz) € X de

(332) DUf(U()a 07 O)((S@? 577 5T7 5}/7 51.) = (gla 92, D, 4, h)

Ce systeme est diagonal par bloc. On a d’un coté la linéarisation des 2 premieres
équations de (BIH) sur la partie oscillatoire du mouvement des masses lourdes qu’on
inverse facilement si I'hypothese de non dégénérescence géométrique est vérifiée. De
l'autre coté, on a simplement la linéarisation de ([BIHZTIY) et sur laquelle porte
'essentiel des hypotheses assurant l'inversibilité de Dy F (U, 0,0). La linéarisation

de (BID) conduit a
(3.33) L(6z) = 0yf*(00, Xo, 70(t))d0 + D5 (00, Xo, x(t))6X + h,
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ou L(dx) = m%éx — D, f*(00, Xo, 2o(t))dx. L'invariance de (B12)-(BIH) par trans-
lation en temps implique nécessairement que o est dans le noyau de £. On fait
I’hypothese.

Hypothese 6 Le noyau de L : (HZ(T))% — (LZ(T))2n est engendré par i,

Alors sur I'espace des fonctions paires de (H? (T))Qn, ona Kerl ={0}. L’operateur

L étant Fredholm et d’indice 0, on en déduit que £ est inversible : on note £7! son

inverse. On peut alors écrire dx sous la forme
(3.34) Sx(t) = Ag(t)do + Bo(t)dX + L7 (h)(t).

Il reste a résoudre le systeme donné par les conditions de compatibilité linéarisées.
En insérant (B34) dans ([B32), on obtient le systeme linéaire

_ 1 (T o
A160+ Bi6X = g, — T/ D, FM((20,0)", Xo, Xon, o(t)) L7 (h)(t)dt,
(3.35) B L0 -
Aid2 + BioX = goi — / D, F;((20,0)", Xo, Xon, o (t)) L (R)(t)d,
0

ou A, € R, B, € M172N,4(R) et A; € R2, B; € M272N,4(R) pour 7 = 2..N —1. Plus
précisément, on a

I - - oo
mzf/@ﬂ%@ﬁﬁ&xwwwmwm#W@WJ@%mmm%wﬁ
0

A= % /OT 05F;((20,0)", Xo, Xon, 2o(t)) + D F;((20, 0)", Xo, Xon, To(t)) Ao(t)dt,
a:%[bﬂﬁ@wﬂ&jw%wnﬂﬁﬁwwﬂ&j@%@www,
B;= % /OT D+F;((00,0)", Xo, Xon, To(t)) + Do Fi((20,0)", Xo, Xon, zo(t)) Bo(t)dt.
On fait alors 'hypothese suivante

Hypothése 7 La matrice B € Myy_3(R) définie par

Al Bl
B— f42 .BQ
ANfl BNfl

est inversible.
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Il existe donc une unique solution (6g,0X) de ([B3H) et dx est donné par (B34).
L’opérateur Dy F (U, 0,0) est inversible et en appliquant le théoreme des fonctions
implicites, on obtient l'existence de solutions périodiques de (BF) pour ¢ < 1 et qui
prolongent celle obtenues pour € = 0. Dans le cas des modes normaux non linéaires
et des breathers, on vérifie simplement les hypotheses B[] en un équilibre du systeme.
On obtient les théoremes d’existence.

Théoréme 3.1.2 (modes normaux non linéaires)

Supposons que les hypotheses HA sont vérifiées. Considérons un mode normal non
linéaire T'(t,«,0) = (9, X, x(t)) donné par EID, et solution de (F1)-[EIA) pour
j = 0, et a suffisamment petit. On choisit I'(., a,0) pair et T-périodique. Pour -y
suffisamment grand, il existe une solution T-périodique Ty, = (o(t), Z(t),z(t)) de

(Z3) pour J =0, tel que lim,_, ', =T'(.,,0) dans (HQ(’]I‘))2N_3 X (HQ(’]I‘))%.
Pour montrer la persistance des breathers, on fait I’hypothese supplémentaire
Hypothése 8 n?wi® ¢ Sp(Ly,) pour tout n € Z, ot Ly, = rhl’lDéVl(Q*, ).

qui permet de vérifier 'hypothese @l C’est une hypothese classique lorsqu’on cherche
a démontrer l'existence de breathers [34l B5].

Théoréme 3.1.3 (breathers)

Considérons un potentiel V' défini par (3.27), dépendant d’un petit parametre de
couplage n. Pour n = 0, on suppose que les hypothéses (3, [@, [] et [A sont vérifices
ainsi que l’hypothése de non résonanceld. Soit une solution type breather I'y(t, v, 0) =

(0, X,&(t),€1) de (TI0)-0ZIA) pour j =n =0 et a suffisamment petit. On choisit

y(., @, 0) paire et T-périodique. Pour vy assez grand et n =~ 0, il existe une solution
T-périodique T, = (o(t), Z(t), z(t)) de @A) pour J =0, tel que lim T

y—toon—0" "

Ty(.,,0) dans (H2(T))* 7 x (HX(T))™".

3.2 Orbites périodiques relatives localisées dans
un systeme triatomique

3.2.1 Continuation analytique

On étudie un systeme de deux atomes lourds et un atome léger dont I’hamilto-
nien est défini par

-1
(3.36) H =3

5 (F+F) + %ﬁ? +U(1Q1 = Q)+ WIQ1 = @) + W (lIQ2 = ).
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Tci y représente la masse des atomes lourds, Q1, Q; € R2 (resp. G1) sont les positions
des masses lourdes (resp. légere) et Py, Py, py leurs quantités de mouvement. On
suppose que U, W sont régulieres sur (0, +00) et que les forces d’interaction U’, W’
s’annulent en D* d* > 0 avec U"(D*) > 0, W"(d*) > 0 et d* > D*/2, ceci pour
permettre les configurations d’équilibre triangulaires. On fixe encore le centre de
gravité en 0, i.e. W(CNQ1 + Qg) + ¢ = 0 et on travaille dans un repere en rotation

. . . N 1
uniforme et de vitesse angulaire ) = ew ou € = 2. Si on note Qq,Qs, ¢ les
nouvelles coordonnées dans ce repere, ’hamiltonien dev1ent

€2 1
H=5(V2+Y8) + 30t~ Q QUK Yi+ Qu K Y+l K )
+U(|Q1 — Qal]) + W([|Q1 — a1 l) + W([|Q2 — a1]),

ou K = —R=z. Notons que H = H-—QJ, ot J=Qi1 ANPi+ Qs A Py+ i APy est
le moment angulaire : c¢’est également une quantité conservée au cours du temps.
Pour simplifier encore 1’écriture, on utilise le systeme des coordonnées de Jacobi,

1
U = Q2 — Q1, uy = q1 — §(Q1 + @2). L’hamiltonien s’écrit alors

(3.37) H=¢é|wi|]* + U(||lus]]) — ewu’ Kw,

2
5 Dl + W (i + 52 + W (s — ) — e,
ollw; = 5 2 (g —ewKuy), wy = (1—1—%)_1 (s —ew Kuy) sont les variables conjuguées
a (uy,us). On cherche des solutions T-périodiques dans la limite ¢ — 0 de type
breathers, ou les masses lourdes ont un mouvement de faible amplitude. On pose
uy(t) =u+er(t) on fOT r1(s)ds = 0 et w; = € 'v;. Pour simplifier les notations, on
écrira également uy = 79, Wy = vy et u = —K u. Les équations du mouvement sont

7;1 = 2U1 — (I)(E —+ ETl)J—, ’f]l = —€<@Uf_ -+ fe,ﬂ(rla 7"2)),
(3.38) 2

7o = (14 5)1}2 — e@ré, Vg = —ewvg Gem(r1,72),

avec Fea, Geu R? x R? — R? données par

U+ ery , u+ ery Ty + L
Fem(ri,r U+ ery||) =7 + W'(|jr2 + =
G,U( 1, 2) (” € 1”)”U ,rl” (H 2 2 H>2||r2 + u+257"1||
u 4+ €rq Ty — ters
_W/ ro — 2
(H 2 2 H)Q”Tg u—l—erl”
U4 ery, . o+ U+ ery . o — TN
_ :W/ _ 2 W/ o _ 2 )
gG,U(TbT?) (HT2 + 2 H) ||T2 + u+26r1 || + (HTQ 9 H> ||T2 _ u+26r1 ||

66



Le systeme (B38) a deux quantités conservées : I'hamiltonien H et le mo-
ment angulaire redimensionné J = eJ =UN v + €(r1 A vy + 19 Avg). De plus, ce
systeme possede une symétrie de reversibilité (les deux masses lourdes étant iden-
tiques) : si (@, r1,72) est une solution du systeme différentiel d’ordre 2 issu de (B38)
alors (—Sw, —Sri(—t), Sra(—t)) est aussi solution avec S (a,b) = (—a,b). L'inva-
riance de (B38) par rotation fait qu'on ne va pas pouvoir appliquer directement le
théoreme des fonctions implicites et un changement de variable supprimant cette
invariance (comme dans le cas précédent) introduirait une singularité artificielle qui
nous empécherait de continuer certaines solutions intéressantes (ici les inversions).

Dans cette section, on adapte une approche introduite par MacKay et Sepulchre
et généralisée par Munoz-Almaraz pour la “continuation” d’orbites périodiques pos-
sédant plusieurs intégrales premieres : on introduit dans les équations du mouvement
des termes dissipatifs artificiels par rapport a chaque quantité conservée, ici H et
J. On choisit ici o VH + fVJ. Le probleme est alors équivalent a chercher les zéros
d’un opérateur dont on montrera que c’est une submersion pour ¢ = 0 et sous
certaines conditions de non dégénérescence. En utilisant un théoreme de structure
des zéros d’une submersion, cette famille de solutions (correspondant a des solutions
périodiques) persiste pour € # 0. On montre en plus que pour avoir des solutions
périodiques du systeme “dissipatif”, il faut a = 3 = 0, ce qui permet d’obtenir des
solutions exactes du probleme de départ.

Dans la suite, on travaillera dans des espaces de fonctions 1-périodiques (il suffit
de faire le changement de variable ¢ +— ¢/T") ou T est une inconnue). On considere
le systeme différentiel “dissipatif”

i =T(2v, — 0@+ er) ™ + ae(Foalri, ra) + ovi) — Bevf),

i =T( —e(@vy + Fealri,m)) + (201 — @@+ er)") + BT+ erl)L),
(3.39) 2 o . |
o = T<(1 + 5)1)2 — ewry + aewvy + Gem(ri,m2)) — Bevy ),
2
Dy = T( — vy — Geal(ri,ra) +a((1+ %)Ug — €ory) + Ber%),

ol la fonction r; a une moyenne nulle :

(3.40) /1 r1(s)ds = 0.

Dans la suite, on notera u = (71, 79, v1, v2)". La relation entre les solutions périodiques

de B39)-B20) et celles du systeme de départ ([B38) est donnée par le lemme
Lemme 3.2.1 Soit u une solution 1-périodique de (Z39)-(340) et u(t) = u(t/T).
«

S’il existe tg € R tel que VJ(u(to)) et VH(u(ty)) sont libres. Alors o = 3 =0 et @
est une solution T-périodique de (T33).
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On réduit ensuite la recherche de solutions périodiques de (B39)-BZ0) a celle des
zéros d’une fonction bien choisie. Comme dans le cas, général, il faut une équation
sur la partie statique @ pour € = 0. Le probleme portant sur « est invariant par
rotation : & une rotation pres, on peut choisir 7 = g(1,0)". On a juste besoin d’écrire
une équation sur o. En prenant le produit scalaire de @ avec les 2 premieres équations

1 [
de (B39), on obtient ?/ (01, u) dt = €Z, ol
0

1 1
(3.41) T=—(1+a% / (©v1 + Femlri,r),w) dt + ﬁ/ (ri + avi, @) dt.
0 0

Du fait de la périodicité, fol (01, w)dt = 0 et Z = 0 pour € # 0. On ajoute cette
condition de compatibilité a [B39). Elle fixe @ pour € = 0 et s’écrit

1 1
(3.42) / (©v + Femlri,re), ) dt = b 5 / (ri + awi, ) dt.
0 1 —+ « 0

On rééerit (B39)-[BZA) comme un systeme d’équations fonctionnelles
(343) Fe,w(T1>U1>T2,U2,§a Taaaﬁ) =0
ol

71— T(2vl — @@+ er))t + ae(Feq + wa) — ﬂev%)

. B o _ u
U] — T( - e(wvll + .7:6,5) + a(21}1 —w(u+ erl)L) + B(u + 67“1)l — EIW>
2
Feo = o — T((l + %)Ug — ewry + alewvy + Geq) — 561)%)
2
Uy — T( — €y — Gem + o((1+ %)’Ug - E(DTQL) + ﬂer%)
A

et = 9(1,0)". Notons que la seconde composante de F, 5 multipliée par (1,0)" a
une moyenne nulle. Les potentiels U, W étant réguliers, la fonction F,; est C* sur
un ouvert de X et a valeurs dans Y, ot X = Hj x (H')? x R*, Y = L? x L x (L?)*x R.
De plus H}, désigne 'espace des fonctions r € H! tel que fol r(s)ds =0, et v € L2 si
vel?et [(v(s),(1,0)")ds = 0.

On calcule d’abord les solutions périodiques du probleme pour € = 0 i.e. les
zéros de Fp g, et on montrera que c’est une submersion en ces points. En utilisant
un théoreme de structure des zéros d'une submersion, on obtiendra une solution

T-périodique du probleme ([B39)-(B22) et donc du probleme ([B3Y) pour € < 1 et
W & wWy. Si € = 0, une solution T-périodique doit vérifier « = = 0 et 71 = 0,
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v = %LDTLJ‘. Pour le mouvement de la masse légere et la partie statique @, on obtient

le systeme couplé
1
(344) 4 TV, V(3(1,0), 1) = 0, / F1(3(1,0)", ra(s))ds = 22 5,
0

ol F; est la premiere composante de F. On étudie le cas @ = 0, le cas @ # 0
étant traité de maniere perturbative. On se restreint aux configurations isoceles en
choisissant 75(t) = (0, R(Tt)) (R est T-périodique) et p = /2. Le systeme (BZ4)
devient

Vo

4 "+ %R, p)=
(3.45) R+ S8R, p) =0,

T
Vo
—(R(t),p)dt=0,

o Op

ou Vo(R,p) = 2W(\/R?+ p?) + U(2p). Le systeme ([BZH)-[BZH) possede les solu-

tions d’équilibre (R, p) = (£R*, p*), i.e. VVi(£R*, p*) = 0. Pour les configurations
isoceles, le probleme est tres simplifié puisque I"équation (B4H) est intégrable. On va,
comme pour le cas général, calculer les solutions T-périodiques de 1'équation (BZH)

puis étudier I'équation non linéaire obtenue en insérant cette solution périodique
dans la condition ([BZH). Les potentiels V, W vérifient les conditions :

(3.46)

Hypothése 9 Les fonctions U, W sont analytiques sur RT et U', W' s’annulent
uniquement en D* d* > 0 respectivement, avec U"(D*) > 0, W"(d*) > 0 et d* >
p* = D*/2. De plus, on choisit W convezxe sur (0,d*].

Pour avoir l'existence d'une solution périodique de [BZ3 BZ4), il faut p < d*.
On supposera cette hypothese vérifiée par la suite. L’hypothese [ implique que Vj
est un potentiel a double puits avec les points critiques 0 (point selle) et £Ry(p)
ot Ry(p) = +/d** — p? (centres). Le signe de h(p) = [%QRVQO %;‘? - g(%%))z]R:Ro(ﬁ)
détermine si la fréquence augmente ou diminue avec I'amplitude. L’allure du poten-
tiel est représentée dans la figure Bl (figure de gauche).

La fonction W étant strictement croissante sur (d*, +o00) et décroissante sur
(0, d*), il existe dy, tel que dym = Inf{d € (0, d*), W(d) < Wy}. Sip €
(dpmin, d*) alors W(p) < Wy et V5 a un maximum local en 0 et global en +oo.
Les trajectoires sont données par la figure Bl (figure de droite) au moins jusqu’aux
orbites homoclines a 0. A U'intérieur, les orbites périodiques sont les prolongements
des modes normaux linéaires jusqu’a ’orbite homocline et la configuration reste tri-
angulaire. Au dela de I'orbite homocline, les solutions périodiques correspondent a
des modes d’inversions. On a deux situations différentes selon que W, = +00 ou
Wo < 00 : ou bien les orbites périodiques de type inversion remplissent tout ’espace
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Vo(R, p)

R/

53
=SS

R |0 ﬁo(ﬁ> R

R

F1G. 3.1 — Figure de gauche : Comportement local du potentiel Vy(., p), Figure de
droite : Plan de phase du systeme (BZZH) pour p € (dyin, d*), au voisinage des orbites
homoclines a 0.

des phases (W, = +00) ou bien elles restent confinées entre deux orbites hétéroclines
symétriques joignant (£oo,0). On supposera par la suite que p* > d,;, pour
préserver les propriétés du potentiel V. Pour paramétrer les solutions périodiques,
on introduit le parametre d’énergie E = 2[W(y/R(0)? + p?) — W(d")]. La valeur
E = 0 correspond a I'équilibre R = Ry(p) et B — Epqq(p) = 2(W(p) — W (d*)) lors-
qu’on s’approche de I'orbite homocline. Au dela E' > E,,..(p), il existe des solutions
périodiques en inversion tant que £ < E* = Z(WOO — W(d*)) Ainsi, pour chaque
valeur de E € [0, Enaz(p)) U (Erae(p, E*), il existe une unique solution T'(E, p)-
périodique et paire qu’on notera R ;. On a ainsi obtenu les solutions périodiques de
BZ3) : en insérant cette solution dans ([BZ4H), on réduit le probleme du calcul des
solutions périodiques de (BZDHEAG) a la recherche des zéros de la fonction f définie
par

1 [TEr 0V
— —(Rg (1), p) dt.
TE',ﬁ 0 aﬁ ( E,p( )7p>

(3.47) f(E.p) =
La figure (figure de gauche) représente les zéros de f calculés numériquement
pour les potentiels de Morse. La ligne mince représente ’ensemble (E,,q.(p), p), noté
['y. La ligne de niveau des zéros de f s’étend jusqu’a (Ey, po) ~ (0.04,0.81) € I'y. La
branche des solutions en dessous de I'; représente la branche des modes normaux
non linéaires alors que celle située au dessus représente les modes en inversions. On
ne peut étendre numériquement le calcul mais il semble qu’en ce point de rebrousse-
ment, les deux branches soient tangentes. On obtient ainsi le théoreme d’existence
suivant
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Fic. 3.2 — Figure de gauche : Ensemble des zéros de f, noté A, calculé pour les
potentiels de Morse U(z) = W (z) = (e~ — 1) Figure de droite : Période des
solutions de (BZ3) en fonction de E lorsque (F, p) suit la ligne des zéros de f.

Théoréme 3.2.2 Supposons que l'hypothese [A soit vérifice, dp, < p* et le zéro
p=po de f(Ena(p), p) soit simple. Alors on a

i) Pour tout p € (p*, po), il existe T > 0 et une fonction R T-périodique de
(543)-(548) avec 0 < E < E,0.(p) et tel que
a) R est paire en't, R(t) > 0 pour tout t € R,
b) T — 2r/w}, E — 0 et R — R* dans C#(R) lorsque p — p*. Dans cette
limite les solutions sont paramétrées par o =~ 0 ["amplitude :

R(t) =R +acosQt+0(a?), Q=wi+0(?), p=p" +0(?),

¢) T — 400, E — Ena(po) et R — Rl (uniformément sur tout compact) si
p = po-
i1) Pour tout T assez grand, il eziste p € (dpin,d") et une fonction R T-périodique
vérifiant (344)-(540), avec E > E,..(p) et tel que
a) R paire ent, R(t) > 0 pour tout t € [0,T/4), R(t+T/2) = —R(t) pour tout
teR,
b) p— po, E = Epac(po) et R — RI (uniformément sur tout compact) si
T — 4o00.

On a représenté dans la figure (figure de droite) la dépendance de la période
T par rapport a E lorsqu’on parcourt la ligne de solutions de (BZHBZ0).

On passe maintenant au probleme du prolongement de ces solutions pour € # 0.
Considérons une solution 1-périodique de [BZ) notée wy = (0o,0)", 73 pour T =
Ty et de vitesse angulaire @wy. On veut montrer que Fj g, est une submersion en
(r1,v1,72,02,0, T, v, ) = X ont X = (0, 2awoug, 3, v3, 60, Tp, 0,0) et T, ' 79 = v9.
Rappelons que F g, : X — Y est une submersion en Xy si DFj 5, (Xo) est surjective
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et son noyau a un complémentaire fermé dans X. Comme dans le cas général a N +n
particules, les conditions pour que Fj g, soit une submersion, portent essentiellement
sur les équations du mouvement de la particule légere et la contrainte de compati-
bilité. Soit £ : H? — L2 Popérateur linéaire défini par Lv = & + T3 D,,G(tg, r9)v.
On fait '’hypothese de non dégénerescence :

Hypothése 10 Kerl =< 9 > .

L’opérateur £ étant Fredholm et d’indice 0, ceci permet d’énoncer des conditions
simples pour la résolution d'un probleme du type Lv = h. La deuxieme condition
porte sur la linéarisation de la contrainte de compatibilité. Soit hJ solution de Lh) =
~T2DyG (g, r9) . On définit le coefficient A; correspondant & la dérivée partielle
dans la direction # de la contrainte de compatibilité en la solution périodique X
pour € =0 :

1
(348) Al = / <Daﬁ(ﬂ0, Tg)ﬂo -+ Dr2p(ﬂ0, Tg)hg, ﬂo) dt
0

On fait alors I’hypothese, analogue a celle sur I'inversibilité de la matrice B de la
section précédente

Hypotheése 11 Le coefficient Ay défini par [348) ne s’annule pas.

Si ces hypotheses sont vérifiées, on montre que DFj 5, (Xp) est une submersion. Plus
précisément, on montre que DFp 4, (Xy) est surjective et son noyau est de dimension
deux. On obtient alors un résultat général de persistance de solutions périodiques

Théoréme 3.2.3 On fitee =0, w = &y dans (340)-Z39)-[3Z3) et on choisit une
solution 1-périodique, associée a T = Ty, (r1,v1, 72,09, u) = Uy non stationnaire de
ce systeme. St les hypothéses [, [0 sont vérifiées alors Uy appartient localement a
une famille de solutions périodiques a trois paramétres de (FZ0)-(Z2)-(5Z3) (pour
e =0, w = W), parametrées par la phase, la rotation et la période T' =~ Ty. Cette
famille persiste pour € = 0 (grand rapport de masse) et w =~ wy (vitesses angulaires
proches). Pour ¢ # 0, les solutions du systéme hamiltonien [3-37) qui leur sont
associées vérifient u; — (uy) = O(€?), avec des oscillations portant essentiellement
sur ug lorsque € = 0.

En combinant les théoremes et BZ3 on obtient des branches globales
de solutions périodiques de BZ)-B39)-B2D), paramétrées par la période T, le
rapport de masse € et la vitesse angulaire @ (& un déphasage et une transformation
Euclidienne pres). Cette branche est globable au sens ou 7' est non borné mais reste
une branche locale dans les directions transverses € ~ 0 et @ ~ .
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Théoréme 3.2.4 On suppose que les hypotheses du théorémelZZA sont vérifiées et
on choisit une solution Ty-periodique (non constante) (R, p) de (3:43)-(3408) donnée
par le théoreme [ZZA On définit une solution 1-périodique solution U, de (3-40)-
(Z39)-(373) associée a T = To, € = 0, @ = 0 par (r1,v1,79,v9,u) = Uy et 4 =
(25,0)%, 11 = v; = 0, ro(t) = (0, R(t)), Ty ' 7y = vy. On suppose en plus que (R, p)
est tel que les hypotheses, [ sont vérifiées (c’est le cas pourlZZA-i) si on choisit
une solution proche d’un équilibre triangulaire avec p* qui n’est pas un multiple de
R* et si le coefficient h(p*) = [%;VQO %;‘? - %(%%)Z]R:Ro(p) ne s’annule pas). Alors
Uy appartient a une famille de solutions de (340)-1339)-([3-23), parametrée par la

phase, la rotation, la période T ~ T, e = 0 et w ~ 0.

3.2.2 Continuation numérique

On a calculé numériquement des prolongements de modes en inversion obtenus
au théoreme pour € # 0 et @ # 0 en procédant en deux étapes. On fixe w = 0
et on calcule un prolongement par rapport a €. Dans ce cas, la configuration isocele
est préservée et on utilise simplement une procédure de “continuation” d’orbites
périodiques paires. Plus précisément, si on pose u + ery(t) = (2p(t),0)" et ro(t) =
(0, R(t))". On cherche simplement des solutions périodiques et paires de

pl=—é (U’(Qp) + WV R+ pQ)#)

(3.49) ¥ L

R'= -2+ )W (VR + p?) .
V R? + p?
(0))

(R(T), R(T), p(T), §(T)) = or(R0),
ou ¢r est le flot associé a (BZ9) a l'instant 7. Ce probleme est résolu en augmen-
tant € d’'un cran Jde et en se servant de la solution calculée a 1’étape précédente
pour démarrer les itérations de Newton (la jacobienne de I'application est inversible
puisqu’on cherche des fonctions paires). Le résultat du calcul est représenté par le
graphe de I'hamiltonien H, en fonction de € (figure B3)). On a fait le calcul pour
la solution en inversion correspondant a 7" = 15 lorsque € = 0. On a pu mener la
procédure de continuation jusqu'a € = 0.4. Au dela, la solution est trop instable.
Plus précisément, en analysant le spectre de Floquet, on montre que +1 est valeur
propre double et une autre paire de valeurs propres, complexes conjuguées est sur

le cercle unité tant que € < 0.23, au dela, cette paire collisionne en +1 et passe sur
I’axe des réels pour former une paire de valeurs propres instables.

(R(T), p(T)) ou

en calculant les points fixes de I’application (R(O), P —
0,(0),0),

On procede ensuite a la continuation de la solution obtenue pour w # 0. Dans
ce cas, la configuration isocele n’est plus maintenue et on doit résoudre le systeme
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Fi1c. 3.3 — Figure de gauche : 'Hamiltonien H, en fonction du rapport de masse ¢
lorsque la fonction (R, po) de (BEZDEIZAEI) calculée pour € = 0 est continuée par
rapport a e. On a fait la continuation jusqu’a e = 0.4. Figure de droite : Prolongement
de modes d’inversion pour € = 0.1 (ligne en pointillés) et ¢ = 0.2 (ligne continue)
lorsque w varie.

différentiel complet sur les variables de Jacobi et de dimension 8. On a représenté
le résultat de la continuation pour € = 0.1 et € = 0.2 lorsque @ varie. En calculant
le spectre de Floquet, on montre que la branche située apres le premier point de re-
broussement est instable (au moins au voisinage de ce point). Pour € = 0.1, la valeur
du point de retournement w = 0.6 semble reliée a une bifurcation du meéme type
sur les équilibres relatifs. Comme le montre la figure B4 une paire de configuration
triangulaire isocele semble émerger du point R = 0 pour &w = w, ~ 0.49.

Triangular equilibrium, 0.1 Triangular equilibrium, £=0.1

. L L L L L L L L L ) , L L L L L L ,
-1 -08 -06 04 -02 nRoz 0.4 06 0.8 1 05 06 0.7 08 09 1 11 12

F1G. 3.4 — Famille d’équilibres relatifs avec u; = (2p,0)" et us = (0, R)" émergeant
de la configuration isocele (R = £/3/2, p = 1/2) lorsque @ augmente, pour ¢ = 0.1.
Les calculs sont réalisés a I'aide de CLLMATCONT [20].

On termine par des considérations dynamiques sur le probleme complet : on
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souhaite analyser 'effet de I'instabilité des modes en inversions et voir si on observe
un phénomene de dissociation. On a effectué une perturbation de I'ordre de 5% de
I’énergie totale du systeme. Dans ce cas, on observe une dislocation partielle ou la
masse légere reste attachée a 1'un des atomes lourds alors que l'autre atome est
ejecté (figure B0 a gauche). On a également effectué une perturbation d’'un mode
stable et représenté la composante verticale de uy) : méme si la solution n’est plus
périodique, on voit que la dynamique s’organise encore autour des inversions (figure
B3 a droite).

0 100 200 300 400 500 60%

Fic. 3.5 — Figure de gauche : perturbation d’une solution T-périodique instable
associée a € = 0.2 et w = 0.4869 sur la figure B3 (branche du haut). La distance entre
masses lourdes est représentée par ligne continue, les lignes discontinues donnent les
distances de la masse 1égere au deux masses lourdes. Figure de droite : perturbation
d’une solution T-périodique stable associée a € = 0.2 et w = 0.4869 sur la figure
(branche du bas). On représente la composante verticale de us

3.3 Perspectives

On a présenté une méthode de construction de breathers périodiques ou rela-
tivement périodiques pour des molécules dans le plan, lorsqu’un groupe d’atomes
possede une masse caractéristique tres supérieure a la masse des autres atomes.
Cette méthode permet ensuite de calculer numériquement des breathers pour des
rapports de masses qui ne sont pas nécessairement tres grands. Pour e = w = 0,
on a restreint le calcul aux configurations isoceles et il serait intéressant d’étudier
d’autres types de solutions périodiques susceptibles d’étre prolongées pour € # 0 et
w # 0. Ensuite, pour les modes en inversion, on a fait le lien entre une bifurcation
d’équilibres relatifs et deux branches (une stable et une instable) de breathers rela-
tivement périodiques. Une analyse de stabilité de ces équilibres au voisinage de la
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bifurcation nous permettrait de mieux comprendre la stabilité des breathers proches
de ces équilibres.

Un autre probleme important est celui de la généralisation a la dimension trois
de nos résultats. Dans ce cas, la structure des transformations euclidiennes laissant
invariantes le systeme est plus riche. On pourrait commencer par étudier le cas par-
ticulier de la configuration tétraédrique pour laquelle, il existe un certain nombre
de résultats (numériques) dans le cas de la molécule SnD, [28]. Enfin, les résultats
obtenus concernent [’existence de breathers : on ne sait rien dire de leur stabilité (a
part numériquement). Il serait donc intéressant de mettre en avant des mécanismes
permettant de passer d’une configuration ou I'énergie est équidistribuée a une situa-
tion ou I’énergie est localisée. C’est une question difficile auquelle on ne sait répondre
que tres partiellement a travers une étude numérique de stabilité linéaire.
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