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Série 2:

Calcul des différentielles

Exercice 1.

Montrer que les applications suivantes sont différentiables et calculer leur différentielle:
a) fi:IR"— R™, fi(x)=Ax+Db, avec

Ae My, ,(IR), b e IR™ données.

b)  fo:E— R, fo(u)=fyu(z)dr+3u(0) avec

E = (C([0,1], IR) muni de la norme supremum || - || .

c) fo: Mu(IR) x R" — R", fs(A,b) = Ab

d) fi:E*—E, filu,v,w)(z)= (2 +2)u(x)v(z) [y a(t)w(t)dt +u(0) avec

E comme en b) et a € E donnée.

Exercice 2.
Soit f : IR?* — IR* donnée par

f(zy,20) = (:1:% sin (xg), 1 + exp (1’2))

Montrer que f est de classe C' sur IR? et calculer sa différentielle.

Exercice 3.
Nous notons dans la suite par |z| la norme euclidienne d’un vecteur x = (z1, 29, - - ,) € IR".

a) L’application f; : IR* — IR définie par fi(x1,x5) = % six # (0,0); f1(0,0) =0 a-t-elle des
x

dérivées partielles premieres en (0,0)7 Est-elle continue en (0,0)7 Est-elle différentiable en (0,0)7

””‘ﬁ? six % (0,0); £2(0,0) = 0.

1
c) Soit f3: IR* — IR définie par fs(z1,z2) = |z|?sin Tl si x # (0,0); f3(0,0) = 0. Montrer que f
x

est différentiable en (0,0). Ses dérivées partielles premieres sont-elles continues en (0,0)7

b) Meémes questions avec f : IR* — IR définie par fy(z,,zs) =

Exercice 4.

Soit K un ensemble compact en IR" et £ = C(K, IR) muni de la norme supremum || - ||. Soit g :
IR — IR de classe C'. On définit application ¢ : £ — E, ¢(u)(z) = g(u(x)) VYu € E,Vr € K.
a) Montrer que ¢ est bien définie.

b) Montrer que ¢ est différentiable et calculer sa différentielle.

c) Application:

Calculer les différentielles des applications ¢, @5 : E — E définies par

¢1(u)(x) = uP(z) avec p € IN

¢o(u)(z) = exp (u(x)) + 3sin (u(xg)) avec zg € K donné.



Exercice 5.

a) Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, ¢; : F x E — F une application bilinéaire et
continue et f; : E — F' la forme quadratique associée a ¢ (c’est a dire: f; : E — F, fi(z) =
v1(x,x), Vo e E).

Montrer que f; est différentiable et calculer sa différentielle. Que devient cette différentielle si
est symétrique? (c’est a dire: p1(x,y) = ¢1(y,z), Vz,y € E)

b) (Généralisation de a)): Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, n € IN*,

w9 E X E--- x F — F une application n-linéaire et continue et f, : £ — F l'application définie
par fo(x) = po(z,2,---x), Vo € E.

Montrer que f, est différentiable et calculer sa différentielle. Que devient cette différentielle si g
est symétrique? (c’est a dire: Vry,zo, - x, € F et pour toute permutation o de {1,2,---n} on a
©o(T1, T2, - Tp) = ©2(To(1)s To2)s ** * To(n))-

c) (Application:) Soit fs : M, (IR) — M, (IR) définie par ¢,(A) = AP (p € N*). Montrer que f;
est différentiable et calculer sa différentielle.

Exercice 6.

a) Soit F un espace vectoriel normé et ¢ : F? — IR une application bilinéaire, continue et
symétrique et soit ¢ la forme quadratique associée. On suppose en plus que ¢ est positive

(p(z,x) >0, Yz € F) et on définit la fonction

f:F—F f(r)=—F——.

£/ 1+4q(z)
Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle.
b) (Application:) Soit E comme en Exo 1 b). Trouver la différentielle de I'application

L D)) = u(x)
g:E—E, g(u)(z) Ny

Exercice 7.
Soient E un espace vectoriel normé, L(E) I'algebre normée des endomorphismes continues de E et
f: E — L(F) une application différentiable. On définit ¢ : E — E par p(z) = f(x)(z), Yz € E.
a) Montrer que ¢ est différentiable sur E et calculer sa différentielle:

al) diréctement (avec la définition de la différentiabilité)

a2) en écrivant ¢ comme la composée d’applications différentiables judicieusement choisies.
b) On considere le cas particulier ot £ = IR* et ou f est application qui & z = (z1,7,) € IR?
associe I'élément de £(E) dont la matrice par rapport & la base canonique de IR* est

r1 —T2
T2 I '

Calculer la différentielle de ¢:
bl) en appliquant a)
b2) en évaluant f(z)(z).

Exercice 8.

Soient F et F' des espaces de Banach. On rappelle que Isom(E, F) ('ensemble des isomorphismes
d’espaces normés) est un ouvert de L(E, F'). Montrer que f : Isom(E, F) — Isom(F, E) définie
par f(u) = u~" est différentiable sur Isom(E, F) et pour tout h € L(E, F), df,(h) = —u ' ohou™".



