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Mode de convergence

Rappel Théorie générale
Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Définition des équations intégrales de Fredholm de deuxiéme
espece

Soit meN*, DCR™, k:D x D — C, une fonction absolument
intégrable appelée noyau.

Soit X un espace fonctionnel de Banach, et un opérateur compact
T : X — X défini par

(Tx)(s) = /D K(s, t)x(t)dt

Pour y € X et z € C*, on s'intéresse a la résolution numérique de
I'équation intégrale de Fredholm de 2¢™€¢ espéce :

(T—zl)p=y.
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Mode de convergence

Théorie générale

Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Modes de convergence

Soit (An)n>1 une suite d'opérateurs linéaires continus de X dans lui
méme ,

La convergence en norme

IlAn — Al| — 0, quand n — +o0.

Ap Al 4,

La convergence collectivement compacte

1) Vx € X : Apx — Ax, quand n — +o0.
2) dno tel que I'ensemble {A,x, n > ng, ||x|| < 1} est relativement
compact.

A, =55 A
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Mode de convergence

Théorie générale

Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Modes de convergence

La v-convergence

1) sup ||An]] < 400.
neN

2) (A= ApA| — 0, quand n — +oo.
3) [I(A— AnAs| — 0, quand n — +oc.

A, — A.

Propriétés

A A A

et
A, =S A= A, A
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Mode de convergence

Théorie générale

Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Théorie générale

Soit (Tp)n>1 une suite d’approximations de T

théoréme

zere(T)NC*, si T, — T Alors pour n assez grand |'opérateur

(T, — zl) est inversible et (T, — z/)~! est uniformément borné, de
plus

lo = @all < I(To —20)7HII(T — Ta)eoll.

Avec ¢, est la solution de

(Th—zl)pn =y
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Mode de convergence

Rappel Théorie générale
Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthodes basées sur une projection 7, — |

v

Opérateur de Kantorovich TK = T.

A TK = 7,T, on associe les équations approchées suivantes

(WUT_Z/)SD% =Y
(7TnT _ZI)QD% = Tny.

lo = @rll < I(TAE = 2D = 7a) Tl
le — @2l < I(Ta¢ = 27 I (mn = DTl + (1 = ma)yll]
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Mode de convergence

Rappel Théorie générale
Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthodes basées sur une projection 7, — |

Opérateur de Sloan 77 2 T.
T2 = T
Les équations approchées sont

(Tﬂ—n —ZI)QO:; =Y,
(Tmn— Z/)‘Pi = TnYy,

le =3l < I(T7 =2 = ma) Teoll-
le —@pll < (T =2 I T (= Dell + 10 = 7n)yl]
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Mode de convergence

Rappel Théorie générale
Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthodes basées sur une projection 7, — |

Opérateur de Galerkin T¢ -2 T.

TnG =mpl 7,

On obtient les deux équations approchées

(mnTmp — z/)go‘:’, =y,

(mp Tmp — z/)cp?, = mphy.

e = £3ll < ICTE = 20T = Tl
lo = @3 < (T — 20721 (ICTE = Thell + 11 = mayl) -
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Mode de convergence

Rappel Théorie générale
Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthodes basées sur une projection 7, — |

|

L'opérateur de Kulkarni TN i,
Proposé par REKHA P. KULKARNI en 2003.

T,ﬁv =mp Trn+mn T(l—=7p)+ (I —=7p) T =70 T+ Trp—7n Top.
Les equations approchées sont

(T —zl)p) =y,
(Triv - ZI)(,O?, = Tny,
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Mode de convergence

Rappel Théorie générale
Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthodes basées sur une projection 7, — |

le = @bl < I(TR =2 7HINU = 7a) T( = 7).
lo—all < 1T =2D) U = 7) T = 7)ol + (7 = 7a)yll)
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Mode de convergence

Théorie générale

Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthode de Nystrom

Soit le schéma d'intégration numérique défini par :

vg € CO(D), / g(t)dt =3 wnjg(tn)),

D

L'opérateur approché de T
dn
(Thx)(s) = Z Wi jk(S, tnj)X(tn)-
j=1

L’équation intégrale approchée est

dn

Vs € D, > wagn(s. ta))pn(tay) — 2on(s) = ¥(s).
j=1
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Mode de convergence

Théorie générale

Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthode de Nystr

Pour s = t,;,i = 1,...,dn, on obtient le systéme linéaire

dn
Z Wi jik(tnis tnj)en(tnj) — zen(tni) = y(tni), i = 1,...dn.
j=1

Si ce systéme linéaire a une solution unique alors il existe une
unique solution approchée vaut

1[ &
(Pn(s) = ; I:Z WnJH(Su tn,j)(Pn(tn,j) - y(S)
j=1
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Mode de convergence

Théorie générale

Méthodes basées sur une projection
Méthode de Nystrém

Méthode de Nystrom

Théoréme

Soit X = C%(D), soit z € re(T) N C*. Si k est une fonction
continue sur D x D, et le schéma de quadrature est convergent
pour toute fonction continue, alors pour n assez grand |'opérateur
T, — zl est inversible, I'inverse est uniformément borné et

l = @nll < [I(Tn = 2)7HI(T — Ta)ell-
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La méthode d'intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d’intégration produit dans Ll([a‘ b])

La méthode d'intégration produit dans C°([a, b))

Soit D = [a, b] avec a, b € R, a < b, et un noyau « défini sur
[a, b] % [a, b] de la forme

k(s,t) = L(s, t)H(s, t).

On fait les hypothéses suivantes :
(H1) L€ C°([a, b] x [a, b]).
(H2) H vérifie :

(H2.1) ey = sup [P |H(s,t)|dt < co.
s€[a,b]

(H2.2) lim wy(h) = 0,
h—0

avec wi(h) = sup [P 1H(s, t) — H(r, t)|dt.

IS_T‘Shv SvTE[avb]
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La méthode d'intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d’intégration produit dans Ll([a‘ b])

La méthode d'intégration produit dans C°([a, b))

L'opérateur T défini par :

Vx € C%[a, b)), Vs € [a,b] : Tx(s) = /b L(s, t)H(s, t)x(t)dt.

Proposition

T est défini de C°([a, b]) dans lui-méme. Il est linéaire et compact.

Hanane KABOUL Intégration Produit Dans L1



La méthode d'intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d’intégration produit dans L™ ([a, b])

La méthode d'intégration produit dans C°([a, b))

Soit tp0 < th1 < -+ < tpn une grille uniforme sur [a, b], soit
b—

h,,—i Ona t,; = a+ ih,.
On defmlt pour x € C%([a, b]) et s € [a, b] I'interpolant linéaire
suivant

Approximation

£ LG5, ()] = 2 [(tni — )L(S, tnj1)x(tni )

n

+ (t = tni—1)L(s, tn,i)x(tn,i)]

ol i est tel que t € [ty i1, tni]-
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La méthode d'intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d’intégration produit dans Ll([a‘ b])

La méthode d'intégration produit dans C°([a, b))

Remplacons L( ) (1) par [L( t)x(t)]n, on obtient I'opérateur
T b

approché T,x( (t)]nH(s, t)dt, s € [a, b] On peut

exprimer T, par

) =D wj(s)L(s, tn)x(tn;)
j=0
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La méthode d'intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d’intégration produit dans Ll([a‘ b])

La méthode d'intégration produit dans C°([a, b))

1
Wno(s) = h/ (tn1 — t)H(s, t)dt,
tn,0
1
W”v”(s) /,T / (t— tn,n—l)H(Sv t)dt,
th,n—1

pour j=1...,n—1:

wp j(s) =

/ (t — tnj—1)H(s, t)dt

tnj 1

.y

1 tnj+1
h/ (tnj41 — t)H(s, t)dt.
n tn,j

L'opérateur T, est défini de C°([a, b]) dans lui-méme, il est linéaire

et il est compact.
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La méthode d'intégration produit dans C°([a, b))

(H1) L€ C°([a, b] x [a, b]).
(H2) H vérifie :

(H2.1) cy = sup fab |H(s, t)|dt < oo.
s€[a,b]
(H2.2) lim wy(h) =0,
h—0

avec wy(h) = sup [P |H(s, t) — H(r, t)|dt.

IS_T‘Shz S)Te[azb]
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La méthode d'intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d’intégration produit dans L™ ([a, b])

La méthode d'intégration produit dans C°([a, b))

Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour tout n assez grand

I'opérateur T,, — zl est inversible et I'inverse est uniformément
borné. De plus

l = @all < 1(To = 21) e max w (L(s,)e(.), hn).
s€(a,b]
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La méthode d’intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d'intégration produit dans L*([a, b])

Théoréeme de Kolmogorov-M. Riesz-Fréchet

Théoréme de compacité dans L!

Soit 1 < p < 400 et Q un ouvert de RY. Soit w C Q tel que

W C Q et mes(w) < +o00. F un sous ensemble de LP(Q) tel que :
(i) F est borné dans LP(Q2),

(i)

lim ||7af — f||1p(s) = O uniformément dans F.
[[Al|—0

Alors le sous ensemble F|,, de LP(w) est relativement compact.
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La méthode d’intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d'intégration produit dans L*([a, b])

La méthode d'intégration produit dans L!([a, b])

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R, T est un opérateur
intégral défini par :

b
Tx(s) = / L(s, )H(s, E)x(t)dt,

(P1) L e C%Ja, b] x [a, b]).
(P2) H veérifie :
(P2.1) ¢y = supsepan J2 IH(s, t)]ds < +o0
(P2.2) |imhﬁo WH(h) = 0, ou WH(h) =
b ~ ~
SUPte[a,b] fa ‘H(S + h, t) - H(57 t)’dS.
L'opérateur T est défini de L1([a, b]) dans lui-méme. Il est linéaire

et compact. La preuve repose sur le théoréme Kolmogorov-M.
Riesz-Fréchet.
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La méthode d’intégration produit dans C°([a, b])
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La méthode d'intégration produit dans L!([a, b])

Soit {tn0,tn1,---,tnhn} une grille uniforme de l'intervalle [a, b],
telle que
Pour j =0,1,...,n, hy:=t,; —tyj_1.
On définit I'opérateur suivant pour tout x € L([a, b])
1
£ (L, (O = - [(ti — DL(s. trj)

n

1 tn,i
+ (t — tn,i—1)L(s, t,,},-)] h/ x(u)du

n

ou i est tel que t € [ty i_1, tn].
On définit I'opérateur approché T, par :
Vx € LY([a, b]), Vs € [a, b] :

b
Tox(s) = / [L(s, )x(E)]nH(s, £)dt.
a
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La méthode d'intégration produit dans L!([a, b])

Ainsi on a
Zn: tn,f tn,f 1 [
Tox(s) = / x(u)du / L it — L5, 1)
! =1 tn,ffl tn,ffl hn
1
+ (t = tni—1)L(s, t,i)] h—H(s, t)dt

On peut exprimer T, par

Tox(s) = Z wny,-(s)/ " x(u)du

tni—1

wni(s) = hl / " L(s, )]aH(s, t)dt

tn,ifl
L'opérateur T, est défini de L!([a, b]) dans lui-méme, il est linéaire
et compact.
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La méthode d'intégration produit dans L!([a, b])

(P1) L e C%Ja, b] x [a, b]).
(P2) H vérifie :

(P2.1) cp = supscia,p) fab |H(s, t)|ds < +o00
(P2.2) Iimh_>0 WH(h) = 0,

ot wi(h) = supeepan [2 |A(s + h, t) — A(s, t)|ds.
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La méthode d’intégration produit dans C°([a, b])
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La méthode d'intégration produit dans L!([a, b])

Théoréme

Pour z € re(T), et sous les hypothéses (P1) et (P2), pour tout n
assez grand |'opérateur T, — z/ est inversible et I'inverse est
uniformément borné. De plus

le = nllrqaeny < 1(Tn—2) " I (cnllellirqaey sup w(l(s,.), hn

s€la,b

+ 4cperwi(p, hy)),
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La méthode d’intégration produit dans C°([a, b])
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La méthode d'intégration produit dans L!([a, b])

Preuve - [ Tax(s) sisela bl
nX(S)_{ 0 sis%[a,b]'

A={Tox, n>1, x € L([a, b)), [ X[l < 1}

Al = {Tox, 0> 1, x € ([, b]), [l 13y < 1}
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La méthode d’intégration produit dans C°([a, b])
Méthode d'intégration produit La méthode d'intégration produit dans L*([a, b])

La méthode d'intégration produit dans L!([a, b])

Exemple d'un noyau de convolution

Soit g une fonction définie de I'intervalle ]0, 1] dans R, faiblement
singuliére au sens suivant

e lim g(s) = +o0

s—0
o g € C°(J0,1]) N L([o,1]).
@ g > 0" et décroissante.
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