CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX MODELES, AUX
PROBLEMATIQUES ET AUX METHODES

1 Motivations et problématiques

1.1 Exemple 1 : modele de dérive-diffusion

Modélisation des semi-conducteurs : hiérarchie de modeles

Q JUNGEL, 2001
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Modeéle de dérive-diffusion
: Inconnues
Région P} — N, P : densités de charges
1

— W : potentiel électrique
Données
— Profil de dopage : C
— Densités initiales : Ny, Py
— Contacts ohmiques : NP, PP ¥P

Région N

N +div(Jy) =0, Jny = =Vr(N)+ NV,
Oy P + div(Jp) = 0, Jp = —Vr(P) — PV,
—MNAV=P_-_N+C.

— r(s) =57,y > 1 (isotherme : v = 1, isentropique : v = 5/3)
— X : longueur de Debye (adimensionnée)



Exemples de propriétés qualitatives
Positivité des densités de charges

N07P0207 NDvaZO

I
N,P > 0.

Comportement en temps long (données & I’éq. thermique)

Convergence vers I’équilibre thermique

N(,t),P(.,t),¥(.,t) = N, P ¥
solution de

— Vr(N®) + NVI9 =0

— Vr(P) — PUVIY =0

— NAU = Pl — N 4 C.

Problématique

Proposer de “bons schémas” pour la simulation numérique du modele de dérive-diffusion
— Préservation de la positivité des densités
— Convergence

— Préservation du comportement en temps long

Modele de t — 00 . Equilibre
dérive-diffusion 7 thermique
Az, At — 0 Ax — 0
I I
Schéma n->o Schéma
pour DD pour Eq. Th.

1.2 Exemple 2 : modele de corrosion d’acier

Stockage des déchets nucléaires

CIMOPOL0B.O193A

CIMOPOLOB0120.A



— Déchets vitrifiés placés dans une capsule
métallique

— Tunnels de stockage

— Dans une couche d’argile

— En grande profondeur (500 m)

Laeom

La couche d’oxyde

— protection par une couche d’oxyde de fer, dense
— analogie couche d’oxyde / matériau semiconducteur

SOLUTION COUCHE D’OXYDE METAL
. .
(argile) . : (capsule d’acier)
1 ]
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Le “Diffusion Poisson Coupled Model”

Inconnues

— Densités d’e~ (N), de cations Fe** (P), de lacunes V6 (C)
— Potentiel électrique ¥

— Position de la couche d’oxyde : Xg, X3

Equations
— Sur les densités de charge :

— équations de convection-diffusion dans le domaine

— électrochimie aux interfaces

— Sur le potentiel électrique
— équation de Poisson

— lois de Gauss-Helmholtz aux interfaces

— Evolution de la couche



Le modele DPCM
— Modele de type dérive-diffusion linéaire sur [Xg, X1]
~ )2 U=3P-N+2C-5
OP+0,Jp=0, Jp=—-0,P—3P0,V
eON + 0, Iy =0, Jy=—-0.N+ N0,V
0C + 0, Jc =0, Jo=-0,C—2C0,¥

— Conditions aux limites de type Robin couplées

— Déplacement des interfaces

dXo o  dXi

240 Al

g~ vat g (1= Bw)
dX,

—— = —A4uJo(X

7 pde(Xq)

Simulation numérique de DPCM : code CALIPSO

Evolution de la densité de lacunes
sur domaine mobile

Applied potential V= 0.05 V/ENH
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Simulation numérique du modele DPCM
Objectifs principaux
— Stabilité des méthodes par rapport aux parametres A, g,

— ¢ : ratio des mobilités des cations fer et des électrons
e L1
— changement de variables pour revenir sur un domaine fixe

w )\ variable
— Stabilité en temps long

Q BataiLLON, BoucHON, C.-H., FUHRMANN, HOARAU, Touzani, JCP 2012

O BaATAILLON, BOoUuCcHON, C.-H., DESGRANGES, HOARAU, MARTIN, TUPIN, TALANDIER, ELECTROCH.
Acta 2010



1.3 Exemple 3 : modele de diffusion non linéaire
Généralités
E‘quation des milieux poreux / diffusion rapide
{&u —A@WP) =0, sur Q =[0,1]%, >0, u(0) = ug
+ CL Neumann V(u?) -n =0

— [ =1: chaleur
— 0 < B < 1: diffusion rapide, 8 > 1 : milieux poreux
Etat stationnaire :

Uso : fonction constante telle que uy, = / Ug.
Q

Etude du comportement en temps long
— A-t-on u(t) = ux quand ¢ — 400 ? En quel sens ?

— Vitesse de convergence ? (polynémiale ? exponentielle ?)

— Développement de schémas numériques ayant le méme comportement
Méthode d’entropie-dissipation

Ou+ Au=0, t >0, u(0) =ug
Uso : AUuso =0
Objectif : établir la convergence en entropie relative

E(u(t)) = E(us) quand t — 4o0.
ou E(u(t)|use) — 0 quand ¢t — +o0.

Stratégie
— Définir une entropie F, fonction de Lyapunov convexe telle que

d /
%E(u) = —(Au, E'(u)) < 0.

— Relier la dissipation d’entropie D(u) = (Au, E'(u)) & E(u).

= D(u) > AE(u) : convergence exponentielle ~ e~

= D(u) > KE(u)'™ : convergence polynomiale ~ t~1/7
Objectifs

Des résultats sur le probleme continu

— Application de la méthode d’entropie-dissipation & I’équation des milieux poreux / diffusion rapide
— Pour des entropies d’ordre 0 et des entropies d’ordre 1

— Besoin d’inégalités fonctionnelles de type Beckner

Extension des résultats au niveau discret

— Développement d’un schéma numérique qui satisfasse un analogue discret de la méthode d’entropie-
dissipation

— Besoin d’inégalités fonctionnelles discretes



2 Introduction aux schémas volumes finis

2.1 Principes fondamentaux
Pour quel type d’équations ?

Q EvyMARD, GALLOUET, HERBIN, 2000

w Discrétisation en espace de lois de conservation
div] =g.
= Pour des équations d’évolution
Owu + divJ = g,
méthode de différences finies pour la partie temporelle.
Flux
— Diffusion : J = Vu, J = Vr(u), J = KVu,...

— Convection : J =vu, J =vf(u), J =F(u),...
— Toute combinaison...

Maillage : définitions et notations
L

Q=(0,1) x (0,1)

— T : ensemble de mailles K, ouverts polygonaux convexes de 2
Q= U K, h=maxdiam(K)
KeT
KeT
— & : ensemble des arétes o
— P : famille de points zx € K

Espace de solutions approchées

= Reconstruction de solutions approchées constantes par mailles

Inconnues discretes
(uk)KeT

Solution approchée

U = Z urlg

KeT

Espace de solutions approchées

X(T) = {UT: Z uKlK}

KeT



Principe du schéma volumes finis
L

Intégration sur la maille K de
divl =g
U

j{: J-'nkﬂazzhﬁ;g

oeEx VY

Schéma volumes finis

Z Fr.o =m(K)gk pour tout K € T,

c€€K

Fk.o “bonne” approximation de /J ‘DK,
avec 7

1
Ik = —— / g (ou une approximation).
K

Propriétés des flux numériques

Conservativité des flux

Fro+Fro=0 Vo=K|L.
Consistance des flux
— Fk,o : évaluation du flux numérique pour une solution exacte réguliere du probleme considéré,

— J : flux exact

2.2 Quelques exemples

Flux de diffusion : J = —Vu
L

e J=-Vu

ng o ﬁ
t/nJ ‘N o = — Vu ng o
dg ::d(fl(er)
F m(o) ML U mo)
o = —m(o = - — .
K, d(xKng) dg L K

— Conservativité : OK
— Consistance : OK... si (rgzr) Lo
= Notion de maillage admissible : Vo = K|L, (zgxp) Lo



Flux de convection : J = vu
L

(e

1
U
m(o) /o

Flux centrés

UK + Uy,
Fro = m(U)UK’JT

Flux décentrés amont
Ug Sl Vg >0
F =m(o)v . ’
Ko (@)vx. ur sl vg,e <0
Flux de convection : J = vu

Flux centrés
U +ur,

Fro =m(0)Vk, o 5

Flux décentrés amont
ug Sivg,e >0

Fro =m(0)vx,q { ur, si vg o <0

— Conservativité OK (vk,, + v, = 0)
— Consistance OK
» Sans hypothese contraignante sur le maillage

» Attention : Problémes bien connus avec le schéma centré pour les équations de transport.

w Nécessité d'une hypothese supplémentaire de monotonie des flux

3 Etude du schéma VF pour le probleme de Dirichlet

3.1 Remarques préliminaires

Rappels théoriques
Probléeme considéré
Q ouvert borné régulier de R%, f € L2(Q)

—Au=f dans (,
u =0 sur I' = 0Q.



Théoreme
Il existe un unique u € Hg () tel que

Vv € H} (Q) /QVu-Vv:/va.

Démonstration : application du théoreme de Lax-Milgram.

Rappels théoriques

Points clés

= Inégalité de Poincaré : 3C() tel que Yu € H{ ()

|k <o [ v

1/2
= |ulgiq) = </ﬂ |Vu|2) est une norme sur H}(Q).

Propriétés qualitatives
— Monotonie : v = 4~ dans le formulation faible
f>0pp.= u>0npp

— Estimation d’énergie : v = u dans la formulation faible

/ Vul2 < C
Q

Elements finis /Volumes finis

Eléments finis
— Approximation de H}(Q2) par des sous-espaces de dim. finie
(Va)n>o tel que V,, C Hg(2) Vn
Schéma numérique :

Y, € V, /Vun-an:/fvn.
Q Q

— L’inégalité de Poincaré s’applique.
— Injection compacte de H!(Q) dans L?(Q).

Volumes finis

X(T) ¢ H'(Q)

— Contrepartie discrete de I'inégalité de Poincaré?
— Arguments de compacité a adapter.

3.2 Présentation du schéma et premieres propriétés

Le schéma



—Au=f dans Q,
u =0 sur I' = 99.

]:K,a ~ f/Vu~nK7(,
[eg

Y Fro=m(K)fx VKE€T,

cefk

— md(a) (up, —ug) sio €&, 0 =K|L,
Fro= o

—%(O—UK) sio € Eept.

(de =d(zk,0) sio € Eeut)

Mise sous forme matricielle

Y Fro=m(K)fx VKeT

c€EK

-FK,U = 7T0’(UK,O' - uK) VK € T,VO' € SK

avec T, = .
- 0 si o€&kent

(J) ot Uk = { ur, Sl O € 5K,int70 = K|L,
Systeme linéaire AU =B

— Inconnue : U = (Uk) ke,

— Second membre : B = (Bg)keT avec Bg = m(K) fk,

— Matrice : A = (AK,L)KGT,LET

Ag g = Z To

c€EK
Ak = —7, si 30 = K|L,0 sinon

Propriétés de la matrice A
Proposition 1 : A est symétrique définie positive

= Calcul de UT AU pour U € RI7!

UTAU = ) ug(AU)k
KeT

= > uk Y Fko

KeT c€lk

= D ux Y (~Tolure — uk))

KeT c€EK

= D Tl —u)’+ Y D muk
oE€Eint, KGTUEgkﬁezt
o=K|L
= UTAU >0VU e RITl et UTAU =0 = U = 0.

— Existence d’une unique solution au schéma numérique.

10



Propriétés de la matrice A
Proposition 2 : A est monotone : B>0=—U >0

w Calcul de (U~)T AU pour U € RI7! (s~ = min(s, 0))

U)AU =3 (AU
KeT

= ZUE(Z-FK,G

KeT o€k

= > ug Y (—roluke —ux))

KeT c€EK

= Y 7olup —ug)(ur —ux)
o€Eint,
S RS o s
KeT o€k, cat
= B>0= (U)TB=U)TAU<0=U" =0et U >0.

Version discréte de I’estimation d’énergie ?

AU =B =UTAU =U"B

Z T (ur, —uK)2+ Z Z Tau%( = Z m(K) frur

cE€Eint KeT 0€EK ext KeT
o=K|L
1/2 1/2
< (Z m(K)f?(> (Z m(K >u?<>
KeT KeT

Inégalité de Poincaré discréte 7 (admise pour l'instant)

Z m(K)u%( <C Z To(up —ug)® + Z Z Tgu%

KeT ocE€EEint, KeT 0€€K cat
oc=K|L

Version discrete de ’estimation d’énergie 7

(ug)KeT solution du schéma numérique vérifie :

1/2
S0 rolup —uk)®+ DY Touk < Clif iz
TEEints KeT 0€€Kk eat
oc=K]|L

Normes sur X(7) uy= Z ugly
KeT

11



lurll7z@) = Y m(K)uk

KeT
2 2 2
urlforr = > molur—ug)*+ Y Y mouk
CEEimts KeT 0€€k, cat
o=K|L

— Estimation H' discréte sur la solution approchée.

3.3 Etude de la convergence

Construction d’une suite de solutions approchées
Suite de maillages (7,,En; Pn)n>0
— Maillages admissibles,
— lim h, =0.

n—oo

Suite de solutions approchées (uy)n>0

Up =urt, € X(Tpn)-

Estimation H' discréte
Il existe C' indépendante de n telle que

\un 12,0, T < C Vn>0.

Résultat fondamental

Théoréme
Soit
— (Tns&ns Pr)n>0 une suite de maillages admissibles, avec lim h,, = 0,
— (un)n>0 la suite de solutions approchées associées, obtenues avec le schémas
volumes finis.

Alors,

lim u, = u dans L?(£)
n—oo

avec
— e HY(Q),
— et u est 'unique solution faible du probleme de Dirichlet :

Vv € H} (D) /QVU-Vv:/va.

Démonstration du théoréme : étapes de la preuve
= Compacité :
— Conséquence de l'estimation H'-discrete,

— Application du théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov.

= Convergence d'une sous-suite dans L?(§) fort.

12



= Soit u la limite : u € H} ().
= Passage a la limite dans le schéma numérique, pour montrer que u est solution faible du probleme.

w Unicité de la solution = convergence de toute la suite.

13



CHAPITRE 2, ELEMENTS D’ANALYSE

NELLE “DISCRETE”

4 Cadre fonctionnel

Espace de solutions approchées
— Q ouvert borné polyédrique de R,
— (T,&,P) maillage de Q

X(T) = {uT =Y uKlK} c LY(Q).

KeT

Normes L1
— Pour 1 < ¢ < +o0,

1/q
P (/Q |uT<z>|de)

1/q
(Z m(K)|uK|q> .

KeT

— lurllo,c0 = I[?gyuﬂ-

Précisions sur le maillage
Régularité du maillage
— Chaque maille K est étoilée par rapport a zk.
— 1l existe £ > 0 tel que
VK € T ,Vo € &k, d(Z‘K,O') > &d,.

Normes WP discrétes
Cadre général
— Semi-norme WP discrete :

lur, — ukl|?
ke = 3 i, el
o=K|L 7

— Norme WP discrete : ||ur|1p7 = |lurllop + [urlip 7

14
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Prise en compte de C.L. de Dirichlet sur IT° c T

P
rlfpn 7 = 3 mle)de 2
oc€ef
|uK—uL| SiO’ZIﬂL7
ot Dyu = luk| siocT?
0 sioCT\TP.

Liens entre les normes
Pour 1 < s < p, pour tout ur € X(T),

p—s
[urllo.s <m(Q) 7 lurllop,

et

p—s
dm(Q)\ 7o
|UT|1,S,T < < 5( )> |UT|1,p,T

Preuve

— Application de I'inégalité Holder avec p’ = L qd =
S
— + Utilisation de la régularité du maillage :

Z d<fzz xK,U):dmg(Q).

o=K|L KeTaesK

L’espace L' N BV (Q)
Variation totale
Soit Q un ouvert de RY et u € L*(Q). On définit :

TVa(u) = sup {/Q u(x)dive(z)dz; ¢ € Ccl(Q,RN), lelloo < 1}

L' N BV(Q)
On définit alors
L'nBV(Q) = {ue L'(Q); TVa(u) < +oo}.

L’espace est muni de la norme

llull Bv ) = lullr @) + TVa(u).

Lien entre X(7) et L' N BV (Q)
Variation totale de uy € X(7)

TVo(ur) = > m(o)|ux —ur| = |[urli7.
oc=K|L

Inclusion

Pour tout ur € X(T), on a |lur|1,1,7 < +00. Par conséquent :

X(T)c L* N BV(Q).

15



5 Inégalités de Poincaré-Sobolev : du continu au discret

Références (non exhaustives!)

HERBIN, 1995

COUDIERE, VILA, VLLEDIEU, 1999

EvMARD, GALLOUET, HERBIN, 1999, 2000, 2010
GALLOUET, HERBIN, VIGNAL, 2000

(]

COUDIERE, GALLOUET, HERBIN, 2001
DRroNIoU, GALLOUET, HERBIN, 2003
ANDREIANOV, GUTNIC, WITTBOLD, 2004
FIiLBET, 2006

GLITZKY, GRIEPENTROG, 2010

[ N Iy N Iy Ny Ay

ANDREIANOV, BENDAHMANE, RUIZ BAIER, 2011

U BESSEMOULIN-CHATARD, C.-H., FILBET

5.1 Le cas général

Inégalité de Poincaré-Sobolev

Théoréme
Soit © un ouvert borné de RN, N > 2.
N
— Sil<p<N,soit1<q<p ="
N-—p

— Sip> N, soit 1 < g < +o0.

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de p, g, N et € telle que

lull Loy < Cllullwre@) Yu € WHP(Q).

Q Apawms, 1975
Q Brgzis, 2010

Inégalité de Poincaré-Sobolev discrete

Théoreme (PSdis)
Soit © un ouvert borné polyédrique de RN, N > 2.
Soit (7,&,P) un maillage régulier de ), de parametre .

N
— Sil<p<N,soit1<q<p ="
N-—-p
— Sip> N, soit 1 <q<+oo.

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de p, ¢, N et 2 telle que

C
[urllo,g < mHUTHLuT Vur € X(T).

16



Point de départ de la démonstration
Q AwmBROSIO, Fusco, PALLARA, 2000

QO ZIEMER, 1989

Théoréme
Soit © un ouvert borné lipschitzien de RN, N > 2.

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de € telle que

N
(/ |U|N”1> < Cllullpvi) Yu€L'nBV(Q).
Q

L'n BV (Q) c LY/N=1(Q) avec injection continue.

Un lemme important
Lemme

Soit © un ouvert borné polyédrique de RV, N > 2.
Soit (7,&,P) un maillage régulier de Q, de régularité &.

Pour tout s > 1, p>1,o0n a:

s C s—1
lurl.0v/v-1 < gz 1T 16 oy 0T T

Démonstration

= application du théoreme sur L' N BV & vy = |ur|®.

s—1 s
= 1hs < C (et lurlpr lur 15 o + 73,0

(s—1)/s

1/s
p 1T llo (5= 1)/ o 1)

= Interpolation : [lur(los < [lur|

Les points clés de la preuve de (PSdis)
p=1
— Conséquence immédiate du théoreme d’injection :

lurllon/v—1) < Cllurlli,,7

N
— p* = N1 — résultat encore vrai V1 < ¢ < p*.
l<p< N

. On a donc :

o (N=1)p
Soit s = N

p

-1 N N
(s=Lp_ sN s

Yur € X(T)

Np

s>1,

— Application du lemme :

C
lurllopny(n—p) < Wﬂuﬂ

17
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pN
N—-p

— Résultat V1 < ¢ < p* =
p=N
— Application du lemme avec p = N :

(s—1)
0, s—l)N/(N—l)HuT

s C
||uT||O,sN/(N—1) < g(N—l)/NHuT 1L,N,T-

— Mais L*NWN=1(Q) ¢ LE-DN/IN=1(Q) d’ott

C
lurllo,(s—1)n/(v—1) < REET wr|l,n7
— s—1+(N—1)g/N.

p>N

o
— On aalors : |Jur|,n7 < WHUTHM,T-

— On utilise le résultat pour p = N.

5.2 Prise en compte des conditions aux bords

Position du probleme
Q ouvert borné polyédrique de RY, de bord T,
I'% C T une partie du bord telle que m(I'°) > 0.
— Discrétisation d’un probléme avec conditions aux limites de Dirichlet sur I'°.
— Prise en compte la nullité au bord dans le calcul des (ux)ker-
— Mais ces valeurs ne servent pas a la reconstruction de la fonction uy € X(7).

Rappel de la définition de la semi-norme discrete

: (Dyu)P
‘UTVI],[),FO,T = Z m(o)d, a7
o€k i

Inégalité de Poincaré-Sobolev sur Wll(’)p Q)

Théoréme
Soit  un ouvert borné de RV, N > 2.
Soit I'Y ¢ T', m(T'%) > 0.

— Sil<p<N,soit 1 <g<p*=
— Sip> N, soit 1 < g < +o0.

pN
N-—p

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de p, g, NV et € telle que

llull o) < Clulwir) Yu € WI}E)p(Q)-

Wllép(Q) = {u € WHP(Q);u = 0 sur FO} .

18



Inégalité de Poincaré-Sobolev discréte, cas Dirichlet

Théoréme (PSdis-cD)

Soit € un ouvert borné polyédrique de RY, N > 2.

Soit T ¢ T, m(I'Y) > 0.

Soit (7,&,P) un maillage régulier de 2, de parametre .
pN

N-—p

— Sil<p<N,soit1<qg<p*=
— Sip> N, soit 1 < g < +oo.

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de p, ¢, N, T'? et Q telle que

c
[urllo.q < o-1/p lur|ipro7 Yur € X(T).

La preuve
Adaptation du point de départ ?

lurllo,n/v—1) < Clurliiror Yur € X(T).

Pour y arriver
— Pour tout u € L' N BV(Q) avec u = 0 sur Ty

||U||LN/(N71)(Q) <C TVQ(u).
— Problemes :
= w7 € X(T) n’a pas de raison de vérifier uy = 0 sur I'°.

w Les valeurs au bord ne sont pas prises en compte dans TVq(ur).

Idée : modification du maillage

Q

I

= nouvelle fonction u., qui vérifie [Jucllo,n/v—1) < CTVa(uc),
=+ passage a la limite e — 0 :

lurllo,n/(n-1) < Clur|iiro, 7 Yur € X(T).

19



5.3 Poincaré-Wirtinger

Inégalité de Poincaré-Wirtinger discrete

Théoreme (PWdis)
Soit © un ouvert borné polyédrique de RN, N > 2.
Soit (7,&,P) un maillage régulier de 2, de parametre .

Pour tout 1 < p < +00, il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de p, N
et Q telle que

|u7—|1,p,7— VUT € X(T)7

__¢C
0P = el=1)/p

lur — ur

ou

ﬂT_m(lQ)/QuT'

6 Des résultats de compacité

Rappel
Prérequis

Estimations sur la solution approchée u7 indépendantes du pas du maillage

Par exemple
— Schéma étudié lors du premier cours :
lurliar T <C
— Pour d’autres problemes :
lurll1p7 <C
ou urlipror <C

Compacité

Théoréme de compacité de Kolmogorov
Soit © un ouvert borné de RN, N > 1.

Soit A C L1(9), 1 < ¢ < +o0.

A est relativement compact dans L(f2) si et seulement si il existe {p(u),u € A} C
LY(RY) tel que :

1. p(u) = u p.p. sur Q, pour tout u € A,
2. {p(u),u € A} est borné dans LI(RY),

3. [Ip(u)(-+mn) —p(u)(-)|| Laery — 0 quand 7 tend vers 0, uniformément en u € A.
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Application au schéma pour le probleme de Dirichlet
A = {ur; solution du schéma obtenue sur (7,&,P)} C L*(Q)

_Jour sur
plur) = { 0 surRYV\Q
1. vérifié par définition
2. {p(ur),ur € A} est borné dans L2(RV) :
||p(UT)||L2(RN) = ||UT||L2(RN)

3. On montre
[p(ur)(- +n) — p(UT)(‘)HQB(RN) < Inl(In| + 2h)‘“7’|?,2,r‘,7"

Q EvyMARD, GALLOUET, HERBIN, 2000

Extension au problemes évolutifs ?
Schéma VF pour I’équation de la chaleur

{@u —Au=0, sur Q=1[0,1]% ¢ >0, u(0) = ug
+ CL Neumann

un+1

()M ST (i) — () = 0.VK, Y 2 0
G'Egint)
o=K|L

1
0o _

Solution approchée

up =Y uplx € X(T)

KeT
ur Az, t) = uly(x) si t € [t ")

Extension au problémes évolutifs ?
Compacité d’une suite de solutions approchées (ur, At )m>0"

Q EvyMARD, GALLOUET, HERBIN, 2000

w Estimations sur les translatées en temps

w en réutilisant le schéma numérique

Q GALLOUET, LATCHE, 2013

w= Application d’une version discrete du Théoréme d’Aubin-Simon
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7 D’autres inégalités fonctionnelles

7.1 1Inégalités de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
Inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Théoréme
Soit © un ouvert borné de RN, N > 2.
N
— Sil<p< N,soit1<s<m<p"= p .
N-—p

— Sip>N,soit 1 <s<m< +oo.

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de p, s, m, N et Q telle que

Loty Yu€WHP(Q),

[ullLm(ey < Cllullfynollul
avec
1 1
__ S5 m
0= 1 R 1 1
s N »p
QO NIRENBERG, 1959 Q FRIEDMAN, 1969

Analogue discret

Théoreme (GNSdis)

Soit © un ouvert borné polyédrique de RN, N > 2.

Soit (7,&,P) un maillage régulier de 2, de parametre .
pN

N-—p

— Sil<p<N,soit1<s<m<p"=
— Sip> N, soit 1 <s<m< +oo.

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de p, s, m, N et 2 telle que

9 0 -0
[urlo,m < €(p_m||UT||1,p,fr||uT||(1),s Vur € X(T),

avec
1 1
__ 5 m
0= 1 N 1 1
s N »p
Idée de la preuve de (GNSdis)
1<p<N
— Pour 1 <s<m<p*, ona
10 1-0
m  p* s
— Résultat d’interpolation : |Jur|om < ||U’T||8p uTH(l):f.

— + Application de (PSdis).

p>N
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— Preuve par récurrence sur k € N, tel que
1<s+k<m<s+k+1.
QO BESSEMOULIN-CHATARD, C.-H., FILBET

Q BESSEMOULIN-CHATARD, JUNGEL, 2014

7.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

Motivation
Equation de la chaleur (m(Q2)=1)

{@u —Au=0, sur Q=[0,1]% ¢t >0, u(0) = uo
+ CL Neumann ou CL périodiques

— Conservation de la masse : / u(-,t) = / Ug-
Q Q
— Positivité : ug > 0 = u(-,t) > 0.[3mm]
— Etat stationnaire : Uso , fonction constante telle que uq = / Uo
Q
Etude du comportement en temps long
u(+,t) — Uoo quand t — 00 ?

Méthode d’entropie-dissipation
Entropie : E(u) = / ulog(u/ueso)
Q

th() /Q<10g(“)+1) Au

Uoo
zf/vu.@:,gl/w\/m?
Q u Q

Dissipation d’entropie : D(u) = 4/ |V ul?
Q

Lien entropie/dissipation : Inégalité de Sobolev logarithmique
| 1108 rh— an < c/ VI Ve H'©) (m(@)=1)

— D(u) > AE(u)
— Convergence exponentielle de E(u) vers 0

Inégalité de Sobolev logarithmique discréte

Q BESSEMOULIN-CHATARD, JUNGEL, 2014

23



Théoreme (1Sdis)
Soit © un ouvert borné polyédrique de RN, N > 2.
Soit (7,€&,P) un maillage régulier de ), de parametre .

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de N, £ et § telle que

2

u3lo T <Clurl2yr Yur € X(T).
8 G < Clerltar v € X7

Démonstration

Vm(ur —ur)

_ 1
m = m(£2), UTZ*/UT, T = -
m Jo ur —ar

0,2

— Inégalité de Jensen :
2 _ 2 _
—— [ log(v%*)(mtvkda) < log </ v 2(m‘%ﬁ—da@))
=2 Jg q—2 0

— D’ou, avec logx < x — 1,

7-)\2
= \2 (ur —ur) q _ 2 = 2
ur — ur)”log — < ur —ur — |luT —ur .
~/Q( ) m_1||UT—UT”372 q—Q(H ”O,q || ||0,2)

— Application des théoremes de Poincaré-Sobolev discret et de Poincaré-Wirtinger discret
— + une inégalité due & GUIONNET, ZEGARLINSKI, 2003
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CHAPITRE 3. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG POUR
UNE EQUATION DE DIFFUSION NON LINEAIRE

8 Introduction

Méthode d’entropie-dissipation
Q ArNoOLD, CARRILLO, DESVILLETTES, DOLBEAUT, JUNGEL, LEDERMAN, MARKOWICH, TOSCANI,
VILLANI, 2004
Généralités
— Outil pour I'étude qualitative de modeles physiques
— Convergence vers un état d’équilibre de systeémes de particules en interaction
— Principes physiques
w les interactions entre particules font croitre 1’entropie

w 1’état d’équilibre est 1’état qui maximise I’entropie

Probléme considéré

{@u—A(uB) =0, sur Q= [0,1]% ¢t >0, u(0) =uy >0

+ CL Neumann V(u?) -n =0

— 0 < B < 1 : diffusion rapide

— pB =1 : chaleur

— [ > 1 : milieux poreux

Propriétés qualitatives

— Conservation de la masse : / u(-,t) = / Ug.
Q Q

— Positivité : ug > 0 = u(-,t) > 0.

Etat stationnaire (m(Q)=1)

Uso : fonction constante telle que us, = / Uug
Q

Entropies considérées

Ordre 0
1 a+1
Euolu] = o </ﬂua+1da:—(/ﬂudx> >
Ordre 1
1 a/2|2
Fa[u] = 3 ‘VU ‘ dx
2 Ja

Q C.-H., JUNGEL, SCHUCHNIGG
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9 Résultats obtenus sur le probleme continu
Equation des milieux poreux / diffusion rapide
du — A(u?) =0, sur Q@ =[0,1]%, ¢t >0, u(0) = uo

Uso : fonction constante telle que Uy, = / Ug.

Q
— E,fu] = a—ll—l (/ﬂ u® Ty — (/ﬂ udx)a+1>
%Ea[u] :/Quaatu:-/ﬂuaA(uﬁ)

—/ Vu® - VuP

_ _daB /|V (act8)/2)2,
a—i—ﬁ

— Doyl = _4daf /|Vua+5 /22,
oz—|—ﬁ

Avec Poincaré-Wirtinger ?
Inégalité de Poincaré-Wirtinger f € H'(Q) (m(Q) =1)

2
/ (f—m(lm / f) < CRIV 1oy

11720) = 171 (@) < CRIVFlli2(q)

Application f = ulet8)/2

dap o
~Dalu) =~ [ [Tue O

. 4ep (at8)/212 _ ( (a+8)/2 )2
C3(a+p)> </Q . | /Q|u |
<777 — K (Balu))"

Inégalité de Beckner

1 BECKNER 1989

L= (1P} < ChTia, 1<r<2

Démonstration

— feHY(Q), m(Q) =1

— Inégalité de Poincaré-Wirtinger :

11720y < CRIV T2 + £ 10
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— Inégalité de Jensen (z +— x2/" est convexe) :

(f If(af)ldx>2/r§ [ r@pras

1 < ( / If(w)IQ/wa>
Généralisation

Inégalité de Beckner généralisée I f € H(Q)

L= ([157)" < o9y 0=a<2 a1

Démonstration
— Généralisation de Poincaré-Wirtinger :

111720 < CRIV ATz ) + 11100y

— Généralisation de I'inégalité de Sobolev logarithmique :

2Cq
/ 710 ¢ fhf i IV $e
Q L1(Q)

— Convexité de la fonction G(r) = rlog/ | £9/7 da.
o

Lien entropie/dissipation

L= ([107)" < ot Vsl 0=a<2 paz1

o 2 1
Application : fzu#,p:a;B,QZ (aa—:_ﬁ)
a+1 2(a+51>
/u"+1 - (/ u) < Cx(p.q HVu“’*/”/Q’ " poura>0,8> 1.
Q Q L2(Q)
Conséquence
d 4a3
*Ea - _ (a+B)/2)2
dt ] (a4 p3)? /Q Ve |
4af a+1 % atd
“arpr \Catng) DT

27



Décroissance polynomiale de I’entropie

Théoréme

— a >0, 8> 1 (milieux poreux)
— ug € LOO(Q), infoug >0
— u solution réguliere (positive) du probleme

Alors )
Eq[u(t)] <

-

atl *

(Clt + Cz)ﬁ

avec

C =

)

4af(8—1) ( a+1 )(a+ﬁ)/(a+1)
(a+1)(a+8)2 \Cs(p,q)

Cy=E, [uo}—(ﬂ—l)/(a-‘rl)

Vers une décroissance exponentielle, pour 5 > 1

Inégalité de Beckner généralisée 11

pq
1% ([ 11— ([ 15172) ) < Coln ¥ flrey 0= a<2pa>1

L ats a+B  2a+1)
Applicat : —u 2 = =
pplication : f=u"2 |p 5 4 P
61 " (atp)/2|?
wl|f o ua“—(/ﬂ) < Cx(p,q HVua+5 2‘
! (/ [ < Chlp.a) o
Conséquence  (|lu pa+1(0) > llullzr o) = luollnr ()
d 4o
°E - =P vulath)/2)2
aielt o A

_dafla+1) ||U()“§?(1gz)
(a+p8)? Cglp.q9)

E.(u)

Vers une décroissance exponentielle, pour 0 < 5 < 1

%Ea[u] = —/ Vu® - Vu = —aﬁ/ "V - Vau
Q Q
B daf 8-1 o, (a+1)/2|?
 (a+1)2 /Qu ’Vu ‘
daff . g /‘ ( +1)/2’2
< ———inf « .
S et in (ug ) A Vu

Inégalité de Beckner
L= (L1527} < BTy, 157 <2
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Application Avec f = u%, r=a+1l,pour0<a<l:

d 4ap3 .
- < _
P s Y P TP

Décroissance exponentielle de ’entropie

Théoréme
— 0< a <1, >0 (diffusion rapide et milieux poreux)
— up € L*®(Q), infguy >0
— u solution réguliére (positive) du probléme

Alors
Eo[u(t)] < Eqlugle ™.
avec 4o
_ o . B—1
A= et (@t D) %f(uo ) pour 8 >0
daf(a+1)

= B—1
- O/B(p q)(a+B)? HuO||L1(Q) pour 8 > 1

10 Résultats obtenus sur le probleme discret

Notations

— 7T : ensemble de mailles K, ouverts polygonaux convexes de ()
— & : ensemble des arétes o, &;,; : arétes intérieures

— P : famille de points xx € K tels que (zx,zr) L osi o= K|L
— Pour les inégalités fonctionnelles discretes :

3¢ > 0 tel que d(zk,0) > (d,, VK € T,Vo € Ek.

Schéma numérique

n+1 )
m(K) e S (™) — () = 0.9K, ¥ > 0,
o€Eint,
O’iKlL

1
= ——= VK.
YK T n(K) /K“
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Existence, unicité, stabilité
Q EvyMmaRD, GALLOUET, HERBIN, 2000

Proposition

— B > 0 (diffusion rapide et milieux poreux)
— up € L®(Q),0<m<uy <M
— 7T maillage admissible

Alors, le schéma admet une unique solution (u%)xeT 0<n<n €t

m<ulk <M, pourtout K€ T,0<n<N,

Z m(K)uy = ||luolz1 (o), pour tout 0 <n < N.
KeT

Définition des entropies discretes

Au niveau continu
1 a+1
Eulu] = / g — ( / udx)
o+ 1 Q QO
1 2
7/ ‘Vuaﬂ’ dx
2 Jo

Au niveau discret (uy € X(7T), on note u = ur)

a+1
1
B = o (Dm0 (S mwu) ).
KeT KeT
1 2
Fd — - 0(/2‘ .
alu] 2 u 1,2,T
Décroissance des entropies d’ordre 0
n n 1 n (e} n \«
Bolu"™ ] = Bolu") = o= D mUO (i) = (i) ™)
KeT
[convexité] < Y m(K) (it (uptt - ul)
KeT
schémal < =AY > (upth) (WP = (upthP)
KEeT c€€&int,
o=K|L
[IPP] <At Y (Wit = (upthe)-
o€E&int,
o=KL ((ui™)? = (upt™)”)
 dapAt ‘ (un+1)(a+6)/2’2
(o + B)? 12,7’
car 4 ﬂ
a_ B_ B a (a+8)/2 _ y(a+B)/2)2
T > T , Vx,y>0
(y )y ) = ( +5)2(y ) y
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Lien entropie/dissipation : Beckner discret
Inégalité de Beckner discréte I  fr € X(T)

rq
/ | fr|?de — (/ IfTIde) <G Dfrliar 0<q¢<2,pg>loug=2 0<p<l
Q Q

Inégalité de Beckner discrete I fr € X(T)
) Pq
et ([ 1gria = [ 1rrae) ") < GimalirBar, 0<a<2 mz1
Q Q

Point de départ : inégalité de Poincaré-Wirtinger discrete

Comportement polynomial
Application de Beckner discret 1

2

- (at+p)?
a+[1'f

dafAL a+1 R P Y- )
— E at
= (a+p)? <Ob(p, q)) alv™]

Bl — Edun] < — daBAt ‘(un+l)(a+ﬁ)/2’
12,7
atp

Lemme de Gronwall discret

Soit (x,,) suite de réels positifs tels que
Tpp1 — Tp +72) 1 <0,Vn.

Alors
1

(x5~ +cTn)

Ty < n €N,

1/(v=1)’
avec ¢ = (y — 1) /(1 + 712y ").

Comportement polynomial

Théoreme
— a >0, 8 >1 (milieux poreux)
— Up € LOO<Q), infgug > 0
— Maillage admissible
— (W) KeT >0 solution du schéma numérique

Alors

1
df, n
Ea [U ] S a+

(cmAt + 62) e

, Vn>0.

-
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Comportement exponentiel

Théoreme
—0<a<l,B8>0
— wug € L®(Q), infqguy >0
— Maillage admissible
— (U} ) keT n>0 solution du schéma numérique

Alors

Elu"] < E4ul]e At W > 0.

Simulations numériques, § = 2
Profil initial de Barenblatt

0.5

Simulations numériques, § = 2
Entropies d’ordre 0

—a=0.5
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Simulations numériques, § =1/2

Profil initial

Simulations numériques, § = 1/2

Entropies d’ordre 0

E

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Pour finir : les entropies d’ordre 1

Q JUNGEL, MATTHES, 2006
— Equation de diffusion avec CL périodiques (sur T%)

— Restriction sur les parametres « et 3
Alors,

— Décroissance exponentielle de F,,

en dimension 1 et en dimension supérieure

— Décroissance de FZ

— Décroissance exponentielle de F en dimension 1
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Simulations numériques, § = 2
Entropies d’ordre 1

F

10 " r
\_\
-8 \
10 T
10_10 I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Simulations numériques, § =1/2
Entropies d’ordre 1

F

—a=0.5

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
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CHAPITRE 4. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES
POUR LE MODELE DE DERIVE-DIFFUSION

11 Résultats sur le probleme continu

Retour sur le systéeme de dérive-diffusion
Le systeme

0N + div(=Vr(N) + NV¥) =0
Oy P + div(—=Vr(P) — PV¥) =0
“MNAU=P-_N+C

Conditions initiales

No, Py

Conditions aux limites Dirichlet/Neumann

N=NP P=PP v =0 sur'?,
Vr(N)-n=Vr(P) - n=VV¥.nsur 'V,

Résultats d’existence d’une solution faible

0 GAJEWSKI, 1985 (y =1)
0 JUNGEL, 1994 (cas dégénéré)

Hypotheses

— Ny, Py € LOO(Q),
— NP PP e L>*>nHYQ), P e H(Q),
— C e L>(Q),
— JIm > 0,M > 0 tels que
m < Ny, Py, NP, PP < M p.p. dans Q.

—r(s)=s",y>1.
Cas ou le dopage C est nul

m < N(-,t),P(-,t) < M p.p. dans Q.

11.1 Comportement en temps grand
Etat d’équilibre : I’équilibre thermique
Définition
Vr(N) = NV¥ =N V(h(N)—-¥)=0
Vr(P) + PYVU =P V(h(P)+T)=0
MNAV=N-P-C (W' (s) = )
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avec des conditions aux limites Dirichlet/Neumann

Résultats

Existence d’un équilibre thermique + unicité sous les conditions :
=a,siN >0
>a,siN=0

=apsiP>0

h(P) + \If{ (+)

h(N)— W
>a,siP=0
h(NP) + h(PP) = a,, + o et (x) pour NP, PP WP

0 MARKOWICH, UNTERREITER, 1993
QO UNTERREITER, 1994

Etat d’équilibre : I’équilibre thermique
(%) + définition d’un inverse généralisé g

= N =g(an+7), P=g(ap, —7)

Re-définition
N =g(an +9), P=g(a,— V)

NAY = g(ay, + ) — g(a, — V) = C
U =0l surI'P’, V¥.v=0surI'N

avec
an = h(NP) —wP
ap = h(PP) + &P

w= solution notée N¢, P¢, U®

Convergence vers ’équilibre thermique

Q GAJEWSKI, GARTNER, 1996 (cas linéaire)
Q JUNGEL, 1995 (cas non linéaire)

Energie relative et dissipation d’énergie
H(u) :/ h(s)ds, convexe
1
E(t) = / (H(N) — H(N®) —h(N®)(N —N¢) +...
Q
/\2
+5 V(¥ - \I'e)|2> >0
) = /(N|V(h(N) _ 0P + PIV(h(P) +\1:)|2) >0
Q
Point clé de la preuve : estimation énergie/dissipation

E(ty) + / 1) dt < E()

t1
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Démonstration
—d E(t) :/ O¢N(R(N) = h(N®)) + 0; P(h(P) — h(P?))
dt Q

+ AQ/ VY - V(¥ — ¥°) — )\2/ O AT (T — T€)
Q Q

SE@) = [ 0N ()~ h(V) + 0P((P) — h(P)
t Q
—JEL@AMW—@WﬁAWJ—&NXW—WS
- /Q N (h(N) =W — (h(N®) — U*))

+ [ 0P(h(P)+ ¥ — (h(P°) + V%))
Q

—— [ NV(h(N) = 0) - V(h(N) - ¥ — (h(N) - T*))
Q

— [ PY(W(P)+ ) - V(h(P) + ¥ — (h(P¢) + ¥°))
Q

— [ NGB - o) - /Q PIV(h(P) + ¥)[?

Point clé p
—E(t) = =1(¢).

11.2 Limite quasi-neutre

Limite formelle (C' = 0)

0P + div(—VP — PVU) =0

N + div(~VN + NV¥) = 0
(DD)x
“NAV=P_-N

Formellement X\ — 0

0P + div(=VP — PVT) = 0

0N + div(=VN + NV¥) = 0
(_
0=P—-N

Réécriture :
N — AN =0
(DD)o ¢ —div(NVV¥) =0

P=N

37



Preuve rigoureuse : (DD), — (DD)g

(NA,P)\a \I/)\)_)(Noﬁpovqjo)
O JUNGEL, PENG, 2001

O GASSER, LEVERMORE, MARKOWICH, SCHMEISER, 2001
O GASSER, 2001

Energie libre et dissipation d’énergie
Avec H(z) = zlogz — x4+ 1 (H'(x) =logz),
B(0) = [ (H(V)~ HNP) ~ log(NP) (¥ — N?)
Q

+ H(P) — H(PP) —log(PP)(P — PP) +%2|W - WD|2> dz,
I(t) = /Q (N IV(log N — ©)* + P|V(log P + \1/)|2> dz.

Estimation d’énergie / méthode d’entropie

E(t) = /Q (H(N) — H(NP) —log(NP)(N = NP)| + ... + /\;\W - V'IID\Q) de,

%E(t) :/ (0:N(log N —log NP) + 9, P(log P — log P"))
Q

+ XZ/ VY -V(¥ - wP) - )\2/ AT (T — TD)
Q Q

9, P = div(PV(log P + ¥))

;N = div(NV (log N — ¥))
(DD)x {
“AMAV=P_-N

%E(t) :/ (0, N(log N —log N) + 0, P(log P — log P?))
Q

. AQ/Qé)tA\I/(\IJ - Py 4 /Q(atP —ON)(¥ —0P)

_ /Q 9,N(log N — ¥ — (log N? — wP))
+ /Q O P(log P+ — (log PP 4+ 7))

__ /Q NV(log N — ¥) - V(log N — ¥ — (log N? — wP))
_ /Q PV(log P+ ¥) - V(log P + ¥ — (log PP + D))

Point clé p )
—E(t) 4+ =I(t) < KP.
ZE(t) + 51(t) <
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Conséquences de ’estimation d’énergie

I(t) < KP.
Conséquences

T
—//(N|V(logN—\I/)|2+P\V(logP+\Il)|2)deK
0 JQ

— D’ou
VN — NVVY VP + PVVY 9
, e L7 (2 x (0, T
VN VP (@01
— Puis : UN VP
Qx (0, T
3 7p € F@x 0.1)

Toutes ces estimations sont uniformes en \!

12 Schémas numériques pour le systeme de dérive-diffusion

12.1 Schéma V.F. pour une équation de convection-diffusion

Forme générique

Probleme de départ
O +divJ =0, J=-Vu+vu

u(z,0) = up(x)
+conditions aux limites

Schéma (explicite/implicite)

n+1
(1) MM S e

c€lk

u(}(z/ uo(x)dx.
K

Fro & /(—Vu +vu)  ng .

Flux numériques (centrés) / (décentrés amont)
Fr,o = / —Vu - ng ., + / UV - Ng o
(e (o2

Approximation de V - ng , sur o :

1
— VUK, = m(DU) /D(TV-IIK,OW

1
— VUK,0 = /V'nK,Ua
m(o) J,

— VUK,c = V(Z‘o) ‘N o
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Flux centrés

Flux décentrés amont

Flux numériques (SG)
— SCHARFETTER, GUMMEL, 1969

i

Résolution de I'équation différentielle

ou
~ % +Vu=1J, x€[x;zi],

u(x;) = uy.

. U(ZE) _ é(l i eV(mfﬂci)) + uieV(zfa:i).

w J s’obtient en imposant w(z;y1) = uiy1
J V(ziy1—x4) V(zip1—x;)
- :V(l—e HLTED) foqe? P T
- =yt T ue! (i)
1 — eV(zit1—zi)
- ] = -V L v .
T e V(@it1i—mi) — 1uZ eV(zit1i—zi) 1u1+1
D’ou
1
J = <B(*V(l‘i+1 — xl))uz B(V(IL‘H_l — xi))ui_‘_l),
Tit1l — T4
avec <
B =
(5)=——3

Flux numériques (SG)

FK.o z/J ‘ng . avec J = —Vu + Vu

Raisonnement 1D dans la direction normale
aux aretes
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Flux de Scharfetter-Gummel

]:KO' = 7<Bsg(_vK,adU)uK - Bsg(vK,ada)uL)

ol By, est la fonction de Bernoulli :

s
By = .
g<3> o5 — 1
Forme générique des flux numériques
Flux de Scharfetter-Gummel
m(o
]:K,o = C17)(Bsg(_’UK,Uda)uK - Bsg(vK,(rda)uL>
s
avec By,(s) = prpuey
Flux centrés
m U +u
Fro= d(a) (ug —ur) + m(U)’UK,U%
m(o
= d( ) (Bce(_vK,UdU)uK - Bce(vK,Udo)uL)
avec
Beo(s) =12
ce 2‘
Flux décentrés amont
m(o _
Fieo = N uge ) (o) o s + v )
m(o
= % (Bup(_vK,Udo')uK - Bup(vK,Udo')uL)
avec
Byp(s)=1—s".
Forme générique des flux numériques
m(o)
‘FK,O' == T(B(*FUK,Uda')uK - B(UK,JdJ)UL>
s ] _
Bsg(S) :m7 Bce(s):1—§, Bup(S):l—S .
6
s
5 —ce
—
4
3
)
1
0
-1
-2
%5 0 5
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Cas particulier ou v dérive d’un potentiel

v=Vo
J=—-Vu+uVo

“Equilibre thermique”

u=cexp(®) = J =0.

Au niveau discret
— Choix de vg,o = ®(vr) — P(xr)
— Pour les flux numériques de Scharfetter-Gummel : ux = cexp(®(zk)) VK = Fi,, =0 Vo

Autre choix pour le flux numérique

Fro = /(—Vu+uV<I>)~nK’U

Q

/(—uV logu +uV®) - ng ,

.7:[(75 = (7 min(uK, UL)(IOguL — loguK) + (\I/L — \I/K)JFUK + (‘I/L — \I/K)iuL)

= Préserve également 1’équilibre thermique

Q C.-H., FiLBET, 2007

12.2 Discrétisation du systeme de dérive-diffusion
Un schéma découplé
ON 4+ div(=Vr(N)+ NV¥) =0
0P + div(—Vr(P) — PV¥) =0
~AMAV =P - N

Discrétisation en temps
Implicite pour les équations paraboliques, mais découplage :

...— N" P" — ¢ — N prtl __ gntl

Discrétisation en espace
— schéma classique a deux points pour la diffusion,
— décentrement des termes de convection

eN?
M )

1
Condition de stabilité : At < M)\2 (corrosion : At <

0O C.-H., Liu, PENG, 2003
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Un schéma totalement implicite
N + div(-VN + NVUT) =0
O P + div(—VP — PVV) =0
~MA¥=P-N

Discrétisation en temps

.— N", P, g" — Nt pntl gntl

Discretisation en espace flux de Scharfetter-Gummel

— Approximation d’ordre 2 des flux de convection-diffusion
— Préservation des états stationnaires

Le schéma (S,)

Nn+1 -~
m(K)—=—— Z‘FKJ*O KeT,n>0,
ocefk
Pn+1 pn
m(K)———5 4+ 3 Gill =0, KeTn>0,
oK
— XY 7DV, =m(K)(Pg - Ni), KeT,n>0.
o€k

avec :
DV, =V =V, (Do¥" =[D¥ )

Fith =1, (B-DUEHNG = BDWEHNGEY),

Gt =7, (BIDWIEH PR = B(-DEH P

Premiers résultats
Existence d’une solution a chaque pas de temps
— Linéarisation du systéme (— vers le schéma découplé)

— Estimations L°° sur les densités approchées

— Utilisation d’un théoréme de point fixe.

Estimations L

m< N, Pg <M, VKeT,Vn>0.

sans condition sur At!

Les résultats sont valables pour tout A > 0.
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13 Etude des comportements asymptotiques

13.1 Comportement en temps long

Energie et dissipation d’énergie discretes
Cas continu

B(t) = /Q(H(N) — HV) = V)N =N+
Hy V0 - voP)
I(t) = /Q<N|V(h(N) — V)2 + P|V(h(P) + V)|2>
Cas discret
B ) (VR ~ HOVR) — W) (Ve = V) + .

" = ZTU min(Ng, NJ) (D (h(N™) — Vn)K,o'>2

’ + 3 min(PR, Pp) (D (h(P") +

Inégalité d’entropie/dissipation discréte

2
+% Zf: Ty (DVK,U - Dv;(,(,)2

V) n)

Avec les flux de Scharfetter-Gummel ou les flux “non linéaires”, on peut démontrer :

0< EML L AT < €™ Wn > 0.

Relative energy

Dissipation

0 0.5 1 1.5 0

13.2 Comportement en limite quasi-neutre
Le schéma (S)
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N —AN=0
(DD)o{ — div(NV¥) =0

P=N
Nt N7
m(K)iK A7 K
B(DUY%Y) + B(—DO!
. Z s ( K,o’) 5 ( K,U)DNI?TO-I:(L KET,W/ZO,

oelk

= > DY (NET 4 Nt =0, K€ T.n >0,
c€lk

Pp—NE=0, KeT,n>0.

Hypotheéses supplémentaires

— Quasi-neutralité des conditions initiales : Py — Ny =0
— Quasi-neutralité des conditions aux limites : PP — NP =0

Version discrete de I’énergie et de la dissipation d’énergie
Entropie discrete

E" = Y m(K) (H(Ng) - H(NR) —log(NR) (Ni — NR))
KeT

+ 3" m(K) (H(PE) - H(PP) — log(PR) (PR — PR)) + 2

‘ 2
KeT 2

n D
7= YTl

Dissipation d’énergie

I" =Y |omin (N, N ,) (Do (log N" = ¥™))? + 7, min (Pg, Pit ;) (Do (log P" + 9™))?
oe€

Contrepartie discrete de ’estimation d’énergie

Théoréme
— Hypotheses sur les données
— Admissibilité et régularité du maillage
JKg > 0 tel que, pour tout A > 0, une solution de (Sy) vérifie :

EnJrl_En 1
T+§Hn+l SKE V’I?ZO

De plus, si N° et PY satisfont ’hypothese de quasi-neutralité,

Nr—1
> AT < Kp(1+2?).

n=0

Q BESSEMOULIN-CHATARD, C.-H., VIGNAL, 2014
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Propriétés des flux de Scharfetter-Gummel
%]E(t) :/Q 9, N(logN — ¥ — (log NP — wP)) + ...

= 7/ NV(logN — ¥) - V(logN — ¥ — (log N? — P)) 4 ..
Q

Fr.oD(log N — W)k, < —7, min(Ng, N, ) (D, (log N — ¥))?
Gr.oD(log P+ V) , < —7, min(Px, Px ,)(Dy(log P + ¥))?

et
‘.7:[(7(-,| S To max(NK, NK,U)DU(IOgN — \If)

|gK’a| S To max(PK,PKyg)Dg(logP + \I/)

Conséquences de ’estimation d’énergie discrete
Hypotheses
— Hypotheses sur les données,

— Admissibilité et régularité du maillage,

— Quasi-neutralité des conditions initiales et aux limites.
Estimations a priori nécessaires pour la convergence
— Estimations BV-faibles sur N et P,

— Estimations L2(0,T, H!) sur N et P,

— Estimation L2(0,7T, H') sur V.

Toutes les estimations sont indépendantes de A > 0.

Conclusion
Convergence
— Des estimations nécessaires pour obtenir la compacité d’une suite de solutions approchées satisfaites
uniformément en \.
— Passage a la limite classique.

0 BESSEMOULIN-CHATARD, 2012

Limite quasi-neutre
— Le schéma préserve la limite asymptotique A — 0.

(DD)x (DD)o
Ax, At Ax, At
—0 — 0
(Sy) __A=20. (S
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Conclusion : convergence

N L' error

. N L error y
107 107
2=
—0— \’=1e-1
10 107
10 10°F
10 107
10 10°
10
Conclusion : stabilité en limite quasi-neutre
; N L' error
10 : : ; ‘
6=20
== =40
6=80
== 0=160
=== 6=320

=—— 0=640

6=1280
6=2560
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