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Expériences : Ecoulement non fluidisé

O. ROCHE, LMV.



Expériences : Ecoulement fluidisé

o Fluidisation : Injection de gaz dans la colonne granulaire.
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Expériences : Ecoulement fluidisé

o Fluidisation : Injection de gaz dans la colonne granulaire.
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F1GURE: Ecoulement non fluidisé : courte distance de parcours

e

F1GURE: Ecoulement fluidisé : longue distance de parcours
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© Modele complet

@ Modélisation

© Le cas 2 densité constante.

Jordane MATHE (Maths-LMV)

Théoréeme d’existence



Deux phases mais un seul fluide

Pour simplifier, on considére un seul fluide-mélange a densité variable.
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Deux phases mais un seul fluide

Pour simplifier, on considére un seul fluide-mélange a densité variable.
Il vérifie les équations de Navier-Stokes incompressibles a densité variable :

div(v) =0
Orp + div(pv) =0 (1)
O¢(pv) + div(pv ® v) + Vp = pg + div(S)
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Deux phases mais un seul fluide

Pour simplifier, on considére un seul fluide-mélange a densité variable.
Il vérifie les équations de Navier-Stokes incompressibles a densité variable :

div(v) =0
Orp + div(pv) =0
O¢(pv) + div(pv ® v) + Vp = pg + div(S)

(1)

Inconnues :
@ v : vitesse du mélange,
@ p : pression du mélange,

@ p : densité du mélange.
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Deux phases mais un seul fluide

Pour simplifier, on considére un seul fluide-mélange a densité variable.
Il vérifie les équations de Navier-Stokes incompressibles a densité variable :

div(v) =0
Orp + div(pv) =0
O¢(pv) + div(pv ® v) + Vp = pg + div(S)

(1)

Constante

@ g : pesanteur.
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Deux phases mais un seul fluide

Pour simplifier, on considére un seul fluide-mélange a densité variable.
Il vérifie les équations de Navier-Stokes incompressibles a densité variable :

div(v) =0
Orp + div(pv) =0 (1)
O¢(pv) + div(pv ® v) + Vp = pg + div(S)

Constante

@ g : pesanteur.

Rhéologie
Il reste a préciser S. J
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Rhéologie

Dans mon cas :
S=ubv+1%,
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Rhéologie

Dans mon cas :
S=ubDv+%,

N

ou
Dv = # est le taux de déformation,

1 est la viscosité effective,

Jordane MATHE (Maths-LMV) Théoréme d’existence 23 Mai 2014 8 /25



Rhéologie

Dans mon cas :
S=ubDv+%,

N

ol
Dv = # est le taux de déformation,
1 est la viscosité effective,

_ . D
2 =q1py,
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Rhéologie

Dans mon cas :
S=ubDv+%,

N

ou
Dv = # est le taux de déformation,

est la viscosité effective,
; —q-2v = Fluide de Bingham a seuil ¢

|Dv]
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Rhéologie

Dans mon cas :
S=ubDv+%,

N

ou
Dv = # est le taux de déformation,

w est la viscosité effective,

Y —q-Dv = Fluide de Bingham a seuil g
~91Dv]
Idée
Faire varier le seuil g en fonction de la pression du gaz interstitiel. J
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Variation du seuil

Définition du seuil

_ Pas de gaz :  Frottement de Coulomb
9= Avec gaz :  fluide
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Variation du seuil

Définition du seuil
Pas de gaz:  Frottement de Coulomb
q = i .
Avec gaz :  fluide

pgh — pression du gaz si pression fluide faible
¥ = 0 si pression fluide forte

pgh = ps est la pression solide.
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Variation du seuil

Définition du seuil

Pas de gaz:  Frottement de Coulomb

¥ = Avec gaz :  fluide

pgh — pression du gaz si pression fluide faible
¥ = 0 si pression fluide forte
q = (pgh — pression du gaz)™

pgh = ps est la pression solide.
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Modele

Si on note pr la pression du gaz interstitiel, alors on obtient le systéme
suivant :

div(v) =0
Oep + div(pv) =0

D
O:(pv) + div(pv ® v) — ulAv + Vp = pg + div((pgh—pr)™ —V)
N——— ’DV|

seuil g

(2)

v
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Modele

Si on note pr la pression du gaz interstitiel, alors on obtient le systéme
suivant :

div(v) =0
Oep + div(pv) =0

D
O:(pv) + div(pv ® v) — ulAv + Vp = pg + div((pgh—pr)™ —V)
N——— ’DV|

seuil g

Otpr +v - Vpr — KApr =0

(2)

v

Jordane MATHE (Maths-LMV) Théoréme d’existence 23 Mai 2014 10 / 25



© Modele complet

@ Théoreme d’existence

© Le cas 2 densité constante.
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Existence d'une solution faible

Théoreme

Si po € L>®(Q) satisfait 0 < M~ < pg < M, si pry € L°(Q) est positive,
v € L2(Q), f € L2(Ry; V') et si ps est une fonction compacte de la
densité,

Alors pour tout T > 0, il existe une solution faible sur Q x (0, T).
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© Modele complet

© Le cas 2 densité constante.
@ Définition d'une solution faible
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Un cas plus simple : densité constante.

div(v) =0
Otv+v-Vv—Av=f—Vp+div(X)
0tq+v-Vg—Ag=0

(%, Dv)e Gla],
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Un cas plus simple : densité constante.

div(v) =0
Otv+v-Vv—Av=f—Vp+div(X)
0:q+v-Vg—Ag=0

(%, Dv)e Gla],

ol
= qlg—z| si Dv # 0
lgf siDv=0

N

(X, Dv) € G[q] @{

pa
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Un cas plus simple : densité constante.

div(v) =0
Otv+v-Vv—Av=f—Vp+div(X)
0:q+v-Vg—Ag=0

(%, Dv)e Gl

ou
Dv :
= gy SiDv#0
Y,Dv) € & 1Dv]
(3
Y:Dv = gq|Dv|
=l < g
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Formulation variationnelle
Définition

On dit que (%, g, v) € L®L2 x (L*L2 N L2H) x (L°HNL2V) est
solution faible de (3) sur Q x (0, T) si V(r,v) € H}(Q) x V,

/Qatv-z/)-l-/ﬂ(v-Vv)-z/)-l-/QVv:Vl/}—l—/ﬂz:Vz/):<f,¢>v,’v

/8tqr+/v-Vqr+/Vq-Vr:0
Q Q Q

(%, Dv) € Gld]

V|t=0 = vo
qlt=0 = qo
(4)
ou
Y:Dv = q|Dv|
> Dv) €Glq] &
(%, bv) € 6ld] {|2| <

y
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© Modele complet

© Le cas 2 densité constante.

@ Preuve : cas a densité constante
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Preuve : 1/3 - Schéma d’Approximation

On proceéde a deux approximations successives :



Preuve : 1/3 - Schéma d’Approximation

On proceéde a deux approximations successives :

Premiére approximation :

Dv Dv

Y=g~ Y=g
TMov] NDv[+1/n




Deuxieme approximation : Galerkin

Soient (w;);en une base de V et (r;);en une base de HJ(Q).




Deuxiéme approximation : Galerkin

Soient (w;);en une base de V et (r;);en une base de HJ(Q).
On cherche (X, g%, vf) € L®L2 x (L®L2 N L2H}) x (L°H, NL2V}) tel
que Vi € {0,...,k}




Deuxiéme approximation : Galerkin

Soient (w;);en une base de V et (r;);en une base de HJ(Q).
On cherche (X, g%, vf) € L®L2 x (L®L2 N L2H}) x (L°H, NL2V}) tel
que Vi € {0,...,k}

/(8tv,l,‘+v,lf-Vv,lf)~w,-+/ VV,I,(ZVW,'-F/ YK Vw = (f W)y y
Q Q Q ’

/Q(E)tq,f +vk.vqh) r,-+/QVq,’§ -Vri=0
(X5, Dvy) € G5

V,I,(’t:O = V(f

qlt=0 = q&

(5)

k Dvk

s sk Pk k k _
ou (X5, DvS) e G < XL = In Bk (71 -




Deuxiéme approximation : Galerkin

Soient (w;)jeN une base de V et (r;)ien une base de H3(Q).
On cherche (X, g%, vf) € L®L2 x (L®L2 N L2H}) x (L°H, NL2V}) tel
que Vi € {0,...,k}

/(8tv,l,‘+v,lf-Vv,lf)~w,-+/ VV,’;ZVW;-}-/ YK Vw = (f W)y y
Q Q Q ’

/(8tq5 + vk . vqh) r,-+/ Vgk V=0
Q Q

(5, Dvs) € G

V,/ﬂt:o = V(f

qlt=0 = q&

(5)

Dv

ol (X, Dvy) € Gy & T = a5, i

— C’est explicite !




Preuve : 2/3 - Estimations d’énergie et limites
Des estimations d'énergie classiques permettent d’avoir successivement

(Zhanva) 7, (Ed4V9) = (T.0.v)

n—oo o0
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Preuve : 2/3 - Estimations d’énergie et limites
Des estimations d'énergie classiques permettent d’avoir successivement

(Zhanva) 7, (Ed4V9) = (T.0.v)

n—oo o0

Ensuite, on veut vérifier que (X, g, v) est solution faible, i.e. Vi), r
/atv~1/)+/ (V-Vv)-’d}—l—/ Vv:Vw—i—/ YoV = ()
Q Q Q Q ’

/8tqr+/v-Vqr+/Vq-Vr:0
Q Q Q
(X, Dv) € G[d]

V|t:O:VO
Q|t:o=q0
ou
Y:Dv = gq|Dv|
> Dv) eglq] &
(> bv) € Gld] {rzw < g
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On veut montrer que le triplet (X, g, v) vérifie :
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Preuve : 3/3 - Passage a la limite dans le graphe
On veut montrer que le triplet (X, g, v) vérifie :

Pour tout k > 0,
14| < 16"] < | g0l pop.

Donc pour tout w C Q x (0, T) de mesure non nulle, on a

1Z 11wy < llallui) -



Preuve : 3/3 - Passage a la limite dans le graphe
On veut montrer que le triplet (X, g, v) vérifie :

Pour tout k > 0,
=5 < 19¥| < |qolL= p-p.

Donc pour tout w C Q x (0, T) de mesure non nulle, on a

1Z 11wy < llallui) -

Donc on a le résultat :
12| < lq| p-p.



Preuve : 3/3 - Passage a la limite dans le graphe

On veut montrer que le triplet (X, g, v) vérifie :

Ingrédients :
e Yk : Dvk converge vers g|Dv| dans L!-faible.
Y dans L2-faible.

Yk converge vers
Dv dans L2-faible.

e Dvk converge vers
C'est insuffisant.
Pour conclure, on démontre que

k. Dvk 5% :Dv € L



Preuve : 3/3 - Passage a la limite dans le graphe
On veut montrer que le triplet (X, g, v) vérifie :

Y:Dv = gq|Dv|
<l

Les étapes de la démonstration sont :

t t
Iimsup/ /Zk:kag/ /Z:Dv.
k—+o00 JO JQ 0 JQ

(a) Montrer que
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Preuve : 3/3 - Passage a la limite dans le graphe

On veut montrer que le triplet (X, g, v) vérifie

Y : Dv q|Dv|
2| lal -

N

Les étapes de la démonstration sont :

t t
Iimsup/ /Zk:kag/ /Z:Dv.
0 JQ 0 JQ

k—+o00

(a) Montrer que

(b) Montrer I'existence d'une sélection ¥* du graphe G[q*]

(c) Estimer la quantité

/ / *(g*, Dv)) : (Dvk — Dv).



(a)-Une premiere estimation.

On prend vk comme fonctions-test :

1
Edt|Vk|i2 + VK2, +/QZk . Dvk = <f, vk> :



(a)-Une premiere estimation.

On prend vk comme fonctions-test :
1
Edt|vk|%2 +|Vvk3, +/QZk . Dvk = <f, vk> :

On intégre en temps :

t t t
[ 5ok =g -k + (1) - [19v
0 JQ 0 0



(a)-Une premiere estimation.

On prend vk comme fonctions-test :
1
Edt|vk|%2 +|Vvk3, +/QZk . Dvk = <f, vk> :

On intégre en temps :

t t
[ [z o0 =i ¥R +/ S = [
0 JQ 0

i J faible

t t
/ /Z :Dv =|wlZ —|v(b)? +/ (f,v) —/ V|2,
0 JQ 0



(a)-Une premiere estimation.

On prend vk comme fonctions-test :
1 k|2 k|2 k k k
5dt|v It + Vv |L2+/QZ : Dv :<f,v > .
On intégre en temps :

t t t
P R A G T A A (A W M

0 JQ 0 0
1 ! 1 | faible

t t t
| [Eiov =l @R+ [ fv) - 19
0 JQ 0 0

Donc en passant a la limite quand kK — +o0, on a

t t
Iimsup/ /Z":kag/ /Z:Dv.
k—+o00 JO JQ 0 JQ

|




(b)-Existence d'une sélection du graphe G[g"].
Lemme
Il existe £*(g*, Dv) telle que

{Z* - Dv = ¢¥|Dv|
=] < |q¥|




(b)-Existence d'une sélection du graphe G[g"].

Lemme

Il existe £*(g*, Dv) telle que

{Z* - Dv = ¢¥|Dv|
=] < |q|

Démonstration.

En fait, on la construit explicitement par densité de D(Q) dans L?(Q) a
partir de la fonction :




(c)-Etudier | [(Zk — X*(g¥, Dv)) : (Dvk — Dv).
@ En développant et en passant a la limite quand k — 400, on obtient

lim sup/ / *(g%, Dv)) : (Dv¥ — Dv)

k—00
t
:|imsup/ /Zk:ka—Z:Dvgo.
Q

k— 00

d'aprés (a)



(c)-Etudier | [(Zk — X*(g¥, Dv)) : (Dvk — Dv).
@ En développant et en passant a la limite quand k — 400, on obtient

lim sup/ / *(g%, Dv)) : (Dv¥ — Dv)

k—00
t
:|imsup/ /Zk:ka—Z:Dvgo.
Q

k— 00

d'aprés (a)

@ Mais d’autre part, grace a Cauchy-Schwarz,

(xk — =*(¢*, Dv)) : (Dvk — Dv) > 0.



(c)-Etudier | [(Zk — X*(g¥, Dv)) : (Dvk — Dv).
@ En développant et en passant a la limite quand k — 400, on obtient

lim sup/ / *(g%, Dv)) : (Dv¥ — Dv)

k—00
t
:|imsup/ /Zk:ka—Z:Dvgo.
Q

k— 00

d'aprés (a)

@ Mais d’autre part, grace a Cauchy-Schwarz,

(xk — =*(¢*, Dv)) : (Dvk — Dv) > 0.

= limsupy_,o |5 : DvK — X : Dv||i111 =0



Conclusion
Ainsi
YK Dvk — Y : Dv.
L1t



Conclusion
Ainsi

Yk.Dvk ——~ ¥ Dv.
LIt
Mais d’autre part, pour tout k
Yk Dvk = g¥|Dvk|
donc par produit de convergence fort/faible,

vk Dvk — g|Dv| € L'L.



Conclusion
Ainsi
Yk.Dvk —5 ¥ :Dv.

LIL!

Mais d’autre part, pour tout k
Yk Dvk = g¥|Dv¥|
donc par produit de convergence fort/faible,
vk Dvk — g|Dv| € L'L.

Par unicité de la limite, on a montré que

Y : Dv = q|Dv]|.



Conclusion
Ainsi
Yk.Dvk ——~ ¥ Dv.

LIL!

Mais d'autre part, pour tout k
Yk Dvk = g¥|Dv¥|
donc par produit de convergence fort/faible,
vk Dvk — g|Dv| € L'L.

Par unicité de la limite, on a montré que

Y : Dv = q|Dv]|.

Conclusion

(X, Dv) € Glq] .




Merci pour votre attention !
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