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Figure: Écoulement non fluidisé : courte distance de parcours

Figure: Écoulement fluidisé : longue distance de parcours
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Deux phases mais un seul fluide

Pour simplifier, on considère un seul fluide-mélange à densité variable.

Il vérifie les équations de Navier-Stokes incompressibles à densité variable :
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Inconnues :
v : vitesse du mélange,
p : pression du mélange,
ρ : densité du mélange.
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Il vérifie les équations de Navier-Stokes incompressibles à densité variable :


div(v) = 0
∂tρ+ div(ρv) = 0
∂t(ρv) + div(ρv ⊗ v) +∇p = ρg + div(S)

(1)

Constante
g : pesanteur.

Rhéologie
Il reste à préciser S.
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Rhéologie

Dans mon cas :
S = µDv + Σ ,

où
Dv = γ̇ est le taux de déformation,
µ est la viscosité effective,
Σ =q Dv

|Dv |
⇒ Fluide de Bingham à seuil q

Idée
Faire varier le seuil q en fonction de la pression du gaz interstitiel.
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Variation du seuil

Définition du seuil

q =
{

Pas de gaz : Frottement de Coulomb
Avec gaz : fluide

q =
{
ρgh − pression du gaz si pression fluide faible

0 si pression fluide forte
q = (ρgh − pression du gaz)+

ρgh = ps est la pression solide.
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Modèle

Si on note pf la pression du gaz interstitiel, alors on obtient le système
suivant :



div(v) = 0
∂tρ+ div(ρv) = 0

∂t(ρv) + div(ρv ⊗ v)− µ∆v +∇p = ρg + div((ρgh−pf )+︸ ︷︷ ︸
seuil q

Dv
|Dv |)

∂tpf + v · ∇pf − K∆pf = 0

(2)
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Existence d’une solution faible

Théorème
Si ρ0 ∈ L∞(Ω) satisfait 0 < M−1 ≤ ρ0 ≤ M, si pf 0 ∈ L∞(Ω) est positive,
v0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(R+; V′) et si ps est une fonction compacte de la
densité,
Alors pour tout T > 0, il existe une solution faible sur Ω× (0,T ).
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Un cas plus simple : densité constante.


div(v) = 0

∂tv + v · ∇v −∆v = f −∇p + div(Σ)
∂tq + v · ∇q −∆q= 0

(Σ,Dv)∈ G[q] ,

(3)

où
(Σ,Dv) ∈ G[q]⇔

{
Σ = q Dv

|Dv | si Dv 6= 0
|Σ| 6 |q| si Dv = 0

m{
Σ : Dv = q|Dv |
|Σ| 6 |q|
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Formulation variationnelle

Définition
On dit que (Σ, q, v) ∈ L∞L2 × (L∞L2 ∩ L2H1)× (L∞H ∩ L2V) est
solution faible de (3) sur Ω× (0,T ) si ∀(r , ψ) ∈ H1

0(Ω)×V,

∫
Ω
∂tv · ψ +

∫
Ω

(v · ∇v) · ψ +
∫

Ω
∇v : ∇ψ +

∫
Ω

Σ : ∇ψ = 〈f , ψ〉V′,V∫
Ω
∂tq r +

∫
Ω

v · ∇q r +
∫

Ω
∇q · ∇r = 0

(Σ,Dv) ∈ G[q]
v |t=0 = v0

q|t=0 = q0
(4)

où
(Σ,Dv) ∈ G[q] ⇔

{
Σ : Dv = q|Dv |
|Σ| 6 |q| .
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Preuve : 1/3 - Schéma d’Approximation

On procède à deux approximations successives :

Première approximation :

Σ = q Dv
|Dv |  Σn := q Dv

|Dv |+ 1/n .
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Deuxième approximation : Galerkin

Soient (wi )i∈N une base de V et (ri )i∈N une base de H1
0(Ω).

On cherche (Σk
n, qk

n , vk
n ) ∈ L∞L2

k × (L∞L2
k ∩ L2H1

k)× (L∞Hk ∩ L2Vk) tel
que ∀i ∈ {0, . . . , k}

∫
Ω

(∂tvk
n + vk

n · ∇vk
n ) · wi +

∫
Ω
∇vk

n : ∇wi +
∫

Ω
Σk

n : ∇wi = 〈f ,wi〉V′,V∫
Ω

(∂tqk
n + vk

n · ∇qk
n ) ri +

∫
Ω
∇qk

n · ∇ri = 0

(Σk
n,Dvk

n ) ∈ Gk
n

vk
n |t=0 = vk

0

qk
n |t=0 = qk

0
(5)

où (Σk
n,Dvk

n ) ∈ Gk
n ⇔ Σk

n = qk
n

Dvk
n

|Dvk
n |+ 1

n
.

→ C’est explicite !
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Preuve : 2/3 - Estimations d’énergie et limites
Des estimations d’énergie classiques permettent d’avoir successivement

(Σk
n, qk

n , vk
n ) →

n→∞
(Σk , qk , vk) ⇀

k→∞
(Σ, q, v)

Ensuite, on veut vérifier que (Σ, q, v) est solution faible, i.e. ∀ψ, r
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Ω
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∫

Ω
∇v : ∇ψ +

∫
Ω

Σ : ∇ψ = 〈f , ψ〉V′,V∫
Ω
∂tq r +

∫
Ω

v · ∇q r +
∫

Ω
∇q · ∇r = 0

(Σ,Dv) ∈ G[q]
v |t=0 = v0

q|t=0 = q0

où
(Σ,Dv) ∈ G[q] ⇔

{
Σ : Dv = q|Dv |
|Σ| 6 |q| .
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Preuve : 3/3 - Passage à la limite dans le graphe
On veut montrer que le triplet (Σ, q, v) vérifie :{

Σ : Dv = q|Dv |
|Σ| 6 |q| .

Ingrédients :
Σk : Dvk converge vers q|Dv | dans L1-faible.

Σk converge vers Σ dans L2-faible.
Dvk converge vers Dv dans L2-faible.

C’est insuffisant.
Pour conclure, on démontre que

Σk : Dvk → Σ : Dv ∈ L1.
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lim sup
k→+∞

∫ t

0

∫
Ω

Σk : Dvk 6
∫ t
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Ω
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(b) Montrer l’existence d’une sélection Σ∗ du graphe G[qk ].
(c) Estimer la quantité∫ t

0

∫
Ω

(Σk − Σ∗(qk ,Dv)) : (Dvk − Dv) .
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(a)-Une première estimation.
On prend vk comme fonctions-test :

1
2dt |vk |2L2 + |∇vk |2L2 +

∫
Ω

Σk : Dvk =
〈
f , vk

〉
.

On intègre en temps :∫ t

0

∫
Ω

Σk : Dvk =|vk
0 |2L2 −|vk(t)|2L2 +

∫ t

0

〈
f , vk

〉
−

∫ t

0
|∇vk |2L2

↓ ↓ ↓ ↓ faible

∫ t

0

∫
Ω

Σ : Dv =|v0|2L2 −|v(t)|2L2 +
∫ t

0
〈f , v〉 −

∫ t

0
|∇v |2L2

Donc en passant à la limite quand k → +∞, on a
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0

∫
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0

∫
Ω

Σ : Dv .
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(b)-Existence d’une sélection du graphe G[qk ].

Lemme
Il existe Σ∗(qk ,Dv) telle que{

Σ∗ : Dv = qk |Dv |
|Σ∗| 6 |qk |

Démonstration.
En fait, on la construit explicitement par densité de D(Ω) dans L2(Ω) à
partir de la fonction :

R× Sd (R) → Sd (R)

(q,D) 7→
{

q D
|D| si D 6= 0
0 sinon
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(c)-Étudier ∫ ∫ (Σk − Σ∗(qk , Dv)) : (Dv k − Dv).

En développant et en passant à la limite quand k → +∞, on obtient

lim sup
k→∞

∫ t

0

∫
Ω

(Σk − Σ∗(qk ,Dv)) : (Dvk − Dv)

= lim sup
k→∞

∫ t

0

∫
Ω

Σk : Dvk − Σ : Dv 6 0︸ ︷︷ ︸
d’après (a)

.

Mais d’autre part, grâce à Cauchy-Schwarz,

(Σk − Σ∗(qk ,Dv)) : (Dvk − Dv) > 0 .

⇒ lim supk→∞ ‖Σk : Dvk − Σ : Dv‖L1L1 = 0
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Conclusion
Ainsi

Σk : Dvk −−−→
L1L1

Σ : Dv .

Mais d’autre part, pour tout k

Σk : Dvk = qk |Dvk |

donc par produit de convergence fort/faible,

Σk : Dvk ⇀ q|Dv | ∈ L1L1 .

Par unicité de la limite, on a montré que

Σ : Dv = q|Dv | .

Conclusion

(Σ,Dv) ∈ G[q] .
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Merci pour votre attention !
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