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1 Amuse-gueule

Soit f:[0,1] — R continue et telle que f[o,l] f =1/2. Montrer que f admet un point
fixe sur 'ouvert (ie un point c tq f(c) = c.

Correction Considérer la fonction x — f(x) — x : elle est continue et d’intégrale
nulle. Si elle ne s’annulait pas sur I'intervalle, elle y serait strictement positive ou
strictement négative. Absurde !

2 Plat

Soit f € €4 (R), et a < b < c. Montrer que

b= e )
< max , )
c-a m,ch b-a [u,blf c-b [b,clf

Correction On peut par exemple montrer que la moyenne sur 'intervalle total est
un barycentre des deux moyennes sur les petits intervalles, pour une pondération
bien choisie.

3 Dessert

Soit a < b deux nombres réels. On pose ¢, : t — |t — x|. Montrer que (¢x) xea,b) €St
une base de I'EV Edes fonctions continues et affines par morceaux sur [a, b].

Correction Voila qui est intéressant! Plusieurs remarques :

Qu’est-ce qu'une base infinie? C’est une famille...

— libre : toute sous-famille finie est libre

— génératrice : tout vecteur de 'espace est une combinaison linéaire d'un nombre
fini de ¢,. Cad :

n
YfeEAneN,3(xy,... X,),AA1, .., An) ER™: f =) Ay,
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Qu’est-ce que c’est que cet espace? Une fonction affine par morceaux et globale-
ment continue sur [a,b], c’est une fonction dont le graphe est une ligne brisée en un
certain nombre 7 points mais continue :

f € E < festcontinue et dn e N,A(xp = a, X1, ..., X, Xp+1 = @) : fest affine sur chaque [x;, X;4+1]

On peut méme remarquer que E est la réunion d’'une suite croissante d'EV E,;, Ej,
étant 'EV des fonctions continues et affines par morceaux brisées en au plus n
points.

On peut y voir une analogie avec K[X] = Upen R, [X]!

Démonstration

— Famille libre : a faire.

— Famille génératrice : soit f € E, soit n son nombre de brisures xi,...,x, (f € Ej,).
Alors f est caractérisé par ses valeurs aux points x; ! Bah oui, si j'impose I'ordon-
née aux brisures, ma ligne devant étre droite entre deux brisures, je n’ai plus de
choix.

Cecinous incite a construire un isomorphisme E,, — R**2, f — (f(a), f(x1),..., f(xn), f (D).
D’apres ce qui précede, cette application est bien injective. Il est assez facile de se
convaincre de sa linéarité. Quant a la surjectivité, elle découle du fait qu'il existe

bel et bien une ligne se brisant en n points quelconques, sans se briser ailleurs.

E, estdonc de dimension n+2. Or, (g, Py, ..., Px,, b) est une famille libre appar-

tenant a E;, donc génératrice de E,.Notre fonction f s’écrit alors comme combi-

naison linéaire de ces fonctions.
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