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Je vous donne une corde de longueur L. Ne vous pendez pas, dites-moi quelle est l’aire maximale que vous pouvez déli-
miter avec (sentimentalement).

1 Amuse-gueule

Soit f ∈C 1(R,R) 2π-périodique, de moyenne nulle.

1. Justifier l’existence de α ∈ [0,π[ tel que f (x +α) = f (x).

2. Montrer que g (x) = ( f (x)− f (α))cot(x −α) se prolonge en une fonction continue sur [0,2π].

3. Montrer que h(x) = ( f (x)− f (α))2 cot(x −α) se prolonge en une fonction C 1 sur [0,2π]. Exprimer h′.

2 Plat : inégalité de Poincaré

1. A l’aide de h′, prouver que ∫
[
0,2π]( f − f (α))2 =

∫
[
0,2π]2 f ′g − g 2

puis que ∫
[
0,2π]( f ′− g )2 =

∫
[
0,2π]( f ′2 − ( f − f (α))2).

2. Etablir que
∫

[ 0,2π] f 2 ≤ ∫
[ 0,2π] f ′2.

Et en période quelconque ?

3 Dessert

C’est maintenant que ça commence vraiment. Soit une courbe C 1 de longueur L, fermée, paramétrée par l’abscisse cur-
viligne. On admet (formule de Green-Riemann) que l’aire qu’elle délimite est

A =
∫

x y ′

1. Préciser ce que tout cela signifie. Vérifier sur l’exemple du cercle que cette formule de l’aire n’est pas sotte.

2. Prouver que L− 4π
L ≥ ∫

[ 0,L]( 2π
L x − y ′)2.

3. Conclure !
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