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Introduction

Présentation

L’objet de ce travail est ’étude de la cohomologie quantique d’une famille d’es-
paces quasi-homogeénes, les grassmanniennes symplectiques impaires.

Grassmanniennes symplectiques impaires. Ces variétés sont une géné-
ralisation des grassmanniennes symplectiques au cas des espaces vectoriels de
dimension impaire.

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension 2n muni d’une forme symplec-
tique w et 1 < m < n un entier. L’ensemble des sous-espaces vectoriels de V' de
dimension m isotropes pour w ne dépend & isomorphisme prés ni du choix de
l’espace vectoriel V' de dimension 2n, ni de celui de la forme symplectique w.
On le note donc IG(m,2n) et on 'appelle grassmannienne symplectique. C'est
une sous-variété lisse de la grassmannienne usuelle G(m, 2n), et elle posséde une
action transitive du groupe symplectique Sp,,,. Comme tout espace homogéne
rationnel projectif, la grassmannienne symplectique est munie d’une décompo-
sition cellulaire, dont les cellules sont des espaces affines appelés cellules de
Schubert. Leurs adhérences sont les variétés de Schubert, et les classes de co-
homologie associées, appelées classes de Schubert, forment une décomposition
additive de ’anneau de cohomologie de la grassmannienne symplectique. Dans
la suite du texte, tous les espaces homogénes considérés seront rationnels et
projectifs.

Considérons maintenant un C-espace vectoriel V' de dimension 2n + 1 et
un entier m tel que 2 < m < n. L’espace V étant de dimension impaire,
toute forme antisymétrique est nécessairement dégénérée. Considérons sur V
une forme antisymétrique w de rang maximal. On peut a nouveau considérer
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de V' de dimension m isotropes pour w,
que lon note IG(m,2n + 1) et que l'on appelle grassmannienne symplectique
impaire. Cette variété est toujours une sous-variété lisse de la grassmannienne
usuelle G(m, 2n + 1), et elle posséde une action du groupe symplectique impair
SPany1, qui est le sous-groupe de GLa, 11 constitué des matrices qui préservent
la forme antisymétrique w. A la différence du cas pair, cette action n’est plus
transitive, puisque IG(m, 2n + 1) posséde deux orbites pour I’action de Sp,,, ,; :
une orbite ouverte, et son complémentaire l'orbite fermée O, qui est isomorphe
a IG(m — 1,2n), et donc de codimension 2(n 4+ 1 —m). C’est donc une variété
quasi-homogéne. Les grassmanniennes symplectiques impaires tout comme le
groupe symplectique impair ont été étudiés par Mihai dans [Mih07].



Cohomologie quantique. L’anneau de cohomologie quantique d’une variété
projective lisse complexe X est une déformation de son anneau de cohomologie.
Tandis que 'anneau de cohomologie de X encode la maniére dont s’intersectent
ses sous-variétés, son anneau de cohomologie quantique encode la maniére dont
elles sont reliées par des courbes rationnelles. Plus précisément, I’anneau de
cohomologie quantique est construit & ’aide de nombres appelés invariants de
Gromov- Witten, qui, dans les cas favorables, comptent le nombre de courbes
rationnelles rencontrant trois variétés données.

Considérons My ,,(X,3) l'espace de modules des applications stables de
Kontsevich, que I'on décrira plus en détail au paragraphe Les éléments
de My (X, B) sont certaines applications de degré 8 € HS(X,Z) d’une courbe
rationnelle munie de n points marqués vers la variété X. L’espace Mo (X, 3)
est muni de n morphismes d’évaluation

ev; : Moo (X, 8) = X,

qui & un point marqué associent son image par I'application. Si ’on considére
n classes de cohomologie 71, ...,7v, € H*(X,C), I'invariant de Gromov-Witten
associé est par définition :

IB(’Y17~-~7’Yn):/ eviyr U+ Uevyn.
[Mo,n (X,B)]ViF

On explicitera les notations ci-dessus au paragraphe Contentons-nous ici
simplement de préciser que dans certains cas comme celui des espaces homo-
génes, ces invariants sont énumératifs, c’est-a-dire qu’ils comptent le nombre de
courbes rationnelles passant par des cycles donnés.

On peut maintenant définir 'anneau de cohomologie quantique QH* (X, C)
de la variété X. Si 7y et 2 sont deux classes de cohomologie sur X, leur produit
quantique 7y, * Y2 est donné par

nEvz= > Y Ig(n W) s,
BeHs(X,z) V3

ou 73 parcourt une base de H*(X, C) et vy la base duale de Poincaré.
L’anneau de cohomologie quantique de X est

QH'(X,0) =H'(X,0) P cl),
BeHs(X,zZ)

muni du produit quantique x. On référe au paragraphe pour plus de préci-
sions concernant cette définition. Le coefficient de ¢° dans le produit quantique
est simplement le produit classique, et par conséquent QH* (X, C) est bien une
déformation de I'anneau de cohomologie de X.

La plupart des calculs explicites de la cohomologie quantique ont été effec-
tués dans le cas des variétés toriques ou des espaces homogénes. En effet, on
dispose pour les variétés toriques de toute une combinatoire qui permet par
exemple de décrire aisément leur anneau de cohomologie, ainsi que leur anneau
de cohomologie quantique (cf [Bat93]). Quant aux espaces homogenes, leur étude
est facilitée par le fait que leurs espaces de modules d’applications stables sont
lisses, et qu’on dispose d’un résultat appelé lemme de Kleiman, qui permet



de calculer leurs invariants de Gromov-Witten par des méthodes énumeératives.
On présentera au chapitre [1| les principaux résultats concernant la cohomologie
quantique des espaces homogeénes.

Hors de ces situations, on dispose de relativement peu d’exemples. Parmi
ceux-la, on peut citer ceux de deux variétés quasi-homogénes : le schéma de
Hilbert de deux points dans P?, étudié par Graber dans [Gra01], et le schéma
de Hilbert de deux points dans P! x P!, étudié par Pontoni dans [Pon07]. On a
vu que les grassmanniennes symplectiques impaires sont également des espaces
quasi-homogeénes. Par ailleurs, elles sont trés proches du cas homogéne, puis-
qu’elles possédent seulement deux orbites et que l'orbite fermée est de grande
codimension. De plus, le groupe symplectique impair est “presque” un groupe
symplectique. En effet, on a une inclusion Sp,,, C Sp,,, |1, et il existe une surjec-
tion d’un sous-groupe parabolique de Spy,, | o sur Spap41 (cf [Pro86] et [GZ84]).
Ces propriétés laissent supposer qu’il devrait y avoir des liens entre les variétés
IG(m, 2n), IG(m,2n+1) et IG(m, 2n+2). Mihai a d’ailleurs remarqué que 1’on a
une inclusion naturelle IG(m, 2n+1) C IG(m, 2n+2), qui identifie la grassman-
nienne symplectique impaire & une variété de Schubert de la grassmannienne
symplectique paire. Par ailleurs, l'orbite ouverte de IG(m,2n + 1) s’identifie &
lespace total du dual du fibré tautologique sur IG(m,2n). Un des fils direc-
teurs de cette thése est 'idée d’établir dans quelle mesure de telles similitudes
s’observent en ce qui concerne les cohomologies classique et quantique.

Résultats

Cohomologie classique. L’identification de la grassmannienne symplectique
impaire & une variété de Schubert de la grassmannienne symplectique paire
la munit d’une décomposition cellulaire induite par celle de IG(m,2n + 2), et
donc de variétés de Schubert. Au paragraphe on indexera ces variétés de
Schubert soit par leurs conditions d’incidence par rapport & un drapeau isotrope
fixé, soit par un analogue des partitions k-strictes de [BKT09]. On démontre au
chapitre [2] deux résultats reliant la cohomologie classique des grassmanniennes
symplectiques paires et impaires.

Le premier est une description de leur diagramme de Hasse, qui est un dia-
gramme encodant la multiplication classique par la classe hyperplane. Si on note
Hx le diagramme de Hasse de X, on a la décomposition suivante (cf propositions

B et ) -

Proposition. 1. Le diagramme de Hasse Hig(m2n) de la grassmannienne
symplectique est constitué de l'union :

e du diagramme de Hasse Hic(m,2n—1) de la grassmannienne symplec-
tique impaire IG(m,2n — 1) ;
e du diagramme de Hasse Hig(m—1,2n—2) de la grassmannienne sym-

plectique IG(m — 1,2n — 2).

2. Le diagramme de Hasse Hig(m2nt1) de la grassmannienne symplectique
impaire est constitué de 'union :

o du diagramme de Hasse Hig(m,2n) de la grassmannienne symplectique
I1G(m,2n) ;



o du diagramme de Hasse Hig(m—1,2n) de lorbite fermée O = 1G(m —
1,2n).

Les propositions [2:3] et [2.4] décrivent également les arétes entre les deux par-
ties de chaque décomposition. Ce résultat est une premiére manifestation du
lien entre les cohomologies des grassmanniennes symplectiques paires et im-
paires, puisqu’il montre que le produit d’intersection par la classe hyperplane
dans IG(m,2n + 1) se déduit de celui dans IG(m, 2n + 2).

Le second résultat consiste en deux présentations de ’anneau de cohomologie
H*(IG(m,2n + 1),Z) de la grassmannienne symplectique impaire, en fonction
de deux systémes de générateurs. Ces présentations font l'objet des proposi-
tions et Donnons ici la premiére présentation, en sachant que les
(ep)1<p<2an+1—m sont les classes de Chern du fibré quotient sur IG(m,2n + 1) :

Proposition. L’anneau de cohomologie H* (1G(m,2n + 1),Z) est engendré par
les classes (ep)1<p<on+i—m et les relations sont

det (€14j—i)1<; j<, =0 pourm+1<r <2n+2—m,

62 + 2 Z(fl)ier_‘_ier_i =0pourn+2—-—m<r<n.
i>1

A titre de comparaison, voici une présentation de la cohomologie de la grass-
mannienne symplectique ; les (ep)1<p<2an—m sont & nouveau les classes de Chern
du fibré quotient :

Proposition (|[BKT09]). L’anneau de cohomologie H* (1G(m,2n),Z) est engen-
dré par les classes (ep)1<p<an—m, €t les relations sont

det (61+j—i)1<ij<r =0pourm+1<r<2n—m,
2n—m—r

ez +2 Z (—1)'erpier—i =0 pourn+1—m <r <n.
i=1

Si les deux résultats précédents confirment l'existence de similitudes entre
les cas pair et impair, I’étude de la dualité de Poincaré montre que cette ressem-
blance n’est pas parfaite. En effet, tandis que pour la grassmannienne symplec-
tique (comme pour tout espace homogeéne) la base des classes de Schubert est
sa propre duale de Poincaré, ce n’est plus du tout le cas pour IG(m,2n + 1) (cf
proposition . On verra que le calcul du dual de Poincaré présente déja de
grandes difficultés d’ordre combinatoire. Ceci nous conduit a nous restreindre a
Pétude de la grassmannienne symplectique impaire de droites IG (2,2n + 1) au
chapitre |3| Les principaux résultats que nous y obtenons concernant la coho-
mologie classique sont des régles de Pieri et de Giambelli classiques en fonction
des deux systémes de générateurs de H* (IG(m, 2n + 1), Z) mentionnés au para-
graphe précédent. Une régle de Pieri est une formule décrivant la multiplication
d’une classe de Schubert arbitraire avec I'un des éléments du systéme de généra-
teurs considéré, tandis qu’'une régle de Giambelli permet d’exprimer n’importe
quelle classe de Schubert en fonction des générateurs. De tels résultats ont été
obtenus dans [PR96], [BKTQ9] et [BKT08a] pour la grassmannienne symplec-
tique.

Si lallure générale des formules de Pieri et de Giambelli que nous obtenons
dans le cas impair est trés proche de celle du cas pair, une différence remarquable



apparait pour 'une des formules de Pieri (cf proposition, qui est I'existence
de coeflicients négatifs pour certains produits d’une classe de Schubert par une
classe de Schubert spéciale. Ce phénomeéne n’apparait pas dans le cas des espaces
homogeénes. En effet, le lemme de Kleiman mentionné précédemment permet
dans ce cas d’assurer que deux variétés de Schubert peuvent toujours étre mises
en position transverse, ce qui garantit que les coefficients des classes de Schubert
apparaissant dans le produit d’intersection des classes de cohomologie associées
sont tous positifs. Le fait qu’il ne soit pas toujours possible de mettre deux
sous-variétés de Schubert de IG(m,2n + 1) en position transverse rajoute une
difficulté notable au calcul énumératif des invariants de Gromov-Witten de ces
espaces.

Cohomologie quantique. On a déja mentionné le fait que dans les cas favo-
rables, les invariants de Gromov-Witten peuvent étre calculés par des méthodes
énumératives. C’est toujours le cas pour les espaces homogénes, mais plusieurs
difficultés apparaissent dans les situations plus générales.

Tout d’abord, la définition des invariants de Gromov-Witten fait intervenir
un cycle fondamental virtuel [Mg (X, 3)]"" construit dans [BF97] et [LT98].
En général, ce cycle est différent du cycle fondamental, ce qui traduit le fait que
la théorie des déformations de ’espace de modules des applications stables pos-
séde des obstructions non triviales. Cependant, ce probléme n’apparait pas dans
le cas des espaces homogeénes (cf [EP97]). Pour ce qui est des grassmanniennes
symplectiques impaires, la situation est plus contrastée : on montre & la pro-
position [2.15| que les espaces de modules d’applications stables de degré 1 avec
deux ou trois points marqués (qui sont ceux qui nous intéressent pour le calcul
de la cohomologie quantique) sont non obstrués, donc lisses et de la dimension
attendue. Cependant, on voit au chapitre [f] qu'une obstruction apparait des le
degré 2.

Pour les invariants de Gromov-Witten de degré 1, la lissité des espaces de
modules nous permet de démontrer le résultat d’énumérativité suivante (théo-

réme :

Théoréme. On se place dans IG(m,2n+1). Soientr =2 ou 3 et y1,...,7, des
classes de cohomologie représentées par des sous-variétés ', ..., T, de codimen-
sion au moins 2 qui coupent l'orbite fermée de maniére génériquement trans-
verse. Alors il existe un ouvert dense U C Spy,,, tel que pour tout (g1,...,9,) €
U, Uinvariant de Gromov-Witten I1(v1,...,7) soit égal au nombre de droites
de IG(m, 2n + 1) coupant les translatés ¢1T1, ..., g,

Outre la proposition le principal ingrédient de la démonstration est
un lemme dia & Graber (cf [Gra0l]) qui étend un résultat de De Concini et
Procesi [DCP85]. Ce lemme assure que dans un espace quasi-homogeéne, deux
sous-variétés situées en position générale par rapport a la stratification par les
orbites peuvent étre mises en position génériquement transverse par ’action du
groupe.

Il nous permet de ramener la détermination des invariants de Gromov-Witten
de degré 1 de IG(m,2n + 1) a un calcul du nombre de droites incidentes &
des sous-variétés données. Cependant, en général, les invariants de degré 1
ne suffisent pas a déterminer toute la cohomologie quantique. On doit donc
se restreindre au cas des grassmanniennes symplectiques impaires de droites



IG (2,2n + 1), pour lesquelles ils fournissent suffisamment d’informations pour
énoncer notamment une regle de Pieri quantique (cf théoréme , c’est-a-dire
une formule donnant le produit quantique d’une classe de Schubert quelconque
par un générateur. Cette régle nous permet de compléter une des présentations
de la cohomologie classique de IG (2,2n + 1) obtenue au chapitre [2[ en une pré-
sentation de sa cohomologie quantique (cf proposition . On en déduit alors
le

Théoréme (théoréme [3.14). L’anneau de cohomologie quantique de la grass-
mannienne symplectique impaire de droites 1G (2,2n + 1) localisé en q # 0 est
semi-simple.

Le lien entre la semi-simplicité de la cohomologie quantique des variétés
de Fano et une propriété de leur catégorie dérivée, 'existence d’une collection
exceptionnelle, fait 'objet d’une conjecture de Dubrovin (cf [Dub98]). On pré-
sente cette conjecture au chapitre [4] et on rappelle les principales situations
pour lesquelles elle est vérifiée. Dans le cas des grassmanniennes symplectiques
de droites, I'une des parties de cette conjecture, & savoir I’existence d’une collec-
tion exceptionnelle compléte, a été démontrée par Kuznetsov dans [Kuz08|. Ce
résultat s’adapte au cas impair et constitue le théoréme [£.12] En y adjoignant
le théoréme [3.14] on obtient la

Proposition. La conjecture de Dubrovin est vérifiée dans le cas de la grass-
mannienne symplectique impaire de droites 1G (2,2n + 1).

On ne dispose pas pour l'instant d’un résultat analogue dans le cas pair.
En effet, la petite cohomologie quantique de la grassmannienne symplectique de
droites IG(2,2n) n’est pas semi-simple (cf [CP09]), et rien n’est connu concer-
nant la semi-simplicité de sa grande cohomologie quantique, sur laquelle porte
la conjecture de Dubrovin. Les notions de petite et de grande cohomologie quan-
tique sont exposées & la remarque [1.3

Pour les grassmanniennes symplectiques impaires IG(m, 2n+1) avec m > 2,
connaitre les invariants de degré 1 ne suffit a priori pas a calculer une régle de
Pieri quantique, et on a vu qu'on ne dispose pas en degré supérieur ou égal
a deux de résultat d’énumérativité semblable au théoréme [2.19] Néanmoins,
étant donné que les obstructions de ’espace de modules sont liées aux applica-
tions stables contractant certaines composantes dans I'orbite fermée O, et que
cette orbite est de grande codimension, nous conjecturons qu’un résultat d’énu-
mérativité devrait étre valable y compris en degré plus grand que deux. Sous
cette hypothese, on peut alors démontrer la proposition 5.2} adaptée d'un ré-
sultat de [BKT09], qui assure que contrairement a ce que ’on attendait, I’étude
des invariants de degré 1 suffit au calcul d’une régle de Pieri quantique pour
IG(m,2n + 1). On exploite cette proposition dans la suite du chapitre 5| pour
étudier quelques exemples dont celui des grassmanniennes symplectiques im-
paires 1G(3,2n + 1). L’annexe [A| est consacrée a la présentation des résultats
combinatoires concernant les variétés de Schubert de la grassmannienne sym-
plectique paire utilisés dans ce texte.

Enfin, & 'annexe on donne d’autres décompositions du diagramme de
Hasse des espaces homogénes et de la grassmannienne symplectique impaire
de droites. Ces décompositions sont liées a un résultat de [CMPQ09] donnant
le produit quantique dans un espace homogéne par des classes de Schubert



associées aux poids cominuscules. Pour les espaces homogénes minuscules, ces
décompositions sont démontrées dans [CMPO7|. On décrit a 'annexe [B| le cas
des grassmanniennes classiques, et, en admettant I’énumeérativité des invariants
de degré deux pour IG (2,2n + 1), on démontre un résultat analogue pour les
grassmanniennes symplectiques impaires de droites (cf théoréme .



Chapitre 1

Cohomologie quantique des
espaces homogeénes

La cohomologie des grassmanniennes est étudiée depuis la fin du 19éme siécle,
avec notamment les travaux de Schubert, Pieri ou Giambelli. La question de
la fondation rigoureuse des méthodes énumeératives développées a cette époque
constitue d’ailleurs le quinziéme probléme de Hilbert, qui a mené a la théorie de
I'intersection moderne exposée dans [Ful84]. Parmi les outils théoriques permet-
tant de justifier rigoureusement le calcul de Schubert, on peut citer le lemme
de Kleiman (cf [Kle74]), qui jouera un réle important dans ce travail. L’intérét
pour les autres espaces homogeénes est plus tardif; on peut citer les résultats de
Borel [Bor53| donnant une présentation de leur anneau de cohomologie, ainsi
que ceux de Bernstein, Gel'fand et Gel’fand [BGGT3|, qui permettent d’expri-
mer la cohomologie des espaces homogeénes a ’aide de la combinatoire de leur
groupe de Weyl.

La cohomologie quantique, qui est une déformation de la cohomologie clas-
sique, a été introduite par des physiciens dans les années 1980 (cf [Wit91]) puis
construite mathématiquement par Ruan-Tian [RT94] dans le cadre symplectique
et grace aux applications stables de Kontsevich [Kon95a| dans le cadre algé-
brique. Elle permet de résoudre d’autres problémes énumératifs que ceux traités
grace au calcul de Schubert classique. Nous donnerons au cours de ce chapitre les
principales références concernant la cohomologie quantique des grassmanniennes
usuelles et symplectiques.

Dans ce chapitre, on commence par définir & la partie la cohomologie
quantique dans le cas particulier des variétés convexes (dont font partie les
espaces homogeénes). Ensuite, on expose les résultats connus sur la cohomologie
classique et quantique de la grassmannienne usuelle (cf § et symplectique
(cf § , en insistant particuliérement sur les outils qui nous seront utiles par
la suite. Enfin, on conclut en présentant les fonctions I et J, en explicitant la
fonction J des grassmanniennes symplectiques et en donnant un résumé du cas
des autres espaces homogeénes a la partie



1.1 Invariants de Gromov-Witten, produit quan-
tique

Une construction fondamentale en théorie de 'intersection est celle des anneaux
de Chow (cf § [L.1.1)), qui sont des objets algébriques encodant une partie des
propriétés d’intersection des sous-variétés d’une variété lisse. Cette construction
a permis en particulier de donner un cadre rigoureux au calcul de Schubert.
L’anneau de cohomologie quantique d’une variété algébrique, introduit & la fin
du 20éme siécle, est quant & lui construit & partir des invariants de Gromov-
Witten, qui sont des nombres reliés & la géométrie des courbes rationnelles sur
cette variété. On va donner dans cette partie des définitions de ces notions.

1.1.1 Notations

Dans ce paragraphe, on présente briévement les notations qui seront utilisées
dans le reste du texte pour désigner les anneaux de cohomologie et les anneaux
de Chow .

Si X est une variété algébrique complexe, on note H!(X,Z) le i-éme groupe
de cohomologie singuliére de X a coefficients dans Z (cf [Hat02]), et :

2dim X
H*(X,Z)= €P H(X,Z).
=0

On définit de maniére analogue la cohomologie singuliére a coefficients dans C,
et on a alors H' (X, C) = H(X,Z) ®z C. On note U le produit correspondant &
la structure d’anneau sur H*(X,Z), que 'on appelle produit d’intersection. Si
X est lisse, 'anneau de cohomologie de X est muni de la dualité de Poincaré,
c’est-a-dire que 'application :

H*(X,Z) x B*"*(X,Z) — H*"(X,Z) = 7,

ou n = dim X, est une dualité parfaite.

Si X est une variété algébrique complexe lisse, on note A*(X) 'anneau de
Chow de X et U le produit d’intersection. Les éléments de A*(X) sont les combi-
naisons entiéres formelles de sous-variétés de X modulo équivalence rationnelle
(cf [Ful84]). De plus, si V' et W sont deux sous-variétés de X qui se coupent de
manicre transverse, alors le produit d’intersection des classes [V] et [W] associées
est [VIU[W]=[VNnW].

On a un morphisme d’anneaux naturel A*(X) — H?**(X,Z) de 'anneau de
Chow dans la cohomologie paire de X, donné par la classe fondamentale (cf
[Ful84]). Dans le cas des espaces homogénes, on peut montrer grace a la décom-
position de Bruhat (que 'on présentera au paragraphe que ce morphisme
est un isomorphisme et qu’il n’y a pas de cohomologie en dimension impaire.
Plus généralement, ce résultat est valable dés que 'on a une décomposition
cellulaire.

1.1.2 Invariants de Gromov-Witten

Les invariants de Gromov-Witten d’une variété projective lisse X sont des
nombres d’intersection de cycles sur les espaces de modules des applications



C i cs
De f(Cy)
D5
P4
5
b f(C2) f(Cy)
Cy 7p2 f(p1)
p1 X
C1

FI1GURE 1.1 — Un exemple d’application stable

stables My (X, 3) introduits par Kontsevich. Dans cette partie, nous rappelle-
rons simplement la définition de ces espaces de modules ainsi que les propriétés
qui nous seront utiles par la suite; pour la construction et les démonstrations,
on renvoie & [FP97].

Au lieu de compter des courbes rationnelles irréductibles, on va en fait comp-
ter des applications stables, pour lesquelles on peut construire un espace de
modules compact :

Définition 1.1 (Application stable). Une application stable de genre 0 et de
degré 8 avec r points marqués est un morphisme f : (C,p1,...,p,) = X d'une
courbe nodale connexe de genre 0 munie de r points lisses distincts py,...,py,
vers X, telle que f.[C] = S € Ha(X,Z). Notons que pour qu’une telle appli-
cation existe, le cycle 3 doit étre effectif. On note H$(X,Z) l'ensemble des
cycles effectifs de Hy(X,Z). L’application f doit également vérifier la condi-
tion de stabilité suivante : si C' C C est une composante irréductible de C' qui
est contractée par f, alors C’ contient au moins trois points spéciaux (points
marqués ou noeuds).

La figure représente une application stable f de genre 0 avec six points
marqués pq, . .., Ps. Dans cet exemple, il y a deux composantes contractées Csy et
Cs3, qui vérifient bien la condition de stabilité. On peut construire un espace de
modules des applications stables Mo (X, 8) qui classifie a isomorphisme prés
les applications stables de genre 0 et de degré [ avec r points marqués. On
dit que la variété X est conveze si pour tout morphisme f : P! — X, on a
H! (P, f*TX) = 0. Sous cette hypothése, Mo, (X, 3) posséde plusieurs pro-
priétés intéressantes :

Théoréme 1.1. Soit X une variété projective lisse conveze. Alors Mo (X, 3)
est un champ de Deligne-Mumford projectif lisse, et le liew Mo, (X, ) des
courbes de source irréductible est un ouvert dense. Lorsque Mo (X, 3) est non
vide, sa dimension est donnée par la formule :

dimﬂoﬂn(X,ﬁ) :dimX—F/q (TX) +r—3.
B
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Remarque 1.1. Notons que ’espace grossier sous-jacent & un champ de Deligne-
Mumford lisse n’est pas une variété algébrique lisse; cependant, du point de
vue de la théorie de l'intersection, ces espaces se comportent aussi bien que des
variétés lisses, avec notamment un produit d’intersection bien défini (cf [Vis89]).

Dans Mo,r(X, B), il existe des morphismes d’évaluation associés aux points
marqués
ev; : Mo (X, B) - X
(Cip1,-ospri f) = fpi)

pour 1 < i < r. Si X est convexe, on peut définir les invariants de Gromov-
Witten de la maniére suivante :

Définition 1.2. Soit 7 > 1 un entier, § € HS¥(X,Z) une classe effective et
Y1, - .., des classes de cohomologie homogénes sur X telles que

Zdeg’yi = 2dim Mo (X, B).

i=1

Alors Uinvariant de Gromov-Witten de degré 5 avec r points marqués associé
aux classes 7y; est

IB(’Ylw--,%)Z/ evivi U - Ueviyy,.
(Mo, (X,8)]

De plus, si Y_;_, degy; # 2dim M (X, 3), on pose

Iﬁ (71;--'377”) =0.

Remarque 1.2. e Cette définition peut laisser penser que les invariants de
Gromov-Witten comptent le nombre de courbes rationnelles passant par
des cycles donnés. C’est le cas par exemple pour les espaces homogénes, no-
tamment grace au lemme de Kleiman [2.17] On dit alors que ces invariants
sont énumératifs. Cependant, cette propriété n’est pas vraie pour toute
variété X, et en particulier pas, en général, pour les grassmanniennes sym-
plectiques impaires. On reviendra plus en détail 1a-dessus au paragraphe
2. (.2

e Notons que méme si la définition ci-dessus a un sens dans le cas ot X n’est
pas convexe, elle ne vérifie pas les propriétés remarquables présentées ci-
dessous, et ne saurait donc étre la base d’une théorie de Gromov-Witten
convenable. Cependant, si 'on remplace le cycle fondamental [Mo (X, 3)]
par un cycle appelé cycle fondamental virtuel et construit dans [BF97|
et [LT98|, ces propriétés sont vérifices. Ceci nous sera utile pour I'étude
des grassmanniennes symplectiques impaires. On présentera rapidement
ces constructions a la partie Notons que les espaces homogeénes sont
convexes, mais pas les grassmanniennes symplectiques impaires (cf § .

Les invariants de Gromov-Witten vérifient une série de propriétés remar-
quables démontrées par Kontsevich et Manin dans [KM94]. On énonce ici seule-
ment celles dont on aura besoin par la suite. Tout d’abord, les invariants sont évi-
demment linéaires en chaque variable et invariants par permutation des classes
de cohomologie. On a également les trois propriétés suivantes.

11



Propriété de la classe fondamentale. Ig(v1,...,7,1) =0 dés que r > 3

ou 8 #0.

Propriété du diviseur. Sir >3 ou 3 #0 et a1 € H*(X,C), alors
Ig (71, v 0g1) = <//3 04r+1) Ig (s m)-
Propriété du degré 0 (point mapping axiom).
Io (1, ooy vr) :/X%U~-~U’yr.

1.1.3 Produit quantique

Le produit quantique de deux classes de cohomologie de X est construit a l'aide
des invariants de Gromov-Witten a trois points marqués :

Définition 1.3. e Soient 1,72 € H*(X,C). Le produit quantique de y; et
Y2, NOtE Y1 * 2, est

nxre= Y, " Is(n7,7)
peHs(X,zZ) V3

ou 3 parcourt une base de H*(X, C) et 73 la base duale de Poincaré.

e On considére

QH*(X,C) =H'(X,0)® P Cl].

BeHST(Z)

ou les ¢” sont des paramétres formels associés a chaque classe effective
B € HS¥(X,7Z) veérifiant ¢°+7 = ¢%¢% et degq® = 2fB ¢1(X). Muni du
produit quantique, QH* (X, C) est appelé anneau de cohomologie quantique
de X.

Le produit quantique vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.2. 1. Le produit quantique est distributif, bilinéaire et pré-
serve le degré.

2. La classe fondamentale 1 € H*(X, C) est l'identité de QH" (X, C).
8. Le produit quantique est associatif.

On peut trouver une démonstration de ces propriétés au chapitre 8 de
[CK99].

Remarque 1.3. e Si X est une variété de Fano, par définition, on peut écrire
—Kx = tH, o H est un diviseur ample, avec ¢+ > 0 maximal. L’entier
positif 7 est alors appelé I'indice de la variété de Fano X. Si, de plus, le
groupe de Picard de X est Z, le cycle € H§¥(X,Z) s’écrit simplement
dh, ou h est le dual de Poincaré de H et d un entier. On note alors ¢%
a la place de ¢”. On peut également montrer que le degré du paramétre
quantique ¢ est simplement le double de I’indice de X.

12



e Le coefficient de ¢° dans la définition du produit quantique est le produit
d’intersection classique. Donc le produit quantique est une déformation
du produit classique.

e Dans la proposition précédente, le seul résultat difficile est le point |3] C’est
une conséquence de ’équation dite WDV'V vérifiée par la fonction géné-
ratrice des invariants de Gromov-Witten, appelée potentiel de Gromov-
Witten (cf [CK99], chap. 8).

e Le produit quantique défini ci-dessus est en fait le petit produit quantique.
C’est également celui que nous utiliserons par la suite. Cependant, notons
qu’il existe également un grand produit quantique, défini de la maniére
suivante : il existe un voisinage ouvert U de 0 € H*(X,C) tel que pour
tout 7 € U, le produit %, : H*(X,C) x H*(X,C) — H*(X, C) converge, ou

Y1 *xr Y2 = Z Z Zqﬁjﬁ(’yl?’)ﬁv’y&

Y%
Tyeeoy T)Ys -
73 n>0 B

n fois

Le petit produit quantique est une spécialisation du grand, obtenu lorsque
7 = 0. Connaitre le grand produit quantique revient & connaitre tous les
invariants de Gromov-Witten, tandis que le petit produit quantique ne
fait intervenir que les invariants & trois points.

Dans la suite du texte, QH*(X,C) désignera comme ici I’anneau de coho-
mologie quantique de X & coefficients dans C, muni de la graduation réelle.
Lorsque 'on considérera ’anneau QH*(X,Z) muni de la graduation complexe,
on le notera QA™(X) pour éviter toute confusion sur les degrés.

1.2 La grassmannienne usuelle

Dans cette partie, on rappelle les principaux résultats concernant la cohomologie
classique (cf § et quantique (cf § de la grassmannienne usuelle. Dans
la partie sur la cohomologie quantique, on utilise les notions introduites & la
partie On réfere & [Man98| pour la cohomologie classique et & [Buc03] pour
la cohomologie quantique.

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension N et 1 < m < N — 1 un entier.
La grassmannienne G(m, V) des m-plans de V est

G(m,V)={2CV|dimX=m}.

Notons que G(m, V) ne dépend que de la dimension N de V'; dans la suite,
on utilisera donc la plupart du temps la notation G(m, N). Le plongement de
Pliicker
T G(m, N) - P(A"CY)
Vect (w1, ..., Wm) = [w1 A AWy

munit G(m, N) d’une structure de variété projective lisse. Notons que lorsque
m = 1, G(1,N) est simplement 1’espace projectif PN~1, et que G(m,N) est
isomorphe & G(N — m, N) par l'application

: Gm,V) — G(N-m,VV)
by > »t
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G(m, N) posséde également une action transitive de GL(NV) : elle s’identifie
a Pespace homogeéne GL(N)/P,,, ou

GL(m) ‘Mm,N,m((C)
ON—m,m ‘ GL(N —m)

P, =
est un sous-groupe parabolique maximal.

1.2.1 Cohomologie classique

Pour les résultats de cette partie, on référe au chapitre 14 de [Ful84]. Comme tous
les espaces homogenes, G(m, N) posséde une décomposition cellulaire induite
par la décomposition de Bruhat. On va donc ici présenter la décomposition de
Bruhat dans ce cadre plus général.

Soit X = G/P un espace homogéne, ot G est un groupe algébrique semi-
simple et P un sous-groupe parabolique de G. Considérons un sous-groupe de
Borel B de G, c’est-a-dire un sous-groupe fermé connexe résoluble maximal de
G. La décomposition de Bruhat est alors donnée par

G/P= || BuwP/P,
wGW/WP

ou W est le groupe de Weyl de G et Wp celui de P. On notera également W C
W Densemble des représentants de longueur minimale des éléments de W/Wp.
Par longueur, on entend la longueur dans W vu comme groupe de Coxeter
engendré par les réflexions simples. Pour G = GL(N), le groupe de Weyl est
simplement le groupe des permutations Gy. La longueur d’une permutation est
le nombre d’inversions. De plus, pour G' = Sp,,, ou SOay,41, le groupe de Weyl est
le groupe &,, X Z5 des permutations signées de taille n. Une permutation signée
est une permutation munie de signes. Enfin, pour G = SOq,, W = &, x Zg_l
est le groupe des permutations signées avec un nombre pair de signes moins.

Les Cy, := BwP/P pour w € W¥ sont appelées cellules de Schubert. Elles
sont isomorphes & des espaces affines de dimension I(w), ot [(w) est la longueur
de w dans W. Notons X,, 'adhérence de la cellule C,,. La variété X, est ap-
pelée variété de Schubert, et la frontiere X, \ Cy, est une réunion de cellules de
Schubert. Une telle décomposition cellulaire complexe induit une décomposition
de I'anneau de Chow de X :

AX)=H"(X,2)= & Zow,
weW/Wp

ot la classe de Schubert o, est le dual de Poincaré du cycle [X,,]. Elle ne dépend
pas du choix du groupe de Borel B.

Le groupe de Weyl W posséde un élément de longueur maximale wg. Si w
et w’ sont deux éléments de W7 tels que I(w) + I(w') = dim X, alors

opt st w’ € WF représente [wow] € W/Wp,
Opw Uoy = .
0 sinon,

ott oy est la classe du point. Ceci nous donne I'expression de la dualité de
Poincaré dans X, et nous permet de constater que la base des classes de Schubert
est sa propre duale de Poincaré (a Pordre preés).
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Finalement, dans le cas de la grassmannienne, on obtient :

G(m,N)=GL(N)/P,,= || BwPu/Pn.
weW/Wp,,

Les sous-groupes de Borel sont les conjugués du sous-groupe des matrices trian-
gulaires supérieures de GL(N). De plus W =&y et Wp,, = &,y X Gny_,. Par
conséquent,

WP = {w e Gy |w(l) < - < wm) et wim+ 1) < < w(N)},

et on a
A*(G(m,N)) =H"(G(m,N),Z) = P Zo§,
weW/Wp,,

ot ¢¢ désigne la classe de Schubert associée & w. Il reste ensuite & comprendre
la structure multiplicative de A*(G(m, N)), ce qui sera fait aux paragraphes

213 L2T et 215

1.2.1.1 Variétés de Schubert

Dans ce paragraphe, nous allons introduire d’autres indexations pour les variétés
de Schubert. Dans ce chapitre ainsi que dans le reste de ce texte (sauf indication
contraire), on notera o§/ les classes de Schubert des grassmanniennes usuelles.

Indexation par les conditions d’incidence. Soit
Fo=0=F,CF,C---CFy)=CV

le drapeau complet de C¥ stabilisé par un sous-groupe de Borel B de GL(N).
Soit @ = (q1 < -+ < ¢m) un m-uplet d’indices tel que ¢; > 1 et ¢, < N. On
note Xq(F,) la variété :

Xg(Fo) ={2 € G(m,N) | dim(XENF,,) > i pour tout 1 <i<m}.

Clest la variété de Schubert X,, = BwP,,/Pm, ot w € WF est défini par
w(i) =N +1—gpi1—; pour 1 <i <m.

Indexation par les partitions. On peut également indexer les variétés de
Schubert de G(m, N) par les partitions du rectangle m x (N —m), ¢’est-a-dire les
m-uplets décroissants d’entiers A = (A1 > -+ > \,,) avec Ay < N—meet A, > 0.
La correspondance entre partitions et conditions d’incidence est donnée par :

Aj =N —m+j—q; pour tout 1 < j < m.
Enfin, la correspondance entre partitions et éléments de W’ est
w(i) = Appg1—i + ¢ pour tout 1 <14 < m.

Notons que si 'on pose |A\| = Z;nzl Aj, on a codim X (F,) = |A|.
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Classes spéciales. Certaines classes de Schubert jouent un role particulier :

ce sont les classes “lignes” Jf , correspondant aux partitions (p,0,...,0) pour
tout 1 < p < N —m et les classes “colonnes” ¢}, correspondant pour tout
1 <r < m aux partitions (1,...,1,0,...,0) ayant r parts égales a 1.

On peut également définir ces classes comme classes de Chern de certains
fibrés homogeénes sur la grassmannienne : le fibré tautologique S et le fibré
quotient Q. Rappelons que le fibré tautologique sur G(m, N) est le fibré dont la
fibre au-dessus d’un point ¥ € G(m, N) est I’espace vectoriel X. 11 s’agit donc
d’un fibré vectoriel de rang m. Le fibré quotient Q est défini par la suite exacte

0—=8 =08, = Q0. (1.1)

C’est un fibré vectoriel de rang N — m. De plus, on a 0§ = ¢,.(S*) pour tout
1<r<met O'E = ¢,(Q) pour tout 1 < p < N —m. La suite exacte (L.1) et la
formule de Whitney donnent

ce qui implique les deux séries de relations :
G
det (O'H_j_i)

det (Uﬁ{»jfi)

1<ij<p = 0 poOUr T >m, (1.2)

1<ij<r = 0 pour 7> N —m. (1.3)

Ces relations permettent d’obtenir une présentation de 'anneau de cohomologie
de G(m, N) (cf §[1.2.1.3).

Chacun de ces ensembles de classes spéciales engendre A*(G(m, N)), comme
Iillustrera par exemple la formule de Giambelli Par ailleurs, I’isomorphisme
® : G(m,N) =2 G(N —m, N) échange classes lignes et classes colonnes, donc
celles-ci ont des propriétés similaires. On verra a la partie[I.3]que ce n’est plus le
cas pour les grassmanniennes symplectiques. En particulier, les régles de Pieri en
fonction des deux types de classes spéciales sont trés différentes I'une de I'autre.

1.2.1.2 Dualité de Poincaré

Si A est une partition du rectangle m x (N —m), on définit sa partition duale
AY comme le complémentaire de A dans le rectangle m x (N —m) :

)\}/ =N —m — Ap41—j pour tout 1 < j < m.
La figure montre un exemple de partition duale. On y a représenté la par-

tition sous forme d’un diagramme, ce que l’on fera couramment par la suite.

Montrons que les (¢§,) constituent la base duale de celle des (o) :

Lemme 1.3 (Dualité de Poincaré dans G(m, N)). Pour tous A\, p C mx (N —m)
tels que || + |u| = dim G(m, N) = m(N —m), on a

G, .G
ox Uo, =0uvopt

On présente ici une preuve de ce résultat, car la méthode employée est proche
de celle utilisée pour démontrer la régle de Pieri
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FIGURE 1.2 — Partition duale

Démonstration. Soient F, un drapeau de CV et (fi,..., fy) une base adaptée
a ce drapeau. On définit un nouveau drapeau F, en posant

Fj_ =< fn, .., fN41—; > pour tout 1 < j < N.

Pour deux drapeaux F, et G4 en position générale, G4 peut toujours s’écrire sous
la forme F, en choisissant judicieusement la base adaptée (f1,..., fn). Posons
Xy = X\(F,) et X, := X,(F;) et montrons que X, N X, = 0 si p # A\, et
que l'intersection est réduite & un point sinon. Remarquons tout d’abord que
le lemme de Kleiman que nous énoncerons au chapitre |2, assure que cette
intersection est transverse.

Si p# AV, considérons ¥ € X, N X,,. Pour tout 1 <4 < m, on doit avoir

> 1.

dlm (2 n FN—m—‘ri—/\q; N F]§+1—i—um+1—i> -

Puisque p # AV et [A + |p] = dimG(m, N) = m(N — m), il existe 1 < ig <
m tel que ppy1-4, > N —m — A;,. Mais alors, par définition de F, , on a
FN*mJ”'O*)‘io n Ff§+17io*um+140 = {0}

Enfin, si g = AV, alors piyy1-s = N —m — \; pour tout 1 <7 < m, d’ou

XanNX, ={< fyemer-ris [N—mt2—ros -5 [N, >T- O

Remarque 1.4. Une conséquence du résultat ci-dessus est que la base duale de
Poincaré de la base des classes de Schubert est encore la base des classes de
Schubert. On a vu que c’est également le cas pour les autres espaces homogénes
(voir le début du paragraphe , mais on verra que ce n’est plus vrai pour
la grassmannienne symplectique impaire (cf § .

1.2.1.3 Présentation

Rappelons la présentation de A*(G(m, N)) en fonction des classes lignes d’une
part, et des classes colonnes d’autre part :

Proposition 1.4. e A*(G(m,N)) est isomorphe au quotient de l’anneau
Y/ [0'1G, ceey U]C\'}_m] modulo les relations 6pmy1,...,0N, 0U
— a
Op 1= det (Ul+j*i)1§i,j§r .
o A*(G(m,N)) est isomorphe au quotient de 'anneau Z [alc, ceey alcm] mo-

; N — G
dulo les relations dn—m+1,--.,dN, ot d, = det (Ullﬂ-,i)lﬁ’jgr.
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Pour démontrer ce résultat, on utilise notamment ’expression des classes
spéciales comme classes de Chern des fibrés quotient et tautologique dual et

I’égalité de classes de Chern (1.1)), qui implique les identités (1.2]) et (1.3]).

1.2.1.4 Reégle de Pieri

La regle de Pieri est la formule donnant le produit d’une classe quelconque par
une classe spéciale :

Proposition 1.5 (Régle de Pieri).
apG U Uf = Z ofj,
o

ot la somme porte sur toutes les partitions u obtenues en ajoutant p cases a A
dans des colonnes distinctes. De méme

alcrUUf: E af,
v

ot la somme porte sur toutes les partitions v obtenues en ajoutant r cases a A
dans des lignes distinctes.

La preuve consiste a se ramener & un calcul géométrique en utilisant la
dualité de Poincaré [L3

1.2.1.5 Régle de Giambelli

La regle de Giambelli est la formule exprimant une classe quelconque en fonction
des classes spéciales :

Proposition 1.6 (Régle de Giambelli).

o = det (gi+j_i)1§i,j§m'

La régle de Pieri [I.5] et la régle de Giambelli [I.6] permettent de calculer
le produit de deux classes quelconques. En effet, il suffit de décomposer 'une
d’entre elles a Iaide de la régle de Giambelli, puis de multiplier le polynéme en
les classes spéciales ainsi obtenu avec ’autre classe, a 1’aide de la régle de Pieri.

Dans le cas de la grassmannienne usuelle, mentionnons l'existence d’une
régle donnant directement les coefficients des termes du produit de deux classes
quelconques, appelée régle de Littlewood-Richardson. Si on note

G G _ v G
oy UO’H = E Cau0v
1%

les coefficients 5, € N sont appelés coefficients de Littlewood-Richardson. 1ls
peuvent étre calculés de maniére combinatoire en comptant certains tableaux
de Young de forme et de poids donnés (cf [Ful97]). On l'utilisera a la partie
B4 Outre ses applications a la géométrie énumérative, la régle de Littlewood-
Richardson intervient également en théorie des représentations, pour le calcul
du produit tensoriel de deux représentations polynomiales de GL(V).
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1.2.2 Cohomologie quantique

Dans cette partie, nous utilisons les résultats de la partie pour étudier ’an-
neau de cohomologie quantique de G(m, N), qui est une déformation de 'anneau
de Chow A*(G(m,n)) étudié au paragraphe précédent.

Au paragraphe[I.2.2.T] nous exposons un principe appelé principe quantique-
classique et utilisé pour la premiére fois dans [Buc03|. Pour certains espaces ho-
mogénes, ce principe permet de calculer le produit quantique & partir du produit
classique sur un espace homogeéne auxiliaire. Avant ces résultats, la cohomologie
quantique de la grassmannienne a été étudiée par Witten (cf [Wit95]) et Ber-
tram (cf [Ber97]). Enfin, aux paragraphes [1.2.2.2] et [1.2.2.3] on donne les régles
de Pieri et de Giambelli quantiques, ainsi que la présentation de QA*(G(m, N))
qui ont été redémontrées a 'aide du principe quantique-classique dans [Buc03].

Aux chapitres [3| et [b| on utilisera le principe quantique-classique pour cal-
culer certains invariants de Gromov-Witten de degré 1 de la grassmannienne
symplectique impaire IG(m,2n + 1).

1.2.2.1 Principe quantique-classique

Ce paragraphe est consacré a la présentation du principe quantique-classique.
Cette technique permet, dans le cas de la grassmannienne usuelle, de démontrer
les régles de Pieri et de Giambelli quantique sans utiliser les schémas Quot,
comme cela avait été fait & Porigine par Bertram dans [Ber97]. De plus, cette
idée a été réutilisée par Buch, Kresch et Tamvakis dans [BKT09] pour traiter le
cas des grassmanniennes isotropes, par Chaput, Manivel et Perrin dans [CMPOS)|
pour les variétés minuscules, par Chaput et Perrin dans [CP09] pour les variétés
adjointes et par Coskun dans [Cos09] afin de trouver une régle de Littlewood-
Richardson quantique pour la grassmannienne usuelle.

L’idée du principe quantique-classique est d’associer & une courbe ration-
nelle d'un espace homogéne deux espaces vectoriels : son noyau et son espace
engendré. Dans le cas de la grassmannienne usuelle, la définition est la suivante :

Définition 1.4. Soit C' une courbe rationnelle de degré d dans G(m, N). Les
points de C' représentent donc des sous-espaces vectoriels de dimension m de
CN. On appelle noyau de C le plus grand espace vectoriel contenu dans tous
ces espaces; on le note Ker C. De méme, on appelle espace engendré par C' le
plus petit espace vectoriel contenant tous ces espaces, et on le note Vect C.

On peut montrer que ces espaces ont une dimension bornée en fonction du
degré d :
dimKer C > m —d et dim Vect C < m +d.

Les conditions d’incidence sur C' ont une traduction en termes de conditions
d’incidence sur Ker C et Vect C'. Par exemple, si ’on note Mla partition obtenue
en enlevant les d premiéres colonnes de A — c’est-a-dire en posant i = max(A; —
d,0), on a le résultat suivant :

Proposition 1.7 ([Buc03|). Soient C C G(m,N) une courbe rationnelle de
degré d < N —m, W un espace vectoriel de dimension m + d contenant Vect C
et Fy un drapeau complet. Si A est une partition telle que C N Xy (F,) # 0, alors
W appartient a la variété de Schubert X;(F,) de G(m +d, N).
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Le principe quantique-classique raméne le calcul des invariants de Gromov-
Witten de G(m, N) a un calcul d’intersection de variétés de Schubert sur la
variété de drapeaux a deux crans F(m — d,m + d; N) (un point de cette va-
riété correspondant au couple noyau-image associé a une courbe rationnelle), ou
méme comme pour la proposition ci-dessus, & un calcul dans la grassmannienne
G(m+d, N). Ce calcul peut s’effectuer grace aux régles de Pieri et de Giambelli
classiques des paragraphes|[1.2.1.4]et [1.2.1.5] Au paragraphe suivant, on énonce
les régles quantiques qui peuvent se déduire de cette méthode.

1.2.2.2 Reégles de Pieri et de Giambelli quantiques

Voici les régles de Pieri et de Giambelli quantiques pour la grassmannienne
usuelle :

Théoréme 1.8 (Régle de Pieri quantique, [Ber97]). Soient A une partition du
rectangle m x (N —m) et p < N —m un entier . Alors

G, G G G
ap*o)\zg ou—l—qg g,
I v

o la premiére somme porte sur toutes les partitions p obtenues en ajoutant p
cases a A dans des colonnes distinctes, et la seconde sur toutes les partitions v
obtenues en ajoutant p — N cases & A, de telle sorte que :

M—=1>2v 2 =121 >-- 2 A, —12>1, >0.

De maniére inattendue, la régle de Giambelli quantique est identique & la
régle classique :

Théoréme 1.9 (Reégle de Giambelli quantique, [Ber97]).

G _ G
0')\ = det (O-)‘7+J_7’)1§l,j§m s

ot le produit considéré est le produit quantique.

1.2.2.3 Présentation quantique

Dans cette partie, on énonce un résultat de Siebert et Tian (cf [ST97|) permet-
tant de trouver la présentation de la cohomologie quantique d’une variété de
Fano lorsque 'on connait une présentation de sa cohomologie classique, ainsi
que le résultat obtenu par cette méthode pour la grassmannienne usuelle.

Théoréme 1.10. Soit X une variété de Fano. On suppose qu’on a une présen-
tation de son anneau de cohomologie :

H*(X,C)=C[Xy,.... X,/ (f1,-- s fr),

ol f; est un polyndome homogéne de degré 2d; :

fi= Y iy XU UX
i tin=2d;
Soit ([C4],...,[Cr]) une base de Ho(X,Z) constituée de cycles effectifs. On

CL]

note ¢; le paramétre quantique associé a [Cy], ¢’est-a-dire que ¢; = ql Notons
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alors f; lexpression obtenue en remplacant U par x dans celle de f;. Cette
expression est égale a un autre polynome g; de degré inférieur en les X1, ..., Xp.
Si l'on note f; = f, —gi(q1,y .y qr, X1,-.., Xpn), on a la présentation suivante
de l'anneau de cohomologie de X :

QH*(X7(C) :C[Xla"'vXnaQM"WQT}/(fh"%fk)'

Le théoréme précédent permet de déterminer une présentation de ’anneau
de cohomologie quantique de la grassmannienne usuelle en fonction des classes
spéciales :

Théoréme 1.11 (|JSTI7]).
QA*(G(m7 N)) =7 [0{;7 L. ,Ug, q} /(dNJrl,m, e dy_1,dN + (_1)mq) ,

ot d, := det (Uﬁﬂ-,i)lgi’jgr, et l’on pose 0'1% =1etol =0 pourp < 0.

1.3 La grassmannienne symplectique

Soit V' un C-espace vectoriel de dimension 2n muni d’une forme symplectique
w. La grassmannienne symplectique IG, (m, V) est 'ensemble des m-plans de
V (m < n) isotropes pour w :

IGy,(m, V) = {2 € G(m,V) | wx =0},

ot G(m, V') désigne la grassmannienne usuelle. A isomorphisme prés, IG,,(m, V)
ne dépend pas de w ni de l'espace V' de dimension 2n. Donc dans la suite on
notera simplement I1G(m, 2n).

La grassmannienne symplectique 1G(m,2n) est munie d’une action transi-
tive du groupe symplectique (complexe) Sp,,,, qui est le sous-groupe de GLg,
constitué des matrices qui préservent la forme w. C’est une variété projective
lisse de dimension m(2n—m)— W Tout comme la grassmannienne usuelle,
la grassmmanienne symplectique admet une décomposition cellulaire. On référe
a Pappendice [A] pour la définition des variétés de Schubert, leurs différentes in-
dexations, ainsi que pour ’expression de la dualité de Poincaré. Dans ce chapitre
ainsi que dans le reste de ce texte (sauf indication contraire), on notera oy les
classes de Schubert des grassmanniennes symplectiques.

Dans cette partie, on va présenter plusieurs versions des régles de Pieri clas-

sique (cf §[1.3.1)) et quantique (cf §[1.3.3]), des présentations de sa cohomologie
classique (cf §/1.3.2) et quantique (cf §[1.3.4)), ainsi que les formules de Giambelli

quantique et classique (cf § .

Notons que le cas particulier des grassmanniennes lagrangiennes 1G(n, 2n)
avait été traité avant le cas général présenté dans ce paragraphe par Kresch et
Tamvakis dans [KT03]|.

1.3.1 Formules de Pieri classiques

On a vu au paragraphe que pour la grassmannienne usuelle, les classes
spéciales colonnes et les classes spéciales lignes jouent des roles symétriques.
Pour IG(m, 2n), du fait de la forme antisymétrique, ce n’est plus le cas. Donc
il y a par exemple deux régles de Pieri trés différentes pour les classes colonnes
et les classes lignes, que 1'on présente respectivement aux paragraphes[I.3.1.1] et
Lo 1.2
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1.3.1.1 En fonction des classes o}

La régle de Pieri classique pour les classes colonnes a été démontrée par Pragacz
et Ratajski dans [PR96]. Pour ’énoncer, on utilise l'indexation des variétés de
Schubert par les paires de partitions présentée en annexe au paragraphe [A.1.2]
Indiquons ici simplement qu’une paire de partitions admissible est un couple
A = (A5, \P) de partitions strictes telles que

e M C(n—m)xn;
e N Cmxn;
e AL >1(\°) + 1, ou [(\’) désigne le nombre de parts non nulles de A°.

De plus, la codimension de la variété de Schubert X associée a la paire de
partitions A est donnée par la formule suivante

1A% n—m
codim X = |\| == Z)\j—l- Z()\g—nﬁ—m—l—ki).
j=1 i=1

La régle de Pieri pour les classes alt est :

Théoréme 1.12. Pour toute paire de partitions admissible A de 1G(m,2n),
pour tout 1 <r <m, on a

+ ot e\ p) +
oy Uof. = E 2¢( “)J#,
174

ot la somme porte sur toutes les partitions u telles que |u| = |A| + 7 et compa-
tibles avec A (cf|A.53.1| pour la définition de paires compatibles). Le coefficient
e(\, p) est également défini au paragraphe|[A.5.1]

1.3.1.2 En fonction des classes a;r

Mentionnons maintenant une autre régle de Pieri pour IG(m,2n), démontrée
dans [BKT09| et permettant de calculer la multiplication par les classes lignes
0';_ . Cette régle s’exprime en termes des partitions k-strictes, également intro-
duites dans [BKT09].

Une partition k-stricte de IG(m,2n) (k := n — m) est une partition A C
m x (2n —m) telle que si A; > k pour 1 < j < m, alors A; > A;j11. On définit
une relation sur ’ensemble des partitions k-strictes : on note A — u si p peut
s’obtenir en enlevant une bande verticale parmi les k& premiéres colonnes de
A et en ajoutant une bande horizontale au résultat, avec quelques conditions
supplémentaires qui sont explicitées en annexe au paragraphe [A-3:2] Lorsque
A — u, on peut associer aux deux partitions un entier N (A, u) (cf § qui
permet de calculer la multiplicité de al‘f dans le produit az‘f U O’;\r. On a ainsi le
résultat suivant :

Théoréme 1.13. Soient A une partition k-stricte de IG(m,2n) (k =n—m) et
1 <p<2n—m un entier. On a alors

+ + _ E : Nw) 4+
o, Uoy = 2 a,-
A=
[u|=[Al+p
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1.3.2 Présentation de A*(IG(m,2n))

Grace a la régle de Pieri, il est possible de donner une présentation de I’anneau
de cohomologie de IG(m,2n) en fonction des deux types de classes spéciales.

1.3.2.1 En fonction des classes J;F

Une présentation de A*(IG(m,2n)) en fonction des classes o, est donnée dans
[BKT09]. La méthode employée pour la démontrer sera réutilisée plusieurs fois
dans ce travail ; on la présente donc ici.

Proposition 1.14. L’anneau de Chow A*(IG(m,2n)) est engendré par les

classes oy , . .. ,O’;n_m, et les relations sont
det (U?_+j*i)l<ij<r =0, m+1<r<2n—m, (R1)
2n—m-—r
(@H?+2 > (-Diofof ;=0 n+1-m<r<n (R2)
i=1

Démonstration. On donne ici les principales étapes de la démonstration ; celle-ci
utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 1.15. Soit A = Z[ay,...,aq] un anneau de polynémes engendré par
des €éléments homogénes a;. Soient I un idéal de A engendré par des éléments
homogénes ci,...,cq de A et ¢ : A/I — H un morphisme d’anneaux surjectif.

On suppose que :

(C1) H est un Z-module libre de rang |1, (deg ci )

dega;

(C2) pour tout corps K, le K-espace vectoriel (A/T) ®z K est de dimension
finie.

Alors ¢ est un isomorphisme.

Lemme 1.16. Le quotient de l'anneau gradué Z [ai,...,aq] avec dega; = i
modulo les relations

det (a1+j7i)1<i j<r = 07 m+1<r<m+ d

est un Z-module libre de rang (m;'d).

Pour démontrer la proposition, on constate tout d’abord que la régle de
Pieri implique que les classes 07 , ..., 04, . engendrent A*(IG(m,2n)). On pose
ensuite A = Z[aq, . .., a2,—m], OU a; est homogeéne de degré i, et on note ¢ : A —
A*(IG(m,2n)) le morphisme d’anneaux surjectif défini par ¢(a;) = o;". On note
également ag = 1 et a; = 0 pour ¢ < 0. Pour 7 > 0, on définit

dr = det(a1+j_i)1§i7jgr et br = a724 +2 Z(—l)iaﬂ_iar_i.
r>1

En développant le déterminant d,. par rapport & la premiére colonne, on obtient
I'identité :

r

d, = Z(_l)iilaidr—i-

i=1
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On en déduit 'identité de séries formelles :

2n—m
(Z aﬂf’) > (-1)idit' | =1.
i=0

i>0

Par définition de b,., on a

2nim(—1)ibit2i = <2nzm aiti> <2n§:m(—1)iaiti> .
=0

i=0 i=0
On considére 'idéal I = (dm+1,--,d2n—m,bnt1—m,---,bn) C A. On montre
que ¢(I) = 0. En effet, les relations d,, 11 = 0,...,dsp—m = 0 proviennent du

fait que ¢(d,) = ¢,(S), et que S est de rang m, donc ¢,.(S) = 0 pour r > m. De
plus, remarquons que la forme symplectique induit une injection & — Q*. On
a I'égalité :

(=1)"¢(br) = c2r(Q® Q) = €2,(Q7/S5),
ce qui implique que ¢(b.) = 0 pour > n — m. Ceci permet de se ramener
a vérifier les conditions du lemme m pour lapplication induite ¢ : A/T —
A*(IG(m, 2n)).

Or la condition ((I)) est immédiate puisque degd, = r, degb, = 2r et que
A*(IG(m,2n)) est de rang 2™ (). Enfin, pour vérifier la condition (, on
montre que A/I est un quotient de A/(dym41,-.-,d2,), qui est un Z-module
libre de rang fini par le lemme [1.16 O

1.3.2.2 En fonction des classes o,

Donnons maintenant, a ’aide de la méthode introduite au paragraphe précédent,
une présentation de A*(IG(m,2n)) en fonction des classes o :

Proposition 1.17. L’anneau A* (IG(m,2n)) est engendré par les classes de

Schubert af, e afrm, et les relations sont
dor =0 n+l1—-1<r<n (R1)
for=0 n+l-m<r<n-—I, (R2)

oul=[%], d = det (U;r+j—i)1gi,jgr et for = i o(—1) aido(r_y), avec oy =

+
det (012(1+-7'—’?))1§i,j§r'

Démonstration. Soit A = Z[aq,...,a2,—m], o0 a; est homogeéne de degré i. On
définit
¢p: A — A*(IG(m,2n))
a; O':'_

Le morphisme ¢ est surjectif, car d’aprés la régle de Pieri [[.12] les classes
o, ..., 0} engendrent A* (IG(m,2n)). Montrons tout d’abord que les relations
sont vraies dans A* (IG(m, 2n)). Pour cela, remarquons que d’aprés la pré-
sentation énoncée au paragraphe les relations dopi1-m = 0,...,dop =0
sont vraies sur la grassmannienne usuelle G(m, 2n). Par conséquent, leurs images
inverses dans A* (IG(m, 2n)) restent vraies. On a donc en particulier ¢(ds,.) = 0

pour tout n+1—-1<r <n.
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Posons maintenant f},. = co, (Q*/S), o S est le fibré tautologique sur
IG(m,2n), Q le fibré quotient, et Q*/S est le quotient associé a l'injection
S — Q* donnée par la forme symplectique. Comme ¢(Q*/S) = ¢(Q @ Q*), on
a ¢;(Q*/S) = 0 pour ¢ impair. De plus ¢(8)c(Q*/S) = ¢(Q*), d’on

(Z(—l)ia;@ti) St =) (~1)dit.
i=0 i>0 i>0

On en déduit

min(l,r)
doy = Z Ufmfé(r_iy
i=0

d’ou finalement f}. = fo,. Or Q*/S est de rang 2(n — m), d’ou fa, = 0 pour
tout 7 > n — m. En particulier, fo, =0 pourn+1—m<r <n-—1[

Si l'on note I = (d2n+2—2l7 oy donsy fotmg1—m)s - - s fg(n_l)) C A, on a donc
¢(I) = 0. Appliquons le lemme a¢: A/l — A*(IG(m,2n)). La condition
(A1) est vérifiée car A*(IG(m, 2n)) est de rang

2m<n> =2 ngmer (n=0)!

m n—1)! (n—m)!

Enfin, pour vérifier la condition ((J2)), il suffit de constater que comme dans la
preuve de la proposition A/I est un quotient de A/(dpm41,...,d2n). O

1.3.3 Formules de Pieri quantiques

Dans cette partie, on explique comment utiliser le principe quantique-classi-
que exposé au paragraphe [[.2.2.1] pour démontrer une version quantique de la
formule de Pieri. La méthode exposée est celle de [BKT09|. L’entier N (A, p1) et
la notation A — v utilisés dans le théoréme ci-dessous sont définis au paragraphe

[A-3.2 de 'annexe :
Théoréme 1.18. Soient of une classe de Schubert de 1G(m,2n), avec 1 < p <
2n — m un entier. On note k :=n —m. On a alors

0;; U aj\' = Z 2N()"“)a; +q Z 2N()"”)71crjl,

o3 i3l
= vi=
[ul=IAl+p y1=2n+1_1’m
ot v décrit ’ensemble des partitions k-strictes du rectangle (m+1) x (2n+1—m),

et v = (Vo, V3, ..., Umt1)-

Comme pour la grassmannienne usuelle, on associe & une courbe rationnelle
C C 1G(m,2n) son noyau Ker C et son espace engendré Vect C. On rappelle
que si C est de degré d, alors dimKer C > m — d et dim Vect C' < m + d. De
plus, on a Ker C C Vect C C (Ker C)1. On définit donc la variété

Yi={(A,B)|ACBCA", dmA=m—d, dimB=m+d}.

Elle est de dimension dimIG(m,2n) + d(2n + 1 —m) — 3d%E! et munie d'une
action non transitive de Spy,,. Si A est une partition k-stricte et Fy un drapeau
isotrope, on peut définir la sous-variété

Ya(F.) = {(A,B) € Yy | 3L € X\(F.),AC ¥ C B}.
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Compter le nombre de courbes rationnelles de degré d passant par trois variétés
de Schubert de dimensions complémentaires Xy, X,, X, en position générale
équivaut & compter le nombre de points dans 'intersection Y\ NY, NY, C Yy :

Proposition 1.19. Soient d > 0 et A\, u, v des partitions k-strictes de IG(m, 2n)
telles que
A + || + [v] = dim IG(m, 2n) + d(2n + 1 — m).

Soient X, X,,, X, des variétés de Schubert de IG(m,2n) en position générale,
et Yy, Y,,Y, les sous-variétés de Yq associées.

1. L’intersection YANY,NY, est transverse dans Yy et consiste en un nombre
fini de points.

2. L’application f — (Ker f,Vect f) définit une bijection entre l’ensemble
des applications rationnelles f : P — 1G(m,2n) de degré d telles que
f(0) € X, f(1) € X,,, f(oo) € X,, et les points de Uintersection Yy N
Y, NnYy,.

3. Id(aj\',alf,aj) = de Y] - Y] - [V

Cette proposition rameéne le probléme du calcul des invariants de Gromov-
Witten & un probléme d’intersection sur la variété Y;. Cependant, ce dernier
probléme n’est pas simple, du fait notamment que Yy n’est pas un espace ho-
mogéne. Pour pouvoir démontrer le théoréme Buch, Kresch et Tamvakis
procédent donc en deux étapes :

(a) Ils montrent que si A ne contient pas la partition en escalier
pa=(d,d— 1,...,2,1),

alors 'invariant Id(aj, 0:, o) est nul; en particulier, si A est une partition

ligne, tous les invariants a trois points marqués en degré supérieur ou égal
+

4 2 faisant intervenir la classe oy sont nuls.

(b) Pour calculer les invariants de degré 1, ils font appel a une correspondance
explicite entre droites de IG(m,2n) (c’est-a-dire points de Y1) et points de
IG(m + 1,2n + 2) (cf proposition ci-dessous).

Proposition 1.20. Soient A\, u,v des partitions k-strictes de 1G(m,2n) telles
que L(A) + U(p) +1(v) < 2m+1, ou l(\) désigne le nombre de parts non nulles
de \, et

A + || + [v| = dim IG(m, 2n) + d(2n + 1 — m).

Alors
1

hiot.afo) =3 | X3 11X,
I1G(m+1,2n+2)

o X:\" désigne la variété de Schubert de IG(m + 1,2n + 2) associée a A.

Démonstration. On donne ici simplement une idée de la preuve de cette pro-
position. Si on note C2" = V et C>"*2 = V @ H, ot V et H sont des espaces
symplectiques, on considére "application

¢o: XInXFnXf — Y\nYy,ny, cYy
¥t = TNV, (ET+H)NV)

26



et on montre qu’elle est bien définie.

Enfin, on prouve que chaque point de I'image admet deux antécédents, d’ou
le facteur % En effet, étant donné (A, B) € YA NY, NY,, on considére 'espace
symplectique W = B/A @ H. L’ensemble des ¥+ € 1G(m,2n + 2) tels que
A C YT C B® H sidentifie a la quadrique IG(2, W) = 1G(2,4), et on peut
montrer que les points de ¢! {(A4, B)} sont en bijection avec les éléments de
IG(2, W) coupant le long d’une droite trois espaces de dimension 2 donnés en
position générale. Or le nombre de tels éléments est

/ oV ual’ Ual =2,
IG(2,W)

ot 7}V désigne le diviseur de Schubert de IG(2, W), correspondant & la condition
d’incidence définie ci-dessus. O

Mentionnons également les travaux de Leung et Li [LL], qui donnent une
régle de Pieri quantique pour les grassmanniennes de types B, C et D pour la
multiplication par les classes spéciales colonnes 0';'; = ¢,(S*). En types B et D,
les termes non classiques de cette multiplication sont exprimés en fonction de
nombres d’intersection classiques sur les variétés de drapeaux complétes G/B
associées. En type C (cas de IG(m,2n)), la régle quantique est donnée, comme
la régle classique de Pragacz et Ratajski (cf [PR96]), a 'aide de la combinatoire
des paires de partitions.

1.3.4 Présentation de QA*(IG(m,2n))

Donnons maintenant une présentation de la cohomologie quantique de la grass-
mannienne symplectique 1G(m, 2n) :

Proposition 1.21 (IBKT09]). L’anneau de cohomologie quantique de IG(m, 2n)

QA*(IG(m, 2n)) est engendré par les classes o ;... a4 _ . et les relations sont
det (Uajfi)lgi?jgr =0stm+1<r<2n-—m, (R1)
2n—m—r
(@242 Y (“D'ofol s =) " 408
i=1
sin+l—-m<r<n. (R2)

Cette présentation se démontre grace a la méthode du théoréme [I.I0] en
utilisant la régle de Pieri quantique|1.18

1.3.5 Formule de Giambelli

Pour pouvoir énoncer la formule de Giambelli pour IG(m, 2n), on introduit tout
d’abord des monodmes m,, associés a une suite finie d’entiers o = (aq, g, ...) :

— +
Ma = HUCW
i

ot 'on pose cra' =1et 0; = 0 pour p < 0. Si ¢ < j, on définit 'opérateur R;;
en posant
Rij(Oé):(041,...,...7O£2‘+1,...7O£j—17...).



Si R est un monodme quelconque en les R;;, on pose Rmq = Mpgq. On peut main-
tenant énoncer la formule de Giambelli classique pour IG(m, 2n), démontrée par
Buch, Kresch et Tamvakis (cf [BKT08a]).

Théoréme 1.22 (Formule de Giambelli). Soit A\ une partition k-stricte de
IG(m,2n) (k:=n—m). Alors

U)T = R’\m)\,

ot R* =T](1 - Ryj) H)\,;+/\j>2k+j—i(1 +Rij)

La formule de Giambelli quantique, démontrée dans [BKTO8b], s’exprime en
fonction de la formule de Giambelli classique sur la grassmannienne symplec-
tique IG(m + 1,2n + 2) :

Théoréme 1.23 (Formule de Giambelli quantique). Soit A une partition k-
stricte de 1G(m,2n). La formule de Giambelli quantique pour U;\L s’obtient en
fonction de la formule de Giambelli classique oy = R*my dans A*(IG(m +
1,2n 4+ 2)) en remplacant la classe de Schubert spéciale U;;H_l_m par 4.

1.4 Autres résultats

Dans cette partie, on définit les fonctions I et J, qui nous seront utiles au
paragraphe[3.2.2] et on donne un apergu des résultats concernant la cohomologie
quantique des autres espaces homogénes.

1.4.1 Fonctions [ et J

Les fonctions I et J sont des fonctions importantes en théorie de Gromov-
Witten. Elles interviennent notamment dans le cadre de la symétrie miroir. La
fonction J est directement construite & partir des invariants de Gromov-Witten
d’une variété projective lisse complexe X : c’est la fonction génératrice des inva-
riants dits 1-pointés avec descendants (cf équation ) La fonction I, quant &
elle, est la plupart du temps définie dans le cadre des variétés toriques & partir de
données combinatoires. Si X est une variété de Calabi-Yau torique, elle posséde
un miroir X. Il s’avére que la fonction I est solution des équations de Picard-
Fuchs pour X. Un théoréme de symétrie miroir de Givental (cf [Giv98)]) affirme
alors que les fonctions I et J sont identiques & un changement de variables pres.

Le premier théoréme miroir concerne la quintique de P* (qui est une variété
de Calabi-Yau) et a été démontré par Lian, Liu et Yau dans [LLY97]. Par la
suite, le résultat a été étendu :

e aux intersections complétes nef dans P" (cf [Giv96]) ;

e aux intersections complétes Calabi-Yau dans les variétés toriques Fano (cf
[Bat94]) ;

e aux intersections complétes dans les variétés de drapeaux de type A (cf
[Kim99|, [BCFKvS98| et [BCFKvSQQ]) ;

e aux intersections complétes dans les variétés toriques lisses (cf [Giv9Sg]).
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FIGURE 1.3 — Section o;

Récemment, des théorémes miroirs ont pu étre obtenus dans le cas des orbifolds
toriques (voir par exemple [Iri09]).

Dans ce paragraphe, on commence par définir les invariants de Gromov-
Witten avec descendants (cf § , puis on définit les fonctions I et J (cf §

1.4.1.2et[1.4.1.3]). Enfin, dans les deux derniers paragraphes|1.4.1.4{et|1.4.1.5) on

donne la formule de la fonction J des grassmanniennes usuelle et lagrangienne.

1.4.1.1 Invariants de Gromov-Witten avec descendants

Définissons maintenant les invariants de Gromov-Witten avec descendants, qui
nous seront utiles au paragraphe [[.4.1.2] Pour cela, on considére le morphisme
Tnt1 : Mo ns1(X, B) = Mo (X, B) consistant & “oublier” le (n + 1)-iéme point
marqué puis a contracter les composantes rendues instables. Ce morphisme pos-
seéde n sections o1, ..., 0, correspondant aux n points marqués, définies par

Ul([f : (Cvp17°"7pn)] — X]) = [f : (CUPluplv"~7p;7"'7pnvp;7,+1)] - X]

comme & la figure[T.3] Soit wn 1 le faisceau dualisant relatif de 7,11. On définit
alors n fibrés en droites £; sur My (X, 8) par

L= 8] wni1.
On note 1); leur premiére classe de Chern.

Définition 1.5. Soient r > 1 et dy,...,d, des entiers, 3 € HS¥(X,Z) et

Y1, - .., des classes de cohomologie sur X telles que
Zdeg%— =2 <dim/\/lo’,~(X7 B8) — Zd’”> )
i=1 i=1
Alors les invariants de la forme
Ig (Tay Y1, - - - s Ta, V) 1= /7 ‘flevf% U---Ugdreviy,.
[Mo,~(X,5)]

sont appelés invariants de Gromov-Witten avec descendants.
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1.4.1.2 La fonction J

Pour ce paragraphe, on se référe a [CK99|. Considérons X une variété projective
lisse. La fonction J est une fonction & valeurs dans H* (X, C) construite a partir
des sections plates d’une connexion appelée la connexion de Givental. Pour
définir cette connexion, notons Ti,...,T, une base de H*(X,C), Ty = 1 €
HY(X,C). On prolonge cette base en une base Ty,...,T,, de H*(X,C). Soit

(g9k1) la matrice définie par
gkl = / T, UT,
X

et (¢g") son inverse. A chaque T; on associe une variable homogéne ¢; avec
degt; := degT;. On note enfin (77) la base duale des (T}), de telle sorte que

T =329

Définition 1.6 (Connexion de Givental). Soit M = H°(X,C) @ H3(X,C) C
H*(X,C). On définit une connexion sur le fibré trivial M x H*(X,C) — M en
posant

kl)

i

m m 80,‘ m
Vi | oy | =h) 50T =2 aTixTy
i=0 j=0 7 j=0

F)
Wj.
est appelée la connexion de Givental. On peut montrer qu’elle est plate et sans
torsion.

ot h est un paramétre formel et ol I'on identifie T; avec Cette connexion

V" admet une famille de sections plates dont une base est donnée par

to s - 56 * G%Un * j
s;=eh thTing E e’'s / evy | ——— | Uevs(T;) | TY
< 1<h_w1> 2( .7))

ﬁ#o j:() MO,2(XgB)

pour tout 0 < i < m, ou tyg € HY(X,C), § = >i_, t,T; € H*(X,C) et 91
est la classe psi définie au paragraphe [1.4.1.1] La V"-platitude des sections est

équivalente & ’équation

8Si
] = T] * S;

at;

pour tous 0 < 4,7 < m. On peut maintenant définir la fonction J :

h

Définition 1.7 (Fonction J). La fonction J est définie par

T = (s, )T,
J

o (o, ) := [y @UfB. On peut montrer qu’elle est aussi donnée par la formule :

to+3 - " T N ;
J(to,é,h)ze( n 1+ZZ(/ )evl (M)Ue%(l)) T’

B0 j=0 Mo,2(X,B
(1.4)
oty € HY(X,C) et § := >, t;T;. C’est une série formelle en A~! & coefficients
dans QH" (X, C).
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Remarque 1.5. On peut encore simplifier la formule (1.4]) & l’aide de la propriété
de la classe fondamentale pour les invariants avec descendants. On obtient :

(tg+8) UL | .
J(to,0,h) =e % ZZZWIB(TZTj)TJ (1.5)

B#0 =0 1=0

ce qui montre que la fonction J est la fonction génératrice des invariants & un
point marqué avec descendants.

Un des intéréts de la fonction J est qu’elle est souvent assez facile a calcu-
ler, puisqu’elle est multiplicative et se comporte bien par rapport aux images
directes. Ses propriétés sont exposées dans [Ber00]. Elle est également connue
pour de nombreuses variétés, dont ’espace projectif et les grassmanniennes (cf §
. On verra au paragraphe suivant qu’elle peut parfois étre calculée grace
a son lien avec une autre fonction, la fonction I. Enfin, lorsque la cohomologie
de la variété X est engendrée par les diviseurs, la fonction J détermine toute la
cohomologie quantique.

1.4.1.3 La fonction [

Par définition, la fonction I d’une variété torique lisse est une solution d’un
systéme d’équations différentielles appelé systeme GKZ (cf [CK99|, § 5.1). Elle
peut également étre définie dans un cadre un peu plus général. Par exemple,
cette fonction a été calculée par Givental (cf [Giv98|) pour les intersections
complétes toriques :

Théoréme 1.24. Soit X une variété torique lisse projective de dimension n. On
considere B = @leLi un fibré vectoriel scindé sur X, ow les L; sont engendrés
par des sections globlales et —Kx + Zf;l L; est numériquement effectif. Pour
chaque i, on considére Y; le lieu des zéros d’une section générale de L;, et on
pose Y = Nk_Y;. Alors la fonction I de Y est donnée par

to+s

Iy (tg,0,h) = e(E)e " x
k ci(Ls)-B 0
8 Hmzfoo(Dp +mh)
q (c1(Ls) +mh) : :
% 11;[1 ng1 1;[ HSL;[im(Dp + mh)

ot e(E) est la classe d’Euler du fibré E, to € H'(X,C), 6 € H*(X,C) h est un
parameétre formel, 5 parcourt les classes effectives de Ho(X,Z), p parcourt les
arétes de ’éventail associé a X et D, est la classe du diviseur associ€ a p. C’est
une série formelle en h=' & coefficients dans QH*(X,C).

Remarque 1.6. 1. Lorsque Y est de Calabi-Yau, la fonction I vérifie égale-
ment les équations de Picard-Fuchs du miroir de Y (cf [CK99] § 5.5.3, cf
[Givog]).

2. Ce théoréme donne en particulier la fonction I de 1'espace projectif :

to+6 1
Ipn—1 (to, 0, ﬁ) =e h qd , (1.6)
Z [T (H +mh)N

ol H est la classe hyperplane.
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3. Dans de nombreuses situations, comme par exemple pour les intersections
complétes Fano dans PV, les fonctions I et J sont reliées par un change-
ment de variables (cf [Giv96]), ce qui peut permettre de calculer la fonction
J, et donc certains invariants de Gromov-Witten. Pour ’espace projectif,
on a méme [ = J.

1.4.1.4 Fonction J de la grassmannienne

La fonction J de la grassmannienne usuelle G(m, N) est calculée par Bertram,
Ciocan-Fontanine et Kim dans [BCFKO05| en la reliant & celle de (PY~1)™  qui
se calcule facilement a I’aide de la fonction J de PN~1 (cf équation (1.6)) en
utilisant la multiplicativité.

Théoréme 1.25 (Fonction J de G(m, N)). La fonction J de la grassmannienne
G(m,N) est
to+tol

JC(to,t,h) = ® ZedtJd(h),

d>0

ol

ZOREICHESEEDY s i Rl .
(dis..ydmm) H1§i<j§m(xi =) [ iy [I2 (i + (R)

di+-+dm=d
avec T1,. .., T, les racines de Chern du fibré tautologique dual S*.
Remarque 1.7. 1. Par rapport & la définition de la fonction J donnée précé-

demment (cf définition|1.7)), comme Pic(G(m,n)) = Zo¢, on a simplement
écrit § = tof.

2. Pour comprendre la formule de la fonction J ci-dessus, il faut la voir comme
série formelle en A~!. Les coefficients de cette série sont des fonctions
symétriques des racines de Chern z1,...,x,,, donc ce sont des classes de
cohomologie.

1.4.1.5 Fonction J de la grassmannienne lagrangienne

La fonction J de la grassmannienne lagrangienne a été calculée par Bertram,
Ciocan-Fontanine et Kim dans [BCEKO0S] gréace a la correspondance abélienne /
non abélienne. Le principe de cette correspondance est que si X est une va-
riété projective lisse sur C munie d’une action d’un groupe algébrique réductif
complexe G et d'un fibré en droites £ G-linéarisé, et si T C G est un tore
maximal de G, il existe, sous certaines conditions, une correspondance entre les
cohomologies des deux quotients Xyp := X//T et X, = X//G.

Dans [BCFKOS§|, il est conjecturé que ce résultat peut se généraliser a la
cohomologie quantique, et en particulier a la fonction génératrice des invariants
1-pointeés, c’est-a-dire la fonction J. Soit J™%(tg,d, k) la fonction J de X4,
donnée par la formule [I.7] :

T (to,6,0) = 00 Y eladgne(n),
B
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ott tg € H%(X,4,C), 6 € H?(Xa,C), h est un paramétre formel, 3 parcourt
HH (X e, Z) et J5¢(h) est définie par

<1
[ U =3 g tatr),

La conjecture est que la fonction J™® peut étre reconstruite a I’aide de la fonction
J de X, notée J%_ Plus précisément, posons

- 1) (e (Do) + KR\
Iﬁ(h)_gﬁ Il TR M

ot la somme porte sur les cycles § € HST(X,p,Z) relevant 8 € HST (X0, Z) et
le produit sur les racines positives a, L, étant le fibré en droites associé. Par
définition, on dit que 3 € HS¥ (X5, Z) reléve f € HS (X0, Z) si IzH = [,H
pour tout diviseur H € H?(X,,,,Q) ayant pour relévement He H?( X4, Q)Y
ou W est le groupe de Weyl de G. Posons enfin

(t0,5 h Z fﬁ 6Iﬁ

La conjecture reliant les fonctions J™® et J est alors la suivante :

Conjecture 1.26. J"* se déduit de I par un changement de variables expli-
cite (“transformation miroir”). En particulier, si X,, est une variété de Fano
d’indice supérieur ou égal a 2, ce changement de variables est trivial et on a

J"(to, 8, ) = I(to, 5, 1.

Ce résultat est notamment vrai lorsque X, est la grassmannienne usuelle
G(n,2n). De plus, si l'on considére le fibré FE,, = /\2 S* sur X4, on peut lui
associer un fibré Eyp, sur X,;, = (P?"~1)". Le lieu des zéros d’une section générale
de E,, est la grassmannienne lagrangienne IG(n,2n), et un résultat semblable
a la conjecture le relie au lieu des zéros d’une section générale de E;, :

Théoréme 1.27 ([BCFKO0S|, théoréme 2). La fonction J de la grassmannienne
lagrangienne LG := 1G(n,2n) est donnée par

di+d;
Z (Hlﬁiqgn ko (Fit @+ kh))

[Li<icj<n(mi +25)

LG
Jg7 =
di+-+d,=d

1 H ($1*$]+(dz*d])h)
[T, HZ:l(xl + kh)?" 1<i<j<n (@i — ;)

ot les x; sont les racines de Chern du fibré tautologique S* sur LG.

Les auteurs de [BCFKO8§]| indiquent également que la méthode qu’ils utilisent
pour démontrer le résultat ci-dessus s’adapte aisément aux autres grassman-
niennes isotropes. En particulier, la grassmannienne symplectique 1G(m,2n)
peut étre réalisée comme lieu des zéros d’une section du fibré homogéne /\2 S*
sur G(m,2n), ou S est le fibré tautologique sur G(m,2n). Par conséquent, en
appliquant la méthode de [BCEKOS], on obtient
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Proposition 1.28. La fonction J de la grassmannienne symplectique IG(m, 2n)
est donnée par

di+dj(xi+xj+kh)>

JIG _ Z <H1§i<j§m k=0
4=

dytrd—d [Licicjom(®i + ;)

1 H (zi —zj + (di — dj)h)
[T HZ:l(‘rl +ER? i em (@i — )

ot les x; sont les racines de Chern du fibré tautologique S* sur IG(m, 2n).

1.4.2 Autres espaces homogénes

Dans ce paragraphe, on passe en revue certains résultats concernant la coho-
mologie quantique des autres espaces homogénes; on pourra consulter [Tam(7|
pour plus de détails.

Grassmanniennes orthogonales. Les classes de Schubert des grassmannien-
nes orthogonales possédent une indexation par les partitions k-strictes. Buch,
Kresch et Tamvakis ont démontré une régle de Pieri et une présentation quan-
tiques (cf [BKT09]), ainsi qu’une régle de Giambelli (cf [BKTO8D]), en fonction
des classes spéciales ¢, (Q).

Ces grassmanniennes possédent également une indexation par des paires de
partitions ; Pragacz et Ratajski (cf [PR96] et [PR03]) ont démontré en ces termes
une régle de Pieri (classique) pour la multiplication par les autres classes spé-
ciales ¢, (8*). La régle de Pieri quantique correspondante est énoncée dans [LL]
en termes d’éléments du groupe de Weyl. Il n’existe en revanche pas a ce jour
de régle de Giambelli classique ou quantique en fonction des classes spéciales

cr(8*).

Espaces homogénes minuscules et adjoints. Soit G un groupe algébrique
simple complexe, P un sous-groupe parabolique maximal de G associé & un poids
fondamental w. Le poids fondamental w est dit minuscule si |(w,&)| < 1 pour
toute racine a. Si w est minuscule, 'espace homogéne X = G/P est également
dit minuscule. Enfin, la variété homogéne X = G/P est dite adjointe si P est le
parabolique correspondant & la plus grande racine, et elle est dite co-adjointe si
P correspond & la plus grande racine courte. Un tableau récapitulant ces quatre
types de variétés se trouve dans [CPQ9].

Dans la série d’articles [CMPOS]|, [CMPQ7| et [CMP10], a I'aide d’un principe
quantique-classique, Chaput, Manivel et Perrin étudient I’anneau de cohomolo-
gie quantique des variétés minuscules et démontrent sa semi-simplicité, analy-
sant également les symétries de leur diagramme de Hasse. Enfin, dans [CP09],
Chaput et Perrin étendent un partie de ces résultats aux variétés adjointes et
co-adjointes.

Variétés de drapeaux. Soient V un C-espace vectoriel de dimension N et
0 <ry <---<rg < N une suite strictement croissante d’entiers. Un drapeau de
V' de type (71, ..., k) est une suite strictement croissante 0 C V; C --- C V, C V

34



de sous-espaces vectoriels de V' tels que dim V; = r; pour tout 7. Si k= N — 1,
0CVy C---CVy_o1 CV est appelé un drapeau complet.

L’ensemble F(rqy,...,7; V) des drapeaux de V' de type (rq,...,r;) ne dé-
pend que de la dimension de V et est muni d’une structure de variété projective
lisse. Il est appelé variété de drapeaux. C’est un espace homogéne sous ’action
du groupe GL(N). Plus précisément

F(7'17~-~77'k;N) = GL(N)/PH,..-,?%?

ou P, .. . correspond aux sommets r,...,7; du diagramme de Dynkin de
GL(N). Dans [GK95|, Givental et Kim ont déterminé une présentation de la co-
homologie quantique des variétés de drapeaux. Dans [CF99|, Ciocan-Fontanine
a donné des formules de Pieri et de Giambelli quantiques pour ces variétés;
d’autres références peuvent également étre trouvées dans [FW04]. Concernant la
cohomologie classique, Coskun a démontré une régle de Littlewood-Richardson
pour les variétés de drapeaux a deux crans dans [Cos09] et a proposé une version
préliminaire d’une telle régle pour le cas général dans [Cos]|.

Variétés de drapeaux généralisées. Une variété de drapeaux généralisée
est une variété du type G/ P, ou G est un groupe algébrique simple et P un sous-
groupe parabolique de G. La cohomologie quantique de ces variétés n’est pas
connue en général. Cependant, dans [FW04], Fulton et Woodward ont démontré
une formule de Chevalley quantique pour les G/ P, c’est-a-dire une formule don-
nant le produit quantique d’une classe de Schubert et d’un diviseur de Schubert.

Mentionnons enfin un résultat non publié de Peterson [Pet] qui permet de
relier la cohomologie quantique d’une variété de drapeaux généralisée G/P et
I’homologie de la grassmannienne affine associée & G. Une démonstration est
parue dans [LS10]. Ce résultat permet également d’exprimer les invariants de
Gromov-Witten de G/P en fonction de ceux de G/B (cf [Woo05]). Cette tech-
nique a été exploitée par Leung et Li dans [LLI0].
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Chapitre 2

Cohomologie classique des
grassmanniennes
symplectiques impaires

Dans ce chapitre, on étudie la cohomologie classique de la grassmannienne sym-
plectique impaire IG(m, 2n + 1). Pour cela, on utilise les plongements naturels
dans la grassmannienne usuelle G(m,2n + 1) et dans la grassmannienne sym-
plectique paire IG(m, 2n+2) (cf §. On en déduit une expression de la dualité
de Poincaré (cf § ainsi que des présentations classiques en fonction des deux
familles de classes spéciales (cf § . On verra que la dualité de Poincaré est
bien plus compliquée que dans le cadre homogéne. Par conséquent, méme si les
deux plongements peuvent théoriquement permettre de calculer n’importe quel
produit d’intersection dans IG(m,2n + 1), on se heurte en pratique a des diffi-
cultés d’ordre combinatoire qui nous empéchent de donner des formules fermées
valables en toute généralité pour les régles de Pieri et de Giambelli.

On termine le chapitre en étudiant les courbes de degré 1 sur IG(m,2n +
1). On démontrera dans le cas m = 2 que la régle de Pieri quantique ne fait
intervenir que les invariants de degré 1, et dans le cas général, on obtiendra le
méme résultat sous réserve d’une propriété d’énumérativité (cf conjecture .
On étudie donc a la partie la variété des droites de IG(m,2n + 1) et a la
partie son espace de modules des applications stables de degré 1. On termine
en démontrant I'énumérativité des invariants de Gromov-Witten de degré 1 (cf

théoreme [2.19)).

2.1 La grassmannienne symplectique impaire

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension 2n + 1 (n > 2), w une forme
antisymétrique de rang maximal sur V et 1 < m <n + 1 un entier. On note K
le noyau de w, qui est donc de dimension 1. La grassmannienne symplectique
impaire est

IG,(m, V) :={X € G(m,V) | £ est isotrope pour w}.
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Elle posséde une action du groupe symplectique impair
Sp(V) :={g € GL(V) | Vu,v € V w(gu, gv) = w(u,v)}.

A isomorphisme prés, IG,,(m, V) ne dépend pas du choix de lespace vectoriel
V de dimension 2n + 1 ni de la forme w, donc on peut la noter IG(m, 2n + 1).
De la méme maniére, a partir de maintenant, Sp(V') sera noté Sp,,, ;. Notons
que Spy,,; n'est pas un groupe semi-simple (ni méme réductif). En revanche,
les liens entre Spy,,, Spy, 1 et Spy,,, mentionnés dans I'introduction peuvent
laisser supposer un comportement proche de celui du groupe symplectique.
Rappelons quelques propriétés de base de ces objets, prouvées dans [Mih07] :

Proposition 2.1. 1. La grassmannienne symplectique impaire IG(m, 2n+1)
est une sous-variété lisse de dimension m(2n +1 —m) — W de la
grassmannienne usuelle G(m,2n + 1).

2. 82 <m < mn, alors IG(m,2n + 1) posséde deux orbites sous laction du
groupe symplectique impair Spy, 1 :

o [orbite fermée O := {¥ € IG(m,2n + 1) | ¥ D K}, qui est isomorphe
a la grassmannienne symplectique IG(m — 1,2n) ;

e lorbite ouverte {¥ € IG(m,2n+1) | X 2 K}, qui est isomorphe a
lespace total du dual du fibré tautologique sur la grassmannienne
symplectique 1G(m, 2n).

Dans ce qui suit, on appelle espace quasi-homogéne une variété algébrique
munie d’une action d’un groupe algébrique avec un nombre fini d’orbites. Notons
que cette définition est plus restrictive que la définition usuelle, dans laquelle on
impose simplement qu’il y ait une orbite ouverte pour I'action. Les grassman-
niennes symplectiques impaires avec 2 < m < n sont des exemples de tels es-
paces. Lorsque m = 1 ou n+1, IG(1,2n+1) 2 P" et IG(n+1,2n+1) = 1G(n, 2n)
sont méme homogénes. Par la suite, on supposera toujours 2 < m < n.

2.2 Variétés de Schubert

Un C-espace vectoriel V' de dimension 2n + 1 muni d’une forme antisymétrique
de rang maximal w peut étre plongé dans un C-espace vectoriel symplectique
(V,w) de dimension 2n + 2 tel que @ |y= w. Cette construction définit un
plongement naturel i : IG(m,2n + 1) — IG(m,2n + 2). Dans [Mih07], Mihai
a remarqué que i identifie IG(m,2n 4+ 1) a une sous-variété de Schubert de
IG(m,2n + 2) associée & un sous-groupe de Borel compatible avec w. Notons
1™ la partition \° telle que \Y = --- = A0 = 1, qui correspond & I’ensemble
d’indices P = (2n+2—m,...,2n+1) (cf § pour plus de détails concernant
ces notations).

Proposition 2.2. Le plongement i : IG(m,2n + 1) — IG(m,2n + 2) identi-
fie IG(m,2n + 1) a la sous-variété de Schubert de 1G(m,2n + 2) associée a la
partition 1™ (ou de maniére équivalente a l’ensemble d’indices PP).

L’identification présentée ci-dessus de la grassmannienne symplectique im-
paire & une variété de Schubert de IG(m, 2n+2) permet d’obtenir sur IG(m, 2n+
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1) une décomposition cellulaire induite par celle de IG(m, 2n+2). On peut donc
définir des variétés de Schubert dans IG(m,2n + 1), qui sont simplement celles
de IG(m,2n + 2) contenues dans IG(m,2n + 1). Les incidences entre variétés
de Schubert sont encodées par le diagramme de Hasse de la variété (cf §[2.2.2)).
De plus, la décomposition cellulaire permet de connaitre les nombres de Betti
de IG(m,2n + 1) et donc de déterminer son polyndéme de Poincaré et le rang de

son anneau de cohomologie (cf §[2.2.3)).

2.2.1 Indexations

Dans ce paragraphe, on présente deux indexations pour les variétés de Schubert
de IG(m,2n 4 1). On référe a Pappendice [A| pour plus de détails.

Tout d’abord, on appelle ensemble d’indices de longueur m les m-uplets
P=(p1 <--- <pm)tels que 1 < p; <2n+ 1 pour tout j et p; +p; # 2n+3
pour tous %, j. Les variétés de Schubert de IG(m, 2n+1) sont définies par rapport
a un drapeau isotrope F, de C2"*+!, c’est-a-dire un drapeau complet de C?"+!
qui peut se prolonger en un drapeau isotrope F, de C2"*2. Cela impose en
particulier F; = K. La proposition [2.2] implique que les variétés de Schubert
de IG(m,2n + 1) peuvent étre indexées par les ensembles d’indices P tels que
P < P° (pour l'ordre lexicographique).

Si P est un ensemble d’indices, on peut lui associer un m-uplet décroissant
(n —m)-strict d’entiers A = (A\y > -+ > A\, > —1) défini par :

Aj=2n+2-—m—p;+#{i<j|pi+p; >2n+3}.

Réciproquement, si A = (A\y > -+ > A, > —1) est un m-uplet décroissant
(n — m)-strict d’entiers tel que

e N\ <2n+1-—m,
e )\, = —1implique \; =2n+1—m,
alors les entiers
pi=2n+2—-m-—XN+#{<j|N+XN<2(n—m)+j—i}

forment un ensemble d’indices de [1,2n + 1].

Soit: A un m-uplet comme ci-dessus. Si Pon note Xy, ,.(F,") la variété de
Schubert de IG(m,2n + 2) associée a la partition (Ay + 1,..., Ay, + 1) et au
drapeau F', on remarque qu’elle est contenue dans IG(m, 2n+1). Par définition,
la variété de Schubert de IG(m,2n + 1) associée a la partition A et au drapeau
F, est

Xa(Fy) == X3, (F) CIG(m,2n + 1).

On vérifie facilement qu’avec ces conventions d’indexation, la variété de Schubert
X (F.) est de codimension |A| dans IG(m,2n + 1). Dans ce chapitre ainsi que
dans le reste de ce texte (sauf indication contraire), on notera oy les classes de
Schubert des grassmanniennes symplectiques impaires.
La définition précédente inclut le cas de “partitions” avec des parts négatives.
Ces partitions sont toutes de la forme
A=02n+1—m,Ao,..., Ap,—1,...,=1)
—_———

m — r fois

avec A, > 0.
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2.2.2 Diagramme de Hasse

Le diagramme de Hasse de IG (m,2n + 1) — respectivement de IG(m,2n) — est
le diagramme de la multiplication par la classe hyperplane o1 — respectivement
of. Plus précisément, c’est un graphe orienté tel que :

e les sommets sont indexés par les classes de Schubert ;

e deux sommets indexés par les classes a et o’ sont reliés par une aréte de
multiplicité r si o apparait avec multiplicité r dans le produit de a par
la classe hyperplane.

Pour un espace homogeéne G/ P tel que P soit un parabolique maximal, a cause
de la formule de Chevalley (cf théoréme 7 si I'on ne tient pas compte des
multiplicités, le diagramme de Hasse est simplement le diagramme de I'ordre de
Bruhat dans W/Wp, ou W est le groupe de Weyl de G et Wp celui du para-
bolique. Les diagrammes de Hasse des grassmanniennes symplectiques paires et
impaires sont reliés. Il est déja clair d’aprés le début de cette partie que celui de
IG(m,2n + 1) est inclus dans celui de IG(m, 2n + 2). On va maintenant donner
deux résultats concernant les inclusions naturelles IG(m, 2n) C IG(m,2n+1) C

IG(m,2n + 2) : les propositions et

Proposition 2.3. Le diagramme de Hasse de 1G(m,2n) est formé de l'union :

1. du diagramme de Hasse Hy de 1G(m,2n — 1), dont les sommets sont les
classes de 1G(m,2n) associées aux variétés de Schubert contenues dans
X]_m N

2. du diagramme de Hasse Ho de IG(m — 1,2n — 2) ;
Les arétes allant de Hy a Hy sont de deux types :

o arétes simples X — p pour A\, p tels que \y < 2n—1—m, Ap—1 > 1,
Am =0 et p= ()\1,...7>\m,1,1>,'
o arétes doubles \ — p pour A\, u tels que \y = 2n— 1 —m, A\, = 0 et
w=02n—m,Aa,..., Am)-
Il n’y a pas d’aréte allant de Hy a Ho.
Démonstration. Notons Hig(m,2n) le diagramme de Hasse de IG(m, 2n). Dans
un premier temps, on ne s’occupe pas des arétes entre les deux parties H; et
Ha. L’isomorphisme entre H; et Hyg(m,2n—1) est simplement une conséquence de
l’isomorphisme entre IG(m, 2n — 1) et la variété de Schubert Xyim de IG(m,2n)
définie au paragraphe 2.3.1] Il est donné par
Higimz2n-1) — Hi
A = A=A +1. A0+ 1),
Enfin, I'isomorphisme entre Hs et Hig(m—1,2n—2) s’obtient en considérant le
diagramme

¢

U

|

1G(m, 2n)

IG(m —1,2n — 2)
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dans lequel
e U=1G(m,2n)\ Xi;
e ¢ est 'application X1 — (Xt N Fyy,1)/F;
e ¢ est I'inclusion naturelle.

En effet, on remarque que Ha et Hig(m—1,2n—2) Possédent le méme ensemble de
sommets. Soit o une classe de Schubert de IG(m —1,2n — 2). En observant les
conditions d’incidence, on remarque que ¢*o = e*aj. On obtient alors :

¢* (o] Uoh) =e*(of Ua)),

donc Ha et Hig(m—1,2n—2) ont les mémes arétes.

Décrivons maintenant les arétes entre les sous-graphes H; et Hs. On va
utiliser la régle de Pieri du paragraphe[I.3.1.1] dont la combinatoire est expliquée
au paragraphe

Montrons tout d’abord qu’il n’y a pas d’aréte entre un élément de H; et
un élément de Hs. Pour cela, considérons A € H;. Par définition de Hi, la
cellule de Schubert C'y est contenue dans X f:n. Par conséquent, son adhérence
est également contenue dans Xfrm. Or cette adhérence contient en particulier
toutes les cellules de Schubert C,, telles que al‘f apparaisse dans le produit de
a;\r par la classe hyperplane.

Considérons maintenant A € Hs et supposons qu’elle soit reliée & u € Hj.
Notons «, 3 les paires correspondantes. On a o < n et o} < n. Montrons
tout d’abord qu’on ne peut pas avoir o} < n — 1 et a! < n — 1. En effet, si
ol < n —1, on ne peut pas avoir 31 = n, car cela nécessiterait de rajouter au
moins deux cases & la partition du haut, ce qui est impossible étant donné que
|8| — |a| = 1. Comme p € Hj, il s’ensuit que 3% = n, donc il faut rajouter au
moins deux cases a of. La composante correspondante doit étre exceptionnelle,
donc reliée (d’aprés la condition de compatibilité (Cd. [3])). Mais ce n'est pas
possible puisque af < n — 1.

Supposons maintenant que 0/1’ =n—1etal <n-—1. Alors comme aupa-
ravant, on ne peut pas avoir 3f = n, donc on a nécessairement 3% = n. On va
montrer par un argument de dénombrement qu’on ne peut pas avoir de ligne
exceptionnelle. Pour cela, notons a > 0 le nombre de lignes exceptionnelles, N le
nombre de cases exceptionnelles (c’est-a-dire de cases de ot \ %), M le nombre
de cases de DbB \ DP. Si i est une ligne exceptionnelle, on note n; le nombre
de cases exceptionnelles de cette ligne et m; le nombre de cases de la compo-
sante reliée associée. La condition de compatibilité (Cd. implique 'inégalité
m; > n; + 1. Globalement, on a donc

MZl—I—Z(ni—l—l):l—l—N—i—a,
i=1

ou le premier 1 correspond a la case ajoutée a la premiére ligne de o’, qui
n’appartient pas & une composante exceptionnelle. Finalement, on en déduit :

1=18-]a|>M—-N=1+4a,
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d’olt @ = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de ligne exceptionnelle. Mais alors la seule
possibilité est

Bt =a'et B = (al+ 1,0}, al,)).

On constate alors immédiatement que 5 est compatible avec A. De plus 'unique
composante n’est pas reliée et elle est sans (8 \ «)-case au-dessus d’elle (car
al = Bt < n —1). Elle n’est pas non plus extrémale, donc e(a, 8) = 1.
Supposons inversement que al{ <n—1et al =n—1. On ne peut pas avoir
ﬁ’f = n. En effet, sinon, il faudrait que la composante associée soit exceptionnelle,

ce qui est impossible car af =mn — 1 < n. Par conséquent on a 31 = n, d’ou

Bt =(n,ab,....,at _ )et gt =ab.
B ainsi définie est évidemment compatible avec «, et e(a, 8) = 0 car il n’y a pas
de composante.
Finalement, si o} =n —1 et o’ = n — 1, en reprenant les arguments des cas
précédents, on remarque qu'il y a deux possibilités (et deux seulement) pour 3 :

ﬁt = at et /Bb = (a? + 17ag7"'7a?(ab)> ’

Bl = (n,ab,....al _ )et b =ab.
Ceci termine la description des arétes entre Hs et H;. O

Voici maintenant le résultat pour IG(m,2n + 1) :
Proposition 2.4. Le diagramme de Hasse de IG(m,2n + 1) est constitué :

1. du diagramme de Hasse Hq1 de IG(m,2n), dont les sommets sont les classes
de IG(m,2n + 1) associées aux variétés de Schubert non contenues dans
lorbite fermée ;

2. du diagramme de Hasse Hs de lorbite fermée O =2 1G(m — 1,2n) ;
Les arétes allant de H1 a Ho sont de multiplicité 1. Elles sont de deuz types :
o \— popour A\ ptels que \y =2n—m et p=2n+1—m, A, ..., ) ;
o A\ — u pour A\ i tels que
2n—m)+#{1<i<m |21} <M <2n—1-m
et p=2n+1—m,Aa, ..., A\, —2(n—m)> —1,..., —1).
Il n’y a pas d’arétes allant de Ho 6 H;.

Démonstration. Notons Hig(m,2n+1) le diagramme de Hasse de I1G(m, 2n + 1).
Dans un premier temps, on ne s’occupe pas des arétes entre les deux parties H;
et Hy. Soit Gy le sous-graphe de Hig(m,2n+1) induit par les sommets o) pour
A tel que Ay < 2n + 1 — m. Montrons que G1 = Hig(m,2n)- Tout d’abord, on
remarque que ces deux graphes ont le méme ensemble de sommets. On considére
alors le diagramme :
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IG(m,2n+ 1)\ O L IG(m,2n)

|

IG(m,2n +1)

oil ¢ est 'application ¥ — (¥ + K)/K et e I'inclusion naturelle. Soit o une
classe de Schubert de IG(m,2n). En observant les conditions d’incidence, on
remarque que ¢*O'j\_ = e¢*o). On obtient alors :

0" (Jfr U ai) =e"(o1 Uoay),

donc Gy et Hig(m,2n) ont les mémes arétes. Or les sommets de Hiq(m,2n41) qui ne
sont pas des sommets de Gy correspondent aux classes o avec A\ = 2n+1—m,
c’est-a-dire aux variétés de Schubert contenues dans I’orbite fermée O = IG(m—
1,2n). Donc le graphe Gy qu’ils induisent est isomorphe & Hig(m—1,2n)-

Décrivons maintenant les arétes entre les sous-graphes H; et Ha. On a vu
d’apreés la proposition @ que Hig(m,2n+1) est un sous-graphe de Hiq(m,2n42)
donc on peut travailler dans la grassmannienne symplectique paire IG(m, 2n +
2) et utiliser la régle de Pieri énoncée au paragraphe Rappelons que
'identification entre Hig(m, 2n+1) et le sous-graphe de Hig(m,2n+2) décrit a la
proposition [2.3] est donnée par

A= A=A +1,.., A, +1).
Si 'on note
ﬁlz{X|X1§2n+l—metXm21},
Ho={fi| iy <2n+2—m},

on remarque que Hq =2 Hi et Ho =2 Ho.

Par le méme argument que dans la preuve de la proposition 2.3} on constate
qu'il n’y a pas d’aréte allant d’un sommet de H & un sommet de ;. Considé-
rons maintenant \ € H,, et supposons qu’il soit relié & un sommet 7 de Hs. On
note toujours « et S les paires associées.

On commence par supposer que ! = n. Il s’agit de montrer que 3 est

nécessairement égale a la paire v définie par
At =at et 4P = (ofl’ + l,ag,...,af’(ah)) .

Remarquons tout d’abord que cette derniére est compatible avec a. De plus,
e(a,y) = 0. En effet, 74 = o = n+1 =%, donc I'unique composante est reliée.

Pour montrer 1'unicité de +y, supposons par I'absurde 3 # 7. On a 8 = n+1
car B € Ho. Comme de plus 8 est compatible avec «a et |3| = |a| + 1, il doit
y avoir au moins une ligne exceptionnelle. Notons a > 1 le nombre de lignes
exceptionnelles, N le nombre de cases exceptionnelles (c’est-a-dire de cases de
o\ 8'), M le nombre de cases de DY \ D},. Si i est une ligne exceptionnelle, n;
le nombre de cases exceptionnelles de cette ligne et m; le nombre de cases de la
composante reliée associée, alors la condition de compatibilité (Cd. [3]) implique
I'inégalité m; > n; + 1. Globalement, on a donc

a
M21—|—Z(ni+1):1—|—N—|—a,

i=1
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ou le premier 1 correspond & la case ajoutée & la premiére ligne de o, qui
n’appartient pas & une composante exceptionnelle. Finalement, on en déduit :

B —la|>M-N=1+a>1,

ce qui est absurde.

Traitons maintenant le cas ot a? < n. Comme ¢ = n+ 1, il faut ajouter au
moins deux cases & la premiére ligne de o, donc il doit nécessairement y avoir
au moins une ligne exceptionnelle. Mais d’aprés les inégalités du cas précédent,
il y en a au plus une, et ce doit étre la premiére ligne (car c’est elle qui est
reliée & la composante située a la premiére ligne de o). Par conséquent, il n’y
a qu’une seule possibilité pour 5 :

Bl=(a}+1,0b,....aL 1 ) et B = (n—&—l,ag,...,ai’(ab)).

Cette paire est admissible si et seulement si o} > ab, ce qui, en passant aux
partitions k-strictes, est exactement la condition sur A indiquée dans I’énoncé.
Enfin, l'unique composante est reliée a la ligne exceptionnelle, d’ou e(a, §) =
0. O

Remarquons que dans le cas pair comme dans le cas impair, il y a peu d’arétes
entre les sous-graphes H; et Ho proportionnellement au nombre total d’arétes.

A titre d’exemple, on peut représenter les diagrammes de Hasse de 1G(2, 6)
(cf figure 2.1), IG(2,7) (cf figure et IG(2,8) (cf figure et constater les
inclusions décrites dans ce paragraphe. Enfin, la figure 2.4 présente un exemple
pour m > 2. Dans chacune des figures, les arétes vont de gauche a droite.

FIGURE 2.1 — Diagramme de Hasse de IG(2,6)

2.2.3 Polyndéme de Poincaré

Le polynéme de Poincaré est la série génératrice des nombres de Betti. Comme
la grassmannienne symplectique impaire posséde une décomposition cellulaire,
les nombres de Betti sont les nombres de cellules en chaque dimension. Par
conséquent, le polynéome de Poincaré permet de connaitre le nombre de variétés
de Schubert de dimension donnée. Son calcul a été effectué dans [Mih07].

Proposition 2.5 (Polynéme de Poincaré de 1G(m,2n + 1)). Le polynome de
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FIGURE 2.2 — Diagramme de Hasse de IG(2,7)

1G(1,6)

FIGURE 2.3 — Diagramme de Hasse de IG(2,8)

Poincaré de 1G :=1G(m,2n + 1) est

Hi:l (q2n+2—2¢ _ 1) H:il—l—l (q2n+4—2¢ _ 1)

P (IG,q) = T ¢ — 1) sim =2, (2.1)
i=1
l 2n4+2-2i _ q m 2n4+4-2i _ q
PG, q) = L=t (4 Hm)(gil:lﬁ (4 ) im—as1. (2.2)
i=1 -

En évaluant ces polynémes en ¢ = 1, on obtient le

Corollaire 2.6. Le rang de A* (IG(m,2n + 1)) est 21 (") 2::12:;:‘.

n

2.3 Plongements

La grassmannienne symplectique impaire IG(m, 2n+ 1) se plonge naturellement
dans la grassmannienne symplectique paire de dimension supérieure IG(m, 2n+

2) (cf §]2.3.1) et dans la grassmannienne usuelle (cf §[2.3.2). Ces plongements
nous seront trés utiles pour décrire la cohomologie de IG(m, 2n + 1).
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0321 0421 0431 0432

IG(3,38) 03,1,1 05,3,2

FIGURE 2.4 — Diagramme de Hasse de 1G(3,9)

2.3.1 Dans la grassmannienne symplectique paire

Dans ce paragraphe, on va donner de nouvelles conséquences de 'identification
de IG (m,2n + 1) a une sous-variété de Schubert d’une grassmannienne sym-
plectique. Comme on connait la cohomologie de IG (m,2n + 2), comprendre
I'application de restriction i* permet d’avoir des informations sur la cohomolo-
gie de IG (m, 2n + 1). Soient F, un drapeau isotrope de C>"*+2_ Y, (F,) une va-
riété de Schubert de IG (m, 2n + 2) et aj\' la classe de Schubert correspondante,
ol \ est une partition (n 4+ 1 — m)-stricte. La proposition nous indique que
IG (m, 2n + 1) est isomorphe a la variété de Schubert Yim (E,) de IG (m, 2n + 2),
ol F, est un drapeau isotrope, que I'on peut supposer étre en position générale
avec F,. Alors par le lemme de Kleiman, que 'on énoncera a la partie [2.7.2]
Y\ (F,) et Yim (F,) se coupent transversalement. Par conséquent, si on calcule

+ + e(\v) _+
oy Uoim = ZQ ( )(Ty
v

a laide de la régle de Pieri classique pour IG (2,2n + 2) (cf [PR96]), on trouve

P A,
i'oy = Z 26 G, i, (2.3)
v compatible avec A
lv[=[Al+m
ot v — 1™ désigne la partition (v; — 1,09 — 1,... 1, — 1).

Nous allons montrer que les multiplicités e(\, v) apparaissant dans le produit
a;\r U ofm sont toutes égales a 0. Pour cela, il faut utiliser la régle de Pieri
pour la multiplication par les classes o}, énoncée au paragraphe On
renvoie également & ce paragraphe pour toutes les définitions et notations. Soit
o une classe de Schubert intervenant dans le résultat du produit ofm Uoy
dans IG(m,2n + 2). Sa multiplicité est déterminée par le nombre e(A, ) de
composantes de Dz \ Di qui ne sont ni extrémales, ni reliées, et n’ont pas de
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(1\ A)-case au-dessus d’elles. On va utiliser le lemme suivant, qui montre qu’on
ne peut pas rajouter plus de m cases a une paire A si 'on souhaite obtenir une
paire compatible :

Lemme 2.7. Soient A et yu deux paires de partitions de Py, , telles que p soit
compatible avec X. Alors |p] — || < m.

Démonstration. On commence par se ramener au cas ol u vérifie ¢ = n et
pt=A_; —1 pour tout 2 <i <k (k:=n—m).

Pour cela, on suppose dans un premier temps que p ne posséde pas de ligne
exceptionnelle. Soit ¢ minimal tel que p! < Al_; — 1; montrons qu’on peut
rajouter une case a cette ligne sans diminuer |u| — |A|. Soit T la paire ainsi
obtenue. Si [z est compatible avec A, elle convient et [7i| —|\| = |u|—|A|+1. Sinon,
la case ajoutée est nécessairement au-dessus d’une composante de DZ \ Dlj\, que
I'on note C. Comme [z n’est pas compatible avec A, on a les trois possibilités
exclusives suivantes :

1. C est reliée;
2. C possede une (u \ A)-case au-dessus d’elle;
3. C est extrémale.

Si C est reliée (cas 1), on a encore deux sous-cas : soit C' est reliée a la ligne i —1
(cas 1.a), soit elle est reliée a la ligne ¢ (cas 1.b). Dans le cas I.a, considérons
la case C de C qui est le plus en bas parmi celles situées a la colonne \!_;.
Comme ¢ est minimal et que p est une paire admissible, C est nécessairement la
case la plus a droite de la composante C. Enlevons alors C et notons ji la paire
ainsi obtenue. Dans i, C' est séparée en une composante C; qui posséde une
(i \ A)-case au-dessus d’elle et une composante reliée Cy (éventuellement vide).
Donc [ est compatible avec A et || — |A| = |u] — |\

Dans le cas 1.b, on a nécessairement p! = A Notons C la case de C' qui est le
plus en bas parmi celles situées a la colonne fi; = puf+1 = A!+1. Enlevons alors C
ainsi que les r cases situées plus a droite sur la méme ligne (avec éventuellement
r = 0). Rajoutons également r cases a la ligne i de la partition du haut, et
notons [ la paire ainsi obtenue. Dans i, C' est séparée en une composante reliée
Cy et une composante Cy (éventuellement vide) qui posséde une (i \ A)-case
au-dessus d’elle. Donc [ est compatible avec A et || — |A| = |p] — |\

Dans le cas 2, la (p \ A)-case au-dessus de C' est nécessairement celle située
a la ligne 7 et a la colonne pu! de la partition du haut. Notons C la case de C qui
est le plus en bas parmi celles situées a la colonne p! + 1 = 7it. Enlevons alors C
ainsi que les 7 cases situées plus a droite sur la méme ligne (avec éventuellement
r = 0). Rajoutons également r cases a la ligne 4 de la partition du haut, et notons
[t la paire ainsi obtenue. Dans ji, C' est séparée en deux composantes Cy et Cy
qui possédent chacune une (fi\ \)-case au-dessus d’elle (Cy étant éventuellement
vide). Donc [i est compatible avec A et || — |A| = |u| — |\

Enfin, montrons que le cas 8 est impossible. En effet, si C' est extrémale,
alors c’est une bande horizontale a p > 1 cases, qui vont de la colonne I(A\*) + 1
a la colonne [(A®) +p. Comme A est admissible, on a AL, > [(A\?) + 1. Mais p est
compatible avec A, donc C' doit étre non reliée, d’ott AL, > I(A®) + p. Donc C ne
peut pas avoir de (% \ A)-case au-dessus d’elle.
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Supposons maintenant que p vérifie puf = n et ul = Al_; — 1 pour tout
2 <i <k (k:=n—m) et montrons que |u| — |A| < m. En effet, remarquons
que toute colonne située entre la colonne A et la colonne n est dans I'une des
deux situations suivantes :

1. elle contient une (u*\ A\*)-case;

2. il existe une ligne de A\! qui s’arréte & cette colonne.

On en déduit que toute composante de DZ \ Df’\ est une bande verticale, sauf
éventuellement, si elle existe, la composante extrémale. Donc ,u? € {)\?, )\2 + 1}
pour tout j tel que )\? +j—1> AL — 2. Notons j; l'indice maximal vérifiant
cette propriété. Le nombre de cases total maximal pour les composantes situées
entre les colonnes [(Ay) +1 et AL — 1 est AL, — 1 — j;. Finalement :

k
il = A= (= AD) 4+ (M =M =)+ + (M — 1= 1)
1=2
>n—k=m.

Traitons maintenant le cas ot p posséde au moins une ligne exceptionnelle 7.
On va montrer que 'on peut construire i compatible avec A dont la ligne ¢ n’est
plus exceptionnelle et telle que || — |A| > |u| — |A|, ce qui nous permettra de
nous ramener inductivement au cas précédent. Soit i tel que uf < Al et soit C
la composante reliée & la ligne 7. On note E Pexcroissance de C' (éventuellement
vide). Notons p := A\l —pu!. Soit alors /i la paire de partitions obtenue en rajoutant
p cases & la ligne i de p! et en supprimant 'excroissance E de C. On a alors
la] = |pl +p — |E| > || par la condition [5| de la définition ce qui est le
résultat souhaité. O

On peut maintenant prouver le

Lemme 2.8. Soient A\ une paire de partitions de Py, n et pr compatible avec A
telle que |u| — || = m. Alors e(A, u) = 0.

Démonstration. Si p vérifie pf = n et pt = N_; — 1 pour tout 2 < i < k
(k :=n —m), comme |u| — |\| = m, la preuve du lemme montre que toute
composante est soit reliée, soit extrémale, soit posséde une (u\ \)-case au-dessus
d’elle, d’out e(A, ) = 0.

De plus, cette preuve montre que toute paire p compatible avec A telle que
|| — |A\| = m peut étre ramenée a une paire fi compatible avec A telle que
mh =mn,mt =X_; —1pour tout 2 < i <k (k:=n—m) et || — |\ = m. Il nous
suffit donc de montrer qu’a chaque étape de cette transformation, la multiplicité
e(\, ) est préservée; on en déduira par induction que e(\, p) = 0.

Regardons tout d’abord ce qui se produit lorsque 'on passe de p ou la ligne
i est exceptionnelle & @ ou elle ne l'est plus. La seule composante affectée par
cette étape est la composante C' qui est reliée a la ligne i. Or ’étape consiste
simplement & supprimer 1’excroissance de C, donc dans 7z, la composante C ainsi
obtenue est toujours reliée a la ligne i, d’ott e(A, u) = e(A\, 7).

Voyons maintenant ’étape ou l'on ajoute une case a une ligne ¢ non excep-
tionnelle de p telle que p! < Al_; — 1 et notons 7 le résultat de cette étape. La
seule composante qui peut étre affectée par cette étape est, lorsqu’elle existe,
I'unique composante C' qui posséde une ou plusieurs cases a la colonne puf + 1.
On a les trois cas exclusifs suivants pour C :
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1. C n’est ni reliée, ni extrémale, et ne posséde pas de (i \ A)-case au-dessus
d’elle;

2. C est reliée;

3. C posséde une (i \ A\)-case au-dessus d’elle.

En effet, la possibilité que C soit extrémale a été exclue dans la preuve du lemme
27

Supposons que C ne soit ni reliée, ni extrémale, et ne posséde pas de (u\ A)-
case au-dessus d’elle. Alors on a vu que || — |\| = |u| — M|+ 1 =m+1, ce qui
est absurde, donc ce cas est en fait impossible.

Si C est reliée, Popération la sépare en deux composantes (I'une d’entre elles
étant éventuellement vide) : une composante reliée et une composante possédant
une (7 \ A)-case au-dessus d’elle, donc e(\, u) = e(\, [).

Enfin, si C posséde une (u\ A)-case au-dessus d’elle, 'opération la sépare
en deux composantes possédant une (i \ A)-case au-dessus d’elles (I'une d’entre
elles étant éventuellement vide), donc e(X, u) = e(\, ). O

Par conséquent, on peut préciser I’équation (2.3)) :

Proposition 2.9. Les coefficients des termes de la restriction ¢ IG(m,2n + 1)
d’une classe de Schubert de la grassmannienne paire sont tous égauzr a 1 :

i*of = > oy_ym, (2.4)
v compatible avec A
[vI=IAl4+m

Cependant il semble difficile en général d’expliciter davantage les termes de
la somme, et encore plus d’exprimer les classes de Schubert de IG(m,2n+ 1) en
fonction de ces restrictions. On se contentera de le faire dans le cas m = 2 au
paragraphe [3.1]

On peut déterminer le noyau de i* : c’est l'idéal engendré par la classe
03 +2—m» comme le montre un calcul simple & l'aide de la régle de Pieri dans la
grassmannienne symplectique paire (cf § [1.3.1.1). En particulier, cela implique
que i*a:\" = 0 pour toute partition (n—+1—m)-stricte A telle que A\; = 2n+2—m.
Pour terminer, remarquons la surjectivité de i* :

Proposition 2.10. L’application de restriction
i*: A*(IG(m, 2n + 2)) — A*(IG(m,2n + 1))
est surjective.

Démonstration. A*(IG(m,2n + 2)) et A*(IG(m,2n + 1)) sont de dimensions
respectives 2™ (";1) et 2m1 (Z)%%ﬁ comme espaces vectoriels. De plus, le
noyau de i est I'idéal engendré par la classe 03, ,5_,,, ¢’est-a-dire 'espace vecto-
riel engendré par les classes de la forme 0;n+2_m7>\,, o N C (m—1)x(2n+1—m)
est une partition (n + 1 — m)-stricte. Par conséquent, le noyau de i est de di-

mension 2™ 1 (m’il), et on en déduit que i est surjective. O

Remarque 2.1. e Une conséquence de cette proposition est que les classes de
Chern du fibré tautologique Si sur IG(m, 2n+ 1) engendrent son anneau
de Chow. En effet, Sig est la restriction du fibré tautologique Syg+ sur
IG(m, 2n + 2), dont les classes de Chern engendrent ’anneau de Chow de
IG(m,2n + 2), et on a vu que i* est surjective.
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e La surjectivité de i* permet, en théorie, de calculer n’importe quel produit
d’intersection o U o, dans IG(m,2n + 1). En effet, pour cela, il suffit de
trouver des classes « et 8 dans A*(IG(m,2n + 2)) telles que i*a = o) et
i*8 = o0,. On a alors

oaUog, =i"(aUp),

ce dernier produit d’intersection pouvant se calculer & I'aide de la régle
de Pieri dans IG(m, 2n 4 2). Cette méthode nécessite de savoir “inverser”
I’application de restriction, ce qui semble difficilement envisageable en gé-
néral. Cependant, il est possible, en utilisant par exemple le package Maple
QCALC de Buch (disponible a 'adresse http://www.math.rutgers.edu/
~asbuch/qcalc/), de le faire sur des exemples. On remarque alors un
phénomeéne surprenant, que nous avons pu constater empiriquement pour
toutes les grassmanniennes symplectiques impaires jusqu’a IG(5, 13) (soit
14 exemples) : pour toute classe de Schubert oy de IG(m, 2n+1), 'unique

classe
o= E cy aj

virn<2n+2—m

telle que i*a = o), vérifie ¢, € {0,1,—1}. Ce phénomeéne semble a priori
difficile & expliquer algébriquement. Il n’y a en effet aucune raison pour que
I'inverse d’une matrice a coefficients 0 ou 1 soit une matrice a coefficients
0, 1 ou —1. On peut donc supposer qu’il a une origine géométrique, que
nous n’avons pas réussi a élucider.

2.3.2 Dans la grassmannienne usuelle

On consideére le plongement naturel dans la grassmannienne usuelle :
j:IG(m,2n+1) = G(m,2n+1).
L’application induite en cohomologie
L AY(G(m,2n+ 1)) — A*(IG (m,2n + 1))

est surjective. En effet, la restriction a IG (m, 2n 4 1) du fibré tautologique S¢
de G(m,2n + 1) est le fibré tautologique Sy de IG(m, 2n + 1), dont les classes
de Chern engendrent la cohomologie de IG (m,2n + 1) (cf remarque .

Montrons également que le noyau de j* est contenu dans le noyau de la mul-
tiplication par la classe de Schubert associé a la classe “en escalier” p,,—1 = (m—
1,m—2,...,1) dans G(m, 2n + 1). En effet, j. [IG(m,2n +1)] = ctop(/\Q(Sé))
car IG(m,2n + 1) est le lieu des zéros d’une section du fibré /\2(82‘;) dans
G(m,2n + 1). Notons z1,...,Z,, les racines de Chern du fibré tautologique
dual 8. On a alors

2

cop(A\NSEN = [ (@i +y).

1<i<j<m
De plus, d’apres la formule de Giambelli on a

a  _ a
0y, = det (01m+-7—21)1gi,jgm
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Or la classe de Schubert o est la r-iéme fonction symétrique élémentaire en les
variables z1, ..., Z;,, notée e.. L égalité entre polynomes suivante (cf [Mac79],
1.3, exercice 7) :

H (zi + ;) = det (em+j—2i) 1< jom
1<i<j<m

permet alors de montrer que j. [IG(m,2n +1)] = afmil. Par la formule de
projection, pour toute classe o de G(m,2n + 1), on en déduit :

jjfa=j.[IG(m,2n +1)]Ua =0 Ua.

Pm—1

Donc j*a = 0 implique que Jffmfl Ua =0.

2.4 Dualité de Poincaré

On note (0,) (respectivement (o)) la base des classes de Schubert dans la grass-
mannienne symplectique impaire IG (m, 2n + 1) (respectivement dans la grass-
mannienne symplectique paire IG (m, 2n + 2)) et (0) (respectivement (o Nla
base duale de Poincaré associée. Soit o} une classe de Schubert de IG (m, 2n + 2),
ol «v est une partition (n 4+ 1 —m)-stricte telle que o, > 1 ou a1 = 2n+2 —m.
Alors du fait de l'identification de IG(m, 2n+1) avec la variété de Schubert X,
de IG(m, 2n + 2), il existe une unique classe de Schubert og de IG (m,2n + 1)
telle que i.(0g) = of. On note alors a_ := B. La dualité de Poincaré dans
IG (m,2n + 1) est liée a la restriction i*, comme Pillustre le résultat suivant :

Proposition 2.11. Soit o} une classe de cohomologie de 1G (m,2n + 2) telle

que > 1 ou ap = 2n+ 2 —m. Alors i*(o})Y =0 .

Démonstration. Par définition de la dualité de Poincaré, si o et a;; sont deux
classes de Schubert de IG (m,2n + 2) de méme codimension, alors

[ U = b
1G(m,2n+2)

ou 0 est le symbole de Kronecker. Donc

/ (ioa_) U (0f)Y = / i(0a_ Ui*(0)") = bap.  (25)
1G(m,2n+2) 1G(m,2n+2)

Exprimons maintenant i*(o )" sur la base duale de la base des classes de Schu-

bert de IG (m,2n + 1) :
i*(O'g)v = ngﬁax.
¥

On obtient :
ba,p = Zxﬁ,’y/ i(0a_ U O.’\y/) = Zzﬂ,’vaaﬂ’y-
o I1G(m,2n+2) ~
Donc g, = da,3, d’olt le résultat. O
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Comme nous l'avions remarqué au paragraphe [2.3.1] il est difficile en général
de calculer explicitement la restriction i*, donc il est également difficile de calcu-
ler explicitement le dual de Poincaré d’une classe de Schubert de IG(m, 2n+1).
Néanmoins, on peut faire les observations suivantes :

e Comme le produit ;. Uaj\r posséde en général plusieurs termes (cf exemple
, la base duale de la base des classes de Schubert n’est pas la base des
classes de Schubert, ce qui est trés différent du cas des grassmanniennes
usuelles, et méme de celui des espaces homogénes en général ;

e Si oy est une classe de Schubert de IG(m,2n + 1), oy est une somme de
classes de Schubert de IG(m,2n + 1) & coefficients tous égaux a 1 (c’est

une conséquence des propositions et ;

Exemple 2.1. Calculons le dual de Poincaré de la classe 0¢31,1 de IG(4,11).

D’aprés la proposition onaoys = i*(cr;f472,2)v. Or (07402)" = 0;372,1
(cf §[A.2) et par la régle de Pieri classique (cf théoréme|1.12)) :

+ + o+ + + +
011,1,1Y053921 =07521 1074311065221 06432

Lty

d’onl i*O';37271 = 064,11t 0632+t 05411+ 05321 €t finalement

v
06,3,1,1 = 06,4,1 0632+ 054,11+ 0532,1-

2.5 Présentation classique

Dans cette partie, on donne une présentation de la cohomologie classique de
IG(m,2n+1) en fonction des deux familles de classes spéciales. On rappelle que
dans IG(m,2n), les deux familles de classes spéciales sont :

e les classes “lignes” o,f = ¢,(Qig+) pour 1 < p < 2n —m, ot Qg+ est le
fibré quotient sur IG(m, 2n);

*

e les classes “colonnes” O’lt = CT(SIG+) pour 1 <r < m, ou S;g+ est le fibré
tautologique sur IG(m, 2n).

Dans IG(m,2n + 1), les classes spéciales sont, de maniére analogue :
e les classes “lignes” e, 1= ¢,(Qig) pour 1 <p<2n+1-—m;
e les classes “colonnes” ¢, (Sj;) pour 1 <r < m.

Notons que lorsque m < n, on a ¢,(Sjg) = o1-. De plus, d’aprés la formule de
Pieri|l.12] on a

Op sip<2(n+1—-m)—1loup=2n+1—m,
€, —
P Op + Oont1-m.0,...0-1,..—1 si2(n+1—-—m)<p<2n-—m.
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2.5.1 En fonction des classes ¢,

Proposition 2.12 (Présentation de A* (IG(m,2n +1))). L’anneau de Chow
A* (IG(m,2n + 1)) est engendré par les classes (ep)1<p<on+i—m €t les relations
sont

det (€14j-i)1<; j<, =0 pour m+1<r <2n+2—m, (R1)
e +2 Z(—l)ier+ier_i =0pourn+2—-—m<r<n. (R2)
i>1

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que le fibré tautologique Sig sur
IG(m,2n + 1) est la restriction du fibré tautologique Sig+ sur IG(m,2n + 2).
Par conséquent, la restriction du fibré quotient sur IG(m,2n + 2) i* Qg+ est
extension du fibré quotient Qre de IG(m,2n + 1) par le fibré trivial Oig, et
on en déduit que i*Qig+ et Qig ont les mémes classes de Chern. Donc les
classes i*cp(Qia+) = ¢(Q1g) = €, pour 1 < p < 2n 4 2 — m engendrent
A* (IG(m,2n 4+ 1)). Mais Qg étant de rang 2n+1 —m, i*capi2-—m(Qig+) = 0,
donc 'anneau de cohomologie de IG(m,2n + 1) est engendré par les classes
spéciales (ep)1<p<onti—m. On suit ensuite la méthode utilisée dans [BKT09)
et rappelée au paragraphe [[.3.:2.1] pour obtenir des présentations de la co-
homologie des grassmanniennes isotropes. Considérons l'anneau gradué A :=
Zlay,...,02n+1—m), o0t dega; = i. Soit ap = 1, et a; = 0sii < 0 ou i >
2n + 1 — m. On définit également 6y := 1 et &, := det (a14;-i),; ;j<, Pour
r > 0. Pour tout r > 0, posons b, := a2+2>" .-, (—1)*a,4;a,—;. Soit maintenant
¢: A — A*(IG(m,2n + 1)) le morphisme d’anneaux gradués qui envoie a; sur
e; pour tout 1 <4 < 2n+1—m. Comme les e, engendrent A* (IG(m,2n + 1)),
ce morphisme est surjectif. Pour prouver que les relations et sont
vérifiées, on doit vérifier que ¢(d,) = 0 pour tout r > m et ¢(b,.) = 0 pour tout
n+2—-—m<n.

(R1) En développant le déterminant ¢, par rapport a la premiére colonne, on
obtient

s

op = Z(_l)iilaiér—i-

i=1
D’ou l'identité de séries formelles :

2n—1
<Z aﬂf’) > (=1t | =1 (2.6)
i=0 i>0
Sur IG :=IG(m,2n + 1) on a la suite exacte suivante

0— Sig = OF" ™ — Q1 — 0

d’out ¢(S16)e(Qie) = 1, ou ¢(—) désigne la classe de Chern totale. Mais

donc implique
e(Sia) = ) (~1)'é(d)t".

i>0
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Comme Sii est de rang m, on a ¢(J,) = 0 pour tout r > m, d’ou les

relations (R1)).
(R2) D’apres la présentation de IG(m, 2n + 2) énoncée au paragraphe [1.3.2.1]

on sait que
+ 2 Z n-H n—i 0
i>1

dans IG(m, 2n + 2). L’image inverse par i nous donne (R2]).

De plus, on a vu au paragraphe que le rang de A* (IG(m,2n + 1)) est
gm—1 (") 2n+2-—m
m) n+l—m °

Pour terminer la preuve de la proposition, on applique le lemme énoncé

au paragraphe [[.3.2.1] a
H= A*(IG(m» 2n + 1)); I= (5m+1a cey 52n+27m, bn+27m7 ceey bn) y

et A, ¢ comme ci-dessus. La condition [I] du lemme [1.15| est une conséquence
immeédiate du calcul du rang de A*(IG(m, 2n + 1)). Pour la condition |2 il suffit
de prouver que A/I est un quotient de A/ (041, -.,02,+1). En effet, d’apres
le lemme [I.16] ce dernier module est un Z-module libre de rang fini. Donc il
reste & prouver que 02,43, - - -, 02,41 appartiennent a ’idéal I. Mais on a les
identités de séries formelles suivantes :

2n+1—m 2n+1—m 2n+1—m
< > ait’)( > (_1>iam> > (=1t

1=0 1=0 =0

( n-’,—z:—m(_l)iaiti> Z(giti

i=0 i>0

I
—

On obtient donc

2n+1—m 2n+1—m
> a#’:( > (-1 t2’> > ot

i=0 i=0 i>0

Modulo I’idéal I, cela donne :

2n+1—m n+l—m 2n+1—m
> = (S s TS o) (Sare X s
i=0 i=0 i=n+1 i>2n+3—m
En degrés 2n +3 —m a 2n + 1, on obtient
0=02n43-m =+ = dont1,
ce qui termine la preuve de la proposition. O

2.5.2 En fonction des classes oy~

Tout d’abord, on utilise la présentation de la cohomologie de IG(m,2n + 2)
en termes des classes alr (1 < r < m) prouvée au paragraphe et on
en déduit une présentation de A* (IG(m,2n + 1)) en fonction des classes o1r
1<r<m):
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Proposition 2.13 (Une autre présentation de A* (IG(m,2n+ 1))). L’anneau
A* (IG(m,2n + 1)) est engendré par les classes of. (1 <r < m) et les relations
sont, si m = 2l est pair :

dor =0 pourn+1—-1<r<n, (R1)
for=0pourn+2-m<r<n+1-1 (R2)

et sim =241 est impair :

dor =0 pourn+2—1<r<n etdoro_m =0, (R1)
for=0pourn+2—-m<r<n+1-1I (R2)

o dp 1= det (o11+5-1)1<; j<pp € for 1= c2r (Qig/Sic) est donné par la formule

sutvante :
r

far = Z(_l)l det (0120+5-0)1<; j<i d2(r—1)- (2.7)
1=0

Démonstration. Remarquons tout d’abord que les o (1 <7 < m) engendrent
Panneau de cohomologie de IG(m,2n + 1) car ce sont les images inverses des
classes de Chern du fibré tautologique dual de G(m, 2n+ 1) par I'application de
restriction surjective j. Notons ensuite que les relations et sont les
restrictions de relations analogues vraies sur IG(m, 2n + 2) (par la proposition
et sur G(m, 2n + 1). Enfin, pour montrer que ces générateurs et ces rela-
tions engendrent l’anneau de cohomologie de IG(m, 2n + 1), on utilise la méme
méthode que dans la preuve de la proposition [2.12] O

2.6 Variété des droites

Lorsque m = 2, nous verrons que la cohomologie quantique de IG(m,2n+1) est
entiérement déterminée par le calcul des invariants de degré 1, et sous réserve
que la conjecture[5.1]soit vraie, on verra au chapitre[5|que c’est encore le cas pour
m > 2. En raison de I’énumérativité de certains de ces invariants, démontrée
au paragraphe [2.7.2] ce calcul peut se ramener & un calcul d’intersection sur
la variété des droites Y; de IG(m,2n + 1). Dans ce paragraphe, on va donc
présenter quelques propriétés générales de cette variété, et au paragraphe [3.2.3]
on étudiera sa cohomologie dans le cas m = 2.

2.6.1 Orbites sous I’action de Sp,,
Les points de la variété des droites Y7 sont les droites
D(V,W)={L€lG(m,2n+1)|VCECWCV*},

oitdimV =m —1et dimW = m + 1. Remarquons que V est nécessairement
isotrope et que wyy est de rang 0 ou 2.

La variété Y7 est munie d’une action du groupe symplectique impair Sp,,, |
qui en fait un espace quasi-homogeéne. Elle posséde 5 orbites pour cette action :

1. une unique orbite fermée 07 = {D(V, W) | W isotrope,V D K} ;
2. Oy ={D(V,W) | W non isotrope, V D K};
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3. O3 ={D(V,W) |W D K,V 3 K};

4. Oy ={D(V,W) | W 5 K, W isotrope} ;

5. Dorbite ouverte O5 = {D(V,W) | W 2 K, W non isotrope}

En effet, on remarque que chacun de ces ensembles est stable par Spy, ;. Il
reste donc a vérifier que I'action de Sp,,,,; sur chacun d’eux est transitive.

En ce qui concerne 'orbite fermée 01, remarquons qu’elle est isomorphe & la
variété de drapeaux IF(m — 2, m; C*"*!/K), qui posséde une action transitive
du groupe symplectique pair Sp(C?"*!/K) = Sp,,,.

Soient maintenant deux éléments D(Vi, W1) et D(Va, Wy) de Os. Considé-
rons la projection sur la premiére coordonnée :

712 Oy — IG(m — 2,C*" T /K).

Comme Paction de Sp(C*"*1/K) sur IG(m — 2,C*"*1/K) est transitive, on
peut supposer que Vi = V5 =: Vet il suffit donc de montrer qu’on peut envoyer
D(V,Wy) sur D(V,Ws). Soit (e1,...,eant1) une base symplectique de C2"*+1
telle que V' = Vect (eq,...,en) et Wi =V @ Vect (€41, €ant2—m). On a deux
cas pour W :

1. si Wi NWy =V, on écrit Wy =V @ Vect (f1, f2), avec

fi, fa € Vect (emt1,-- -, €2mt2-m)

et w(fi, f2) = 1. Quitte & changer la base symplectique (on peut le faire
sans changer V' et W), on peut supposer que

fi, f2 € U :=Vect (em41;€m+2,€2n+1—ms €2n4+2—m)-

On voit alors qu’il existe un élément de g € Spy,, | qui envoie Wy sur Wy
et laisse stables les e; qui ne sont pas dans U, et donc qui envoie V sur V,
d’ou g(D(V,W7)) = D(V, Ws).

2. st W{NWJ4 = L, ou L est une droite, comme auparavant, on peut supposer
que L = Cepmqq et Wi = Vect (€mt1,€2nt+2—m + Emt2); sl on note a
nouveau U = Vect (€m+1, €m+2,€2n+1—ms€2nt2—m), ON Peut a nouveau
trouver un élément de g € Sp,,,; qui envoie Wy sur W et laisse stable
V.

Pour les orbites O3z et Os, on procéde de maniére analogue au cas de 'orbite
Os. Enfin, Iorbite Oy est isomorphe a 'orbite ouverte de la variété de drapeaux
IF(m — 1,m + 1; C?*1) sur laquelle I'action de Spy,, 41 est transitive.

Remarquons pour terminer que la dimension de Y7 est donnée par :

dimY; = dim Os = dimIG(m — 1,2n 4 1) + dim G(2, V*+/V)
=2mn — gm2+2n—|—%m—l.
De plus, les codimensions des autres orbites sont :
1. codim O = 2(n —m) + 3;
2. codim Oy =2(n — m) + 2;
3. codim O3 =2(n —m) +1;
4. codimOQy = 1.
La figure décrit I'incidence des orbites.
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Os

O,

FIGURE 2.5 — Incidence des orbites de la variété des droites

2.6.2 Description géométrique
On consideére 'application

T Y - G(m+1,2n+1)
DV,2W) — W

La fibre 7= 1(W) est :
1. vide si rg(wjw) > 2;

2. réduite au point D(W NW+, W) si rg(wyw) = 2 (notons que dans ce cas,
W N W+ est bien de dimension m — 1) ;

3. 'ensemble
7 (W)= {D(V,W)|VCcW}=G(m—1,m+1).
si W est isotrope.
En termes d’orbites, on a :

o 1 (Gm+1,2n+1)\IG(m + 1,2n+ 1)) = O3 U O5 et 7 est bijective
sur son image ;

e m:0;=0,U03U0O; — IG(m + 1,2n + 1) est une fibration en grass-
manniennes G(m —1,m + 1) ;

e Oy U QO3 est ouvert; D := 01 UO3 U Oy est un diviseur.
Lorsque m = 2, 7 est surjective et il découle de cette description que :

Proposition 2.14. La variété Y1 des droites de 1G (2,2n + 1) est isomorphe a
Déclatement de 1G(3,2n + 1) dans G(3,2n+1).

Démonstration. Pour démontrer la proposition, on utilise un résultat de Moi-
shezon (cf [Moi66]) qui prouve que si f : X — Y est un morphisme propre bi-
rationnel de variétés lisses, si le diviseur exceptionnel E de f contient une seule
composante et si le lieu fondamental S de f est lisse, alors f est un éclatement.
Dans notre cas, ces hypothéses sont clairement vérifiées, d’ou la proposition. [

Le cas m = 2 sera étudié plus en détail au paragraphe
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2.7 Applications stables de degré 1

Dans cette partie, on met en place les résultats qui nous permettront de calculer
les invariants de Gromov-Witten de degré 1 aux paragraphes et
Plus précisément, on étudie les espaces de modules des courbes de degré 1 (cf §
2.7.1) et on en déduit un résultat d’énumérativité pour certains invariants (cf §

2.7.2)).

2.7.1 Espaces de modules

Comme au chapitre|l} si X est une variété projective lisse, on note ﬂgyn (X,5)
I’espace de modules des applications stables n-pointées de genre g sur X et
de degré B et (ev;)1<i<n les morphismes d’évaluation. Dans cette partie, on
ne supposera plus que X est convexe. L’espace de modules ﬂg,n (X, B) reste
néanmoins un champ de Deligne-Mumford. Il peut posséder une obstruction
et n’est pas forcément de la dimension attendue. Cependant, il posséde une
théorie de l'obstruction parfaite et un cycle fondamental virtuel (cf [BF9T| et
[LT98]), lequel permet de construire des invariants de Gromov-Witten possédant
exactement les mémes propriétés que dans le cas convexe.
Dans cette section, on prouve la

Proposition 2.15. 1. Les espaces de modules Mg (IG,1) et Mg 3 (IG, 1)

sont lisses de la dimension attendue, respectivement m(2n + 1 —m) —

W—s—(Zn—FQ—m)—l etm(2n+1—m)—m(mT_1)—|—(2n+2—m).

2. Le lieu Mo, (1G,1) dans My, (1G,1) des applications stables de source
irréductible est lisse de dimension m(2n +1—m) — W +(2n+2—
m)+r—3.

D’apreés la théorie de 'obstruction des espaces de modules d’applications
stables, pour prouver que Moo (IG, 1), Mg 3 (IG,1) et Mo, (IG, 1) sont lisses,
il suffit de montrer que pour toute application stable f dans ces espaces, on a
HY(P!, f*TIG) = 0, ott TIG désigne le fibré tangent de IG. On pourra se référer
a [Gra01] pour plus de détails.
2.7.1.1 My (IG,1)

Soit f : (C,p1,p2) — IG une application stable rationnelle de degré 1 avec 2
points marqués. Il y a deux possibilités pour C :

e soit C' est irréductible;

e soit C'= Cy Uy, ou Cy et Cy sont deux courbes rationnelles (lisses) se
coupant en un point ¢, p; et py sont sur Cy, f contracte C et est de degré
1 sur C1.

Cela nous donne cing cas pour 'application f :
1. C est irréductible et f(C) ¢ O;
2. C est irréductible et f(C) C O;
3. C est réductible, f(C) ¢ O et f(p1) = f(p2) € O;
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4. C est réductible, f(C) ¢ O et f(p1) = f(p2) € O;
5. C est réductible, f(C) C O,

ol O est 'orbite fermée de IG.

Obstruction dans les cas et Comme dans [Gra01], on utilise l'action de
SPa,41 sur IG. Cette action est transitive sur IG \ @, donc le fibré tangent TIG
est globalement engendré en dehors de Q. Si ’application f est telle qu’aucune
composante de C' n’est entiérement envoyée dans O, ce qui est vérifié dans les
cas [ et |3 alors f*TIG est génériquement engendré par ses sections globales,
donc H! (C, f*TIG) = 0, et par conséquent il n’y a pas d’obstruction.

Obstruction dans le cas On utilise la suite exacte tangente de l'orbite
fermée

0 — TO — TIG|g — No — 0, (2.8)

ot 'on note Ng le fibré normal de l'orbite fermée. En prenant I'image inverse
par f, on en déduit la suite exacte longue de cohomologie

0 — H°(C, f*TO) — H° (C, f*TIG) — H° (C, f*Ng) — H' (C, f*TO)
— H' (C, f*TIG) — H' (C, f*Np) — 0. (2.9)
Comme O est homogéne sous I'action de Sp,,.;, TO est engendré par des

sections globales, donc H! (C, f*TQ) = 0. Pour calculer 1'obstruction, il suffit
donc de connaitre f*Np.

Lemme 2.16. Ny = 81/S, ou l'on note S la restriction a lorbite fermée du
fibré tautologique de 1G.

Démonstration. Commencons par décrire le fibré tangent de IG au-dessus de O
comme sous-fibré de la grassmannienne G(m,2n + 1) :

2
0— TIGg — TGg — /\ 8" — 0. (2.10)
OrTG)p = S*"®Qet S*® (SJ‘/S) — TIG|g. Pour obtenir la deuxi¢me inclusion,
il suffit de voir que pour tout ¥ € IG, toute application linéaire ¥ — X+ /¥ est

envoyée & zéro par la deuxiéme fléche de la suite exacte (2.10). On a donc le
diagramme :
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0 ——— TGy ——— T CGg ———— A2S* ————— 0

|

0——8®(§H/S) —— 8§ ®Q—— & ® (CH/SL) —— 0

Le lemme du serpent donne alors un isomorphisme entre E et F'. De la méme
maniére, pour le fibré tangent de O, qui est isomorphe a IG(m — 1,2n) par
Papplication ¥ — X/K, on a

0
E’ 0
0 TO T G(m —1,2n) —— A’ (S/K)" ——— 0

2
0— (S/K)" @ (8+/S) — (S/K)" ® Q — (§/K)" ® (C*"T1/S+) — 0

Montrons qu’on a en fait £ = E’. Pour cela, considérons le diagramme :

59



crHljst ————— (S/K)
0 E S* @ (C2nH1/st) N S* 0
0 E (S/K)" ® (C*H/8h) —— N* (S/K)" —— 0
0 0

L’isomorphisme C?"*1/S1 = (§/K)" est donné par la forme symplectique in-
duite sur C2"*! /K. Finalement, 'isomorphisme Ny = S+ /S est donné par le
diagramme :

0 0
E i E
0 TO TIGo No 0

0 —— (S/K)" ® (S1/8) —— 5" @ (§1/8) —— S/ —— 0

O

On peut maintenant calculer f*Ng. Une droite D de l'orbite fermée est de
la forme

D:=DV,W)={Se€lG|VCECWCV*},

ou V D K est de dimension m — 1 et W est de dimension m + 1. De plus, on a
deux possibilités pour W, selon qu’il est ou non isotrope.
Dans le premier cas, W C X+, d’oil la suite exacte de fibrés vectoriels :

0—W/E =2H/s = 2H/W —o. (2.11)
Mais le fibré W/% sur D est isomorphe & Op (1). De plus, on vérifie facilement

qu’il existe W’ de dimension m et U de dimension 2n — 2m tels que
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e CHl=WaoW oU,
e U 1L WapW
e w |wew: est de rang 2m.

Comme ¥+ D U, on trouve S+ /W = Op (—1)@ 0% =2m) donc la suite exacte

devient :
0> 0(1) = SL/S = O(=1) @ O®C@n=2m) _ .
Cette suite exacte est scindée. Par conséquent
F*No = Op(1) @ Op(—1) @ 052

d’ott H (C, f*Ng) = H (C, f*TIG) = 0.

Dans le second cas, W peut s’écrire W = Wy @ W/, avec W5 de dimension
2 tel que w |y, soit non dégénérée et W’ de dimension m — 1 isotrope. De plus
il existe W' de dimension m — 2 et U de dimension 2n + 2 — 2m tels que

° C2n+1=WEBWI/@U;
e U L WoaW”
e w|wgw: est de rang 2m — 2.

On en déduit que pour tout ¥ € D, on a ¥+ =X @ U, et N |p est trivial.

Obstruction dans le cas L’application f*TIG — f*TIG |¢, est surjec-
tive. Son noyau correspond aux sections de f*TIG |¢, qui s’annulent en ¢, ce
qui signifie, comme Cj est contractée par f, qu’on a la suite exacte suivante

0 — OF ™D T, 5 f*TIG — f*TIG |, — 0,
d’oil la suite exacte longue de cohomologie
0— HO (co, O dmIC) Iq) — HY (C, f*TIG) — H (Cy, f*TIG |¢,) —
S H! (co, OF(dim16) ®Iq) — HY(C, f*TIG) — H! (Cy, f*TIC |¢,) — 0.

Comme Z, 2 O¢,(—1), on a H' (C'o, ngdim 16) ®Iq) = 0. De plus, la preuve
du cas [2| avait montré que H* (Cy, f*TIG |¢,) = 0, donc H! (C, f*TIG) = 0.

Obstruction dans le cas La preuve est analogue a celle du cas [5} Ceci
termine la preuve de la premiére partie de la proposition pour Mg o (IG,1).

O
2.7.1.2 Mgz (IG,1)

Soit f : (C,p1,p2,p3) — IG un élément de Mg 3 (IG, 1). On a quatre possibilités
pour C :

e ( est irréductible;;
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e C =CyuUC(C, ou Cy et C7 sont deux courbes rationnelles se coupant en
un point g, p; et py sont sur Cy, ps est sur Cq, f contracte Cy et est de
degré 1 sur Cf ;

e C = CyUC(Cy, ou Cy et C; sont deux courbes rationnelles se coupant en
un point g, p1, p2 et p3 sont sur Cy, f contracte Cy et est de degré 1 sur
Cy;

o C=CHUCyUCy, ou C} et Cy se coupent en ¢, Cp et Cy se coupent en
q, p1 et p2 sont sur Cy, p3 est sur Cp, f contracte Cy et C{ et est de degré
1 sur C1.

Dans les trois premieres situations, des arguments semblables & ceux utilisés
pour My 2 (IG,1) montrent qu’il n’y a pas d’obstruction. Reste a calculer I’obs-
truction dans la derniére situation, ce qui nous donne trois cas :

L f(C) £ 0, f(q) ¢ O;
2. f(C) 20, f(q) € 0;
3. f(C) cO.

Obstruction dans le cas Comme f*TIG est engendré par ses sections
globales, on obtient H! (C, f*TIG) = 0, donc il n’y a pas d’obstruction.

Obstruction dans le cas |z|. L’application f*TIG — f*TIG |, est surjec-
tive de noyau f*TIG |c,uc; ®Z,. De plus, I'application f*TIG |¢,uc; ®Z; —
f*TIG |¢, ®Z, est surjective de noyau f*TIG loy ®Zy. On a done deux suites
exactes

0 — f*TIG |cyucy ®@Zy — fFTIG — f*TIG |¢,— 0,

0 — f*TIG |C(/) ®ZLy — fTIG |COUC{) ®Z; — frTIG |¢, ®Zy — 0.
Dans la seconde suite exacte, on a
f*TIG |C0: 085271—2)7

donc
frTIG |y @y = (906(,1)@(27;72),

d’ou
H' (Co UG, (f*TIG) |cyucy @I,) = 0.

Mais H* (Cy, f*TIG |¢,) = 0 d’aprés la preuve du cas ot C est irréductible,
donc la premiére suite exacte nous donne

H! (C, f*TIG) = 0.

Obstruction dans le cas La preuve est analogue a celle du cas [p} Ceci
termine la preuve de la premiére partie de la proposition [2.15 O
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2.7.1.3 M,, (IG,1)

Soit f: (C,p1,...,pr) — IG un élément de My, (IG, 1). Comme C est supposée
irréductible, on a seulement deux possibilités :

L f(C) ¢ 0;
2. f(C) cO.

Dans le premier cas, on utilise & nouveau le fait que TIG est globalement en-
gendré en dehors de l'orbite fermée, tandis que dans le second cas, le calcul du
fibré normal au lemme [2.16] permet de conclure. O

2.7.2 Enumérativité des invariants en degré 1

Rappelons que 'invariant de Gromov-Witten Ig(7y1,...,7,) sur la variété pro-
jective X (ou B € Hao(X,Z) est effectif et vq,...,v, € H*(X)) est :

/7 eviYr .. eU Yy
[Mo,r(X,8)]"

ol WO’T(X, 5)]Vlr est le cycle fondamental virtuel dans Mo (X, ). On dit
que cet invariant est énumératif s’il est égal au nombre de courbes irréductibles
de degré B dans X passant par des cycles génériques I'q,...,T",. représentant
les classes de cohomologie 71, ...,7,. Plusieurs raisons peuvent empécher un
invariant d’étre énumératif :

1. le cycle fondamental virtuel [Mo,r (X, B)]Vir peut étre différent du cycle
fondamental ;

2. il peut étre impossible de trouver des cycles représentant les ~y; qui soient
en position générale dans X (dans ce cas on peut par exemple avoir un
invariant strictement négatif tandis que le nombre de courbes sera nul) ;

3. les applications stables de My (X, 8) \ Mo, (X, 8) peuvent contribuer a
Pinvariant (c’est-a-dire qu’il peut y avoir une contribution des applications
stables de source réductible) ;

4. une courbe peut couper un des cycles I'; en plusieurs points, auquel cas
plusieurs applications stables lui correspondent ;

5. une courbe peut couper un des cycles I'; avec multiplicité.

Dans le cas d’un espace homogeéne, il y a toujours énumérativité pour les
invariants associés & des classes effectives. En effet, les espaces homogénes sont
convexes donc on n’est pas dans le cas 1, le lemme de Kleiman (lemme
assure qu’on peut mettre les cycles en position générale, rendant 2 impossible,
et permet également de montrer que les problémes 3, 4 et 5 n’ont pas lieu pour
des cycles généraux. Pour un espace quasi-homogéne comme 1G(m,2n + 1), la
situation est plus complexe. L’étude de I'espace de modules a été effectuée au
paragraphe précédent ; dans cette section, on donne la preuve d’un analogue du
lemme de Kleiman pour les espaces quasi-homogenes, di a Graber (cf [Gra01]).
Enoncons tout d’abord le lemme de Kleiman :
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Lemme 2.17 (|[Kle74]). Soit G un groupe algébrique connexe, X une variété
algébrique irréductible sur C munie d’une action transitive de G. Soiti:Y — X
le plongement d’une sous-variété irréductible et f : Z — X un morphisme, ot
Z est un schéma algébrique irréductible. Pour g dans G, notons gY le translaté
de'Y parg.

(i) Il existe un ouvert dense Uy de G tel que pour tout g dans Uy, soit le
schéma f=1(gY) est vide, soit il est équidimensionnel, sa dimension étant
donnée par la formule

dim(f~'(gY)) = dim(Y) + dim(Z) — dim(X).

(i) Supposons que Y et Z soient lisses. Alors il existe un ouvert dense Uy de
G tel que pour tout g dans Us, le schéma f~1(gY) soit lisse.

On va maintenant prouver une version du lemme précédent valable pour les
espaces quasi-homogénes. Remarquons que ’hypothése du nombre fini d’orbites
sous 'action de G est cruciale.

Lemme 2.18 ([Gra01]). Soit X une variété algébrique complexe munie d’une
action d’un groupe algébrique connere G avec un nombre fini d’orbites, Z un
schéma irréductible et f : Z — X un morphisme. Soit Y une sous-variété
de X qui coupe proprement la stratification par les orbites. Alors il existe un
ouwvert dense U de G tel que ¥g € U, f~1(gY) est soit vide, soit de dimension
pure inférieure ou égale ¢ dimY + dim Z — dim X . De plus, si X, Y et Z sont
lisses, l'inégalité devient une égalité, et si l'on note Yies le sous-ensemble de Y
le long duquel lintersection avec la stratification est transverse, alors l’ouvert
(éventuellement vide) [~ (gYreq) est lisse.

Démonstration. Soit O une G-orbite. On applique le lemme de Kleiman au
diagramme suivant

f710)
f
Yno—" .0

On en déduit qu’il existe un ouvert non vide Up C G tel que pour tout g € Up,
F~1(gY NO) est soit vide, soit de dimension pure dim f~1(0) + dim(Y N O) —
dim O. Mais codim (Y N O) = codim xY par I'hypothése de transversalité,
donc si f~1(gY N O) est non vide, alors

dim f~*(gY N O) = dim f~1(0) — codim xY < dimY + dim Z — dim X.

Donc l'intersection finie U := [ Up a les propriétés souhaitées.
Supposons maintenant que X, Y et Z soient lisses. Alors 'inégalité

dim f~*(gY N O) = dim f~1(0) — codim xY < dimY + dim Z — dim X

est une égalité lorsque O est l'orbite ouverte, donc dim f~1(gY) = dimY +
dim Z —dim X. Le lemme de Kleiman appliqué au diagramme précédent montre
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que pour g € Uj, ou U/, est un ouvert non vide de G, f~1(g¥ N O) est lisse,
d’ou
df(TzZ) + Tf(z)(Y N O) = Tf(Z)O

pour tout z tel que f(z) € O. De plus, sur Y,es, l'intersection avec O est trans-
verse, donc
Ti)Y + Tf(0 =T X,

puis
de(T.Z) + Ty)Y =Ty X,

ce qui donne la transversalité cherchée. O

Théoréme 2.19 (Enumérativité des invariants de Gromov-Witten). Soient r =
2 ou3ety,...,v desclasses de cohomologie représentées par des sous-variétés
Y1,...,Y, de codimension au moins 2 qui coupent l’orbite fermée de maniére
génériquement transverse. Alors il existe un ouvert dense U C Spy, . tel que
pour tout (g1, .- .,9gr) € U, Uinvariant de Gromov-Witten I1(v1, .. .,7,) soit égal
au nombre de droites de 1G coupant les translatés g1Y1,...,9,Yr.

Démonstration. Ce résultat est prouvé en appliquant de maniére répétée le
lemme 2.8 On calcule I'invariant

11(71,...,%«):/7 eviyr U+ Ueviy,

[Mo,»(IG,1)]

en s’assurant que les cycles ev; ' (g1T'1),. .., ev: " (g,T,) se coupent de maniére
transverse pour (gi,...,g.) € U et que leurs points d’intersection représentent

de vraies droites.

On montre tout d’abord que les applications stables de source réductible
ne contribuent pas a 'invariant de Gromov-Witten en appliquant le lemme au
diagramme

2

\ M*
GT

oY = (Y1,...,Y,), ev = evy X -+ X ev,, M = Mo, (IG,1) et M* est le
lieu des applications de source irréductible, qui est un ouvert dense d’aprés la
proposition 2:15]

Il faut également prouver qu’il n’est pas possible qu’'une droite coupe 'une
des sous-variétés Y; en plus d’un point. En effet, dans ce cas, elle contribuerait
plusieurs fois a 'invariant. Supposons par exemple qu’il existe une droite L
qui coupe Y; en au moins deux points. Alors toute application stable f dont
I'image est L correspond & une application f de m07r+1 (IG,1) qui contribue a

M

Iinvariant I (1,71, ..,7). Comme le cas des applications de source réductible
a déja été exclu, f se trouve en fait dans M, ;(IG,1), qui est de dimension

m2n+1—m)— w + (2n+2—m) +r — 2 d’apreés la seconde partie de la

proposition 2.15] Donc en appliquant le lemme [2.18] au diagramme suivant

65



M5 411G, 1)

ev

Y1><Y1><-~~XY;AQZ—)IGT+1

et en utilisant le fait que codim~y; > 2, on conclut qu’une telle droite ne peut
pas exister. On considére ensuite :

M*

E

Sing Y ——— IG"

ou Sing Y désigne le lieu singulier de Y, ce qui nous permet de supposer que Y’
est lisse. De plus, puisque Y7,...,Y, coupent 'orbite fermée de maniére géné-
riquement transverse, en appliquant une quatriéme fois le lemme on peut
supposer que cette intersection est partout transverse. Finalement, en utilisant
le lemme avec

M*
ev

Z<Z—>IGT

on conclut qu'il existe un ouvert dense U C Spy,,,; tel que pour tous éléments
(915---,9r) € U, iz, ev; '(g;Y;) est un nombre fini de points réduits, égal au
nombre de droites qui coupent tous les g;Y;. O

Grace aux propriétés des espaces de modules de courbes de degré 1, on a
pu démontrer I’énumérativité des invariants de Gromov-Witten correspondants.
Pour les courbes de plus haut degré, en revanche, la preuve de la proposition [2.15
montre qu’il va nécessairement y avoir de ’obstruction. Néanmoins, étant donné
que ces obstructions sont concentrées au niveau des courbes qui possédent une
ou plusieurs composantes contenues dans 'orbite fermée, imposer comme on 'a
fait au théoréme [2.19 que les variétés utilisées pour définir les invariants coupent
Porbite ouverte de maniére génériquement transverse devrait suffir a éviter ce
probléme. On fera une conjecture en ce sens au chapitre [5| En attendant, au
chapitre suivant, on utilisera le théoréme 2.19] pour traiter plus en détail le cas
des grassmanniennes symplectiques impaires de droites.
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Chapitre 3

GGrassmanniennes de droites
symplectiques impaires

Dans ce chapitre on s’intéressera uniquement aux grassmanniennes symplec-
tiques impaires de droites IG (2,2n + 1), que l'on notera simplement IG lors-
qu’il n’y a pas d’ambigiiité. Ce cas est plus simple que le cas général pour au
moins trois raisons. Tout d’abord, IG (2,2n + 1) est une section hyperplane de
la grassmannienne usuelle G(2,2n + 1), alors que pour m > 2, IG(m,2n + 1)
n’est méme pas intersection compléte dans G(m, 2n + 1). De plus, la restriction
de classes de Schubert depuis la grassmannienne symplectique paire prend une
expression trés simple (cf § . Enfin, la variété des droites est un éclatement
d’une grassmannienne de type A, donc on peut aisément décrire sa cohomologie
(ce qui sera fait a la partie [3.2.3).

On obtiendra des régles de Pieri et de Giambelli classiques (cf propositions
et , une régle de Pieri quantique (cf théoréme , ainsi qu’une

présentation quantique (cf proposition [3.13).

3.1 Cohomologie classique

On a vu au paragraphe la description des partitions indexant les variétés de
Schubert de IG(m, 2n + 1). Pour m = 2, ce sont donc :

e les partitions (n — 2)-strictes “usuelles” A= (2n — 1> A1 > Ay > 0);
e la “partition” A = (2n — 1, —1) correspondant & 'orbite fermée Q.

Le morphisme surjectif i* de restriction des classes de la grassmannienne
symplectique paire IG(2,2n + 2) vers celles de IG (2,2n + 1) étudié au para-
graphe est particuliérement simple :

i b#2n—2,2n—1
i*aib:{amb sia+b#2n—2,2n—1, 3.1)

Oab+0ar1p-1 sia+b=2n—2ou2n—1

Comme expliqué au paragraphe on en déduit la dualité de Poincaré dans
IG(2,2n+1) :
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Proposition 3.1 (Dualité de Poincaré). La base duale de Poincaré de la base
des classes de Schubert de 1G (2,2n + 1) est donnée par :

02n—1—b,2n—2—a sta+b<2n—2,
\ .
Tab =94 02n—2-b2n—1-at02n-1-b2n—2-a Sia+b=2n—2ou2n-—1,
02n—2—b,2n—1—a sta+b>2n—1.

3.1.1 Formules de Pieri

L’expression de i* ci-dessus permet de déduire les formules de Pieri de la grass-
mannienne symplectique impaire IG (2,2n + 1) de celles de IG(2, 2n + 2).

Tout d’abord, exprimons les classes de Schubert de IG (2,2n + 1) en termes
des restrictions de celles de IG(2, 2n+2). On déduit directement de la proposition

B que

i*ol, sic+d#2n—2,2n—1,
Ocd = Z;;g(—1)0_”_ji*0$71+j,n717j sic+d=2n-2,

Z"‘l (_1)j—c+ni*0_+

jme—n ntjn-1—j Sict+d=2n-—1.

En écrivant o, = i*a, ot a € A*(IG(2,2n + 2)) est donné par la formule
ci-dessus, on trouve
oapUoy =i (aUa]),

et on en déduit la

Proposition 3.2 (Formule de Pieri pour IG (2,2n + 1)).

0y Uor = Oat1,b + Tapti sia+b#£2n—3,
o Oa,b4-1 +2Ua+1,b+0'a+2,b71 sta+b=2n-—3.
GayUory = Oat1,b+1 sia+b#£2n—4,2n—3,
1,1 = .
“ ! Oatl,b41 + Taq2p Sia+b=2n—4 ou2n—3.

Voici également une régle donnant la multiplication par les classes de Chern
du fibré tautologique ¢,(Q). Tout d’abord, remarquons que ces classes de Chern
s’expriment de la maniére suivante en fonction des classes de Schubert

Lemme 3.3.

Op si0<p<2n—1letp#2n—2
p(Q) = -
O—2+ Oop—1,-1 Sip=2n—2.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que ¢,(Q) = i*c,(Q") = i*o;}, ott Q7 est

le fibré quotient sur IG(2,2n + 2), et de calculer la restriction i*o,} a I'aide de

la formule (3.1)). O

Proposition 3.4 (D’autres formules de Pieri).

(U:+1,b+1UU;r)— sip£2n—2ou (a+b+#2n—1
et (a7b) 7é (27’L - 17 _1));
(—1)"02n-12n-2 sip=2n—2,a+b=2n—1etb#0,

0 sinon.

Oap U0y =
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(=1)* o102 sia+b=2n-1,

U Oon—1,a—1 sib=0 eta#2n—2,
o Oon—1-1=
e si(a,b) = (2n —1,-1),
0 SInomn.
Remarque 3.1. 1. Rappelons que si o} est une classe de Schubert de la grass-

mannienne symplectique IG(2,2n+2), ot «v est une partition (n—1)-stricte
telle que aig > 1 ou @3 = 2n, on note a_ l'unique classe de Schubert og
de IG (2,2n + 1) telle que i.(03) = of. Si

+ + _ E +
Ua+1,b+1 U Up - Cevfae,f’
e, f

Vexpression (0, , , Uo,)_ désigne
Zcevf(azf)—~
e f

2. Les formules ci-dessus sont obtenues par la méme méthode que celle utili-
sée pour démontrer la proposition Remarquons également la présence
pour certains produits d’intersection de coefficients négatifs, ce qui, du fait
du lemme de Kleiman ne se produit jamais dans le cas homogeéne.

3.1.2 Formules de Giambelli

La grassmannienne symplectique impaire de droites IG (2,2n + 1) est une sec-
tion hyperplane de la grassmannienne usuelle G(2,2n + 1), donc la restriction
surjective j* des classes de G(2,2n + 1) vers celles de IG (2,2n + 1) étudiée au
paragraphe est particuliérement simple :

e sia+b<2n—2alors j*05, = 0up;
e sia+b>2n—2alors j* o0, = 0ap+ Oay1p-1-

Une justification de ces formules est donnée au lemme [3.8|

Gréce a cette expression et a la formule de Giambelli pour G(2,2n + 1), on
peut prouver une formule de Giambelli exprimant chaque classe de Schubert
en fonction des générateurs oy et oy1,1. Soit d, := (0'11+_j—z‘)1§i’j§r, ot ’on pose
o1p =0sip<Ooup>2. 0Ona:

Proposition 3.5 (Formule de Giambelli).

all’ylda,b sta+b<2n-—3,
P
Z(—l)p_qai_lngq si(a,b) =(c+1+pc—1—p),
Oa,b = § q=0
2n—2—c
> (1) Poidygsr i (a,b) = (c+ 1+ p,c—p),
a=p

oun—1<c<2n—-2et0<p<2n—2—c.

69



On peut aussi mentionner une formule de Giambelli en fonction des classes

ep =¢p(Q) :
Proposition 3.6 (Une autre formule de Giambelli).
Oa,b =

€a€h — €a+1€h—1 (a+b<2n-—3)

a—n
(—1)*""e2_| —eqep +2 Z(—l)a_"_jen_1+jen_1_j (a+b=2n-2)
j=1

2n—1—a
€atp + 2 Z (=1 eqyjen; (a+b>2n-1).
j=1

3.2 Cohomologie quantique

Dans cette partie, on donne trois méthodes permettant d’obtenir des informa-
tions sur la cohomologie quantique de IG (2,2n + 1). La premiére est d’utiliser le
plongement de IG (2,2n + 1) dans la grassmannienne usuelle afin de construire
une famille de sous-variétés auxquelles on applique le théoréme d’énumérati-
vité Cette technique permet de démontrer une régle de Pieri quantique
(cf théoréme [3.12) ainsi qu'une présentation de la cohomologie quantique (cf
proposition Les deux derniéres méthodes, qui font intervenir des cal-
culs plus complexes, ne nous permettent pas d’obtenir des résultats aussi géné-
raux. Néanmoins, la premiére, consistant & utiliser le calcul de la fonction J de
IG (2,2n + 1), permet de vérifier les résultats obtenus pour IG(2,5) et IG(2,7)
(cf § 7 et la seconde, qui fait intervenir un calcul de la cohomologie de la
variété des droites, permet de vérifier le cas de 1G(2,9) (cf §[3.2.3).

3.2.1 A l’aide du plongement dans G(2,2n + 1)

Le théoréme d’énumérativité nous permet de calculer les invariants par
des méthodes géométriques (c’est-a-dire en comptant effectivement des droites
vérifiant certaines conditions d’incidence). Cependant, les variétés de Schubert
ne conviennent pas pour effectuer ce calcul. En effet, I'intersection d’une variété
de Schubert et de I'orbite fermée n’est pas propre, donc a fortiori pas générique-
ment transverse : le lemme de Kleiman ne s’applique pas. Au lieu des variétés
de Schubert de IG (2,2n + 1), on va donc utiliser les restrictions a IG (2,2n + 1)
des variétés de Schubert de la grassmannienne usuelle.

3.2.1.1 Calcul des invariants de Mg (IG,1)

On commence par énoncer les conditions que devront vérifier les drapeaux défi-
nissant les variétés que nous allons considérer. Le lemme ci-dessous assure que
ces conditions sont bien vérifiées par un drapeau général.

Notation 3.2. Notons
e T, la variété des drapeaux complets de C?*+1;

o A, la variété des 2-formes antisymétriques de rang maximal sur C2*+1,
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Lemme 3.7. On suppose n > 2. L’ensemble des triplets (Fy,Go,w) € F,, X
F, x A, tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

(C1) YO<p<2n+1, wp, est de rang maximal ;

(C2) YO<p<2n+1, wyg, est de rang mavimal ;

(C3) YO0 <p,g<2n+1, F,NGy ala dimension attendue ;
(C4); dim (Fon1-NGiysNFENGT) =1; (0<i<2n—2)

(C5)l dim an,i N Gi+3 n GlL =1 et dim(an,i n Gi+3 N GVIL)l N F2 = 1,’
(0<i<2n-2)

(CG)I dim F2n+1—i n Gi+2 n F‘lL =1et dim(an_H_i n GH_Q n F’ll)L n G2 =17
(2<i<2n—4)

(CT); dim (Fap_i NGiga) NFy=1;(2<i<2n—4)
(C8); dim (Fap_i NGia) NGy =1; (2<i<2n—4)
(C9) Fi ¢ GT;
(C10) Gy ¢ Fi-;
(C11); Fop1-iNGi3NGE =0; (0<i<2n—6)
(C12); Fopy1 NG NFE=0;(4<i<2n—2)
est un ouvert dense de F,, x F,, x A,,.

Démonstration. F,, X F,, x A, est une variété (quasi-projective) irréductible. De
plus, toutes les conditions sont clairement ouvertes. Donc il suffit de montrer
que chacune d’entre elles définit un ouvert non vide.

(C1),(C2) et (C3) Evident.

(C4); Comme n > 2, on peut choisir les drapeaux F, et G4 de telle sorte que
le sous-espace A := Fy,,11-; N G;t3 soit de dimension 3 et que A ainsi que
les droites L := F} et L' := (G1 soient en somme directe. Alors il existe
une forme w € A, telle que AN L+ N L' soit de dimension 1.

(C5); Comme auparavant on peut choisir Fy et Go tels que A := Fy,_; N
Giy3 soit de dimension 2 et que A, L := G ainsi que B := Fj soient
supplémentaires. On peut donc construire w € A, telle que (ANL+)+NB
soit de dimension 1. Pour cela, on construit tout d’abord wg sur A@ B® L.
Soient a € A\0 et b € B\ 0. Il existe une forme symplectique wy sur A® B
telle que wg(a,b) # 0. On étend alors wp en w définie sur A ® B @ L en
posant w(a,l) = 0, w(a’,l) # 0 et par exemple w(5,l) = 0 pour tout
B € B, ou | engendre L et a,a’ engendrent A.

(C6); Comme pour (O5).

(CT); On peut choisir Fy et G, tels que L := Fy,_; N G;12 soit de dimension
1 et en somme directe avec A := F,. Mais alors il existe w € A,, tel que
Ag Lt
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(C8); Comme pour (C7);.

C9) Gi est un hyperplan générique, donc il ne contient pas Fj.
1

(C10) Comme pour (C9).

(C11); Fy,_1_; N Giy3 est une droite, Gi- un hyperplan général, donc leur
intersection est nulle.

(C12); Comme pour (C1I]));. O

On peut maintenant définir les variétés que nous allons utiliser pour calculer
les invariants ; ce sont les restrictions des variétés de Schubert de la grassman-
nienne usuelle :

Lemme 3.8. Soient0<j<n—1e0<1i<2n—1-—2j des entiers. Soit
Xi,j = {E eG | XN Fj+1 7& 0, C F2n+1—i—j}7

une sous-variété de G := G(2,2n + 1), ou F, est un drapeau complet vérifiant
la condition ((1]).

1. X;; et 1G se coupent de manicre génériqguement transverse.

2. SoitY; ; == X; ;NIG. Sa classe fondamentale est donnée par

On—1—jjitj T Oon—jitj—1 S J#0eti#2n—1-2j,

v; 16 = O2n—j,2n—2—j sij#0eti=2n—1-2j,
i,j Oon—1,i sij=0eti#2n—1,
0 sij=0eti=2n—1.

On note [V]'¢ (respectivement [V]9) la classe d'une sous-variété V de IG
(respectivement de G) et j: IG (2,2n + 1) — G(2,2n + 1) I'inclusion naturelle.

Démonstration. 1. Dans la cellule de Schubert C; ; C X; ;, un calcul direct
montre que T, X; ; ¢ T,IG dés que Fj1q ¢ FQLn_H_i_j, ce qui est vrai par
la condition ( Donc C; ; NIG est transverse. En appliquant encore
(7 on remarque que C; ; NIG est un ouvert de X; ; N IG.

2. On a [X;,]¢ = 0§n717j7i+j. De plus, le point précédent implique que
Vi ]9 = of U[X;,;]°. Done

OSh 1 jitit1 T O5n_jiy; SiJ7#0etiz2n—1-2j,

[V; ;)€ = O5n—j2n—1-j sij#0eti=2n—1-2j,
" ‘72Gn—1,i+1 sij=0eti#2n—1,
0 sij=0eti=2n—1.
De plus

[¥;4]9 = j.[Yi 1€,
[n—1—4%

]
1G
Vi %= > aposm_1piin
p=0

Jx0ap = U&bﬂ pour a 4+ b > 2n — 2.
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La derniére identité provient du fait que si l'on considére (a,b) une parti-
tion (n — 2)-stricte telle que a + b > 2n — 2, les conditions d’incidence
associées par rapport a un drapeau isotrope F, de IG(2,2n + 1) sont
pr = 2n—a et po = 2n —b. On a donc p; + p2 < 2n — 2, donc la
variété de Schubert X, ,,,(F,) de G(2,2n + 1) est automatiquement iso-
trope. Par conséquent, elle est égale & la variété de Schubert Y,, p, (F.) de
IG (2,2n + 1), c’est-a-dire que

j(thPQ (F-)) - XPl»pQ(F.)

et par conséquent j,oqp = O'Sb +1- Enfin, on détermine les c, en identifiant
les deux expressions obtenues pour [Y; ;]¢. O

fiées et on prouve la

Proposition 3.9. Soient 0<i<2n—2,0<2j<2n—2—17 et 0<2l <1 des
entiers. On pose Y1 :=Y; j(Fo) €t Ys := Y 9,_2_i(Gs), ot les drapeauz complets
F, et G4 ainsi que la forme w vérifient les conditions de transversalité du lemme

[37. Alors

1. Les intersections Y1 NQ et Yo N O sont transverses. De plus

0 siiouj#0

YiNO =
! {{FléBK} sii=7=0

Y, N0 = 0 32'21#2n—20ul7$0
{Gi@K} sii=2n—-2etl=0

2. Sij oul > 2, il n’existe pas de droite passant par Y7 et Y.
8. Si 7,1 <1, il existe une unique droite passant par Y, et Ys.

Démonstration. 1. On a
YiNO={2€clG|ENFj41#0,K CXC Foptp1-i—j}-

Or sii+j # 0, daprés (, alors K ¢ Fapi1-i—;, donc intersec-
tion est vide. Par contre, si i + j = 0, on obtient Y1 N O = {F, ® K}.
Notons ¥q le point K @ Fi. Pour prouver la tranversalité en ¥g, on uti-
lise le plongement dans la grassmannienne usuelle G := G(2,2n + 1). On
a Ty,G = Hom (ZO,C2”+1/ZO). Exprimons maintenant Ty Y7 et Ty, O
comme sous-espaces de Ty G :

Tzoyl = {¢ € TEOG | ¢(f1) = 0}
TEO(O) - {¢ € TEOG ‘ @(k) = 0}7

ou f1 et k engendrent F; et K. On voit que ces sous-espaces sont en somme
directe dans T G. En calculant dimY; = 2n — 2 et dimO = 2n — 1, on

conclut qu’ils engendrent Ty IG. On procéde de maniére analogue pour
Yo N O.
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2. Soit D := D(V, W) une droite coupant Y7 et Y2. On doit alors avoir V' C
Fopt1—i—j N Gip3—;. Mais d’aprés (7 ce sous-espace est soit nul, soit
de codimension 2n — 2+ j + . Donc pour j 41 > 3, il est nul et il n’existe
pas de droite. Si j =2 et I = 0 (et de maniére analogue si j =0 et [ = 2),
on doit avoir V' C Fy,_1_; N Gi13 N G = 0, ce qui est impossible par
(1- (respectivement par (1) Donc pour qu’une droite existe, on
doit avoir j et [ < 1.

3. Il y a quatre cas a étudier :

a) j=1=0;

b) j=1,1=0;

¢) j=0,1=1;

d) j=1=1.

a) Soit A = Fy,41-; N Gitrs. On a dim A = 3 par ( Mais V C A et

V C Fi* N G{ puisque Fy,G; € W et W C V. D’aprés (i7 on a
dim(ANFNGT) =1, dou V = ANF-NG{. Donc W D V+(F ®&G)
(Fy et Gy sont en somme directe par ((3])). Pour montrer I'égalité, il
suffit de montrer que la somme est directe. Sinon, il existe un vecteur
non nul de la forme af; +bg; dans V', o f; et g; engendrent F} et G;.
Donc afi+bg1 € A C Fapy1-4, ce qui implique que bg; € Fo,11—4, d’olt
b=0oui=0.Sib=0,alors V = F, et par conséquent F; C Gy, ce
qui est impossible par (q@ Donc i = 0. Mais alors afi + bg1 € G3,
donc af; € G3 et aussi a = 0. Finalement V = Gy C Fj-, ce qui est

exclu par (C@

b) Soit A = Fp,_;NGiy3. Par (43), dim A = 2. Par (C)),, dim(ANGT) =
1,donc V=ANGT{. Deplus dim(VENF) =1.0naW DV +Gy +
V1L N Fy. Pour déterminer W, il suffit de montrer que la somme est
directe. Tout d’abord, V + (G; est directe, car sinon on aurait V = Gy,
donc Gi; C Fs,_;, ce qui est impossible par ( Enfin, la somme
(V@ Gy)+V+ENE, est directe, sinon on aurait V- N F, C Gy13. Mais
dim(F> N Gy43) = 0 par (03] puisque i < 2n — 4.

c) Ce cas est analogue au cas[3H; la preuve utilise (Cf3)) et (C8));.

d) Par (, on obtient dim(an_l QGH_Q) = 1, donc V = FQn—l ﬂGH_Q.
On doit avoir dim(W N Fy) # 0. Mais V' ¢ Fy, sinon on aurait G2 N
Fy # 0, ce qui est impossible par ( puisque ¢ < 2n — 4. Alors
W c V+ implique que W N Fy, € VXN F, qui est de dimension 1
par (1 Donc W C VN F, @ V. De maniére analogue, en utilisant
(d8):, on obtient WNGy = VNG, done W D VaVENF+VENG,.
Il suffit maintenant de montrer que cette somme est directe. Sinon, il
existe un vecteur non nul de la forme av + bfy dans V- N Ga, ot v et
fo engendrent V et VL N F,. Comme v € G4, on obtient bfs € G2,
d’ott b=0 car i < 2n — 4. Par conséquent V- NGy =V, puis V C Gs
et dim Fy,_; N G4 < 1, ce qui est impossible puisque 7 > 2. O

3.2.1.2 Calcul des invariants de My 3 (IG,1)

Au paragraphe précédent, on a calculé les invariants 2-pointés de IG, ce qui
équivaut a calculer les termes quantiques de la multiplication par la classe hy-
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perplane o;. En effet, la propriété du diviseur (cf|1.1.2) nous donne :

I (v1,72,01) = Ii(71,72),

ou 71 et 2 sont deux classes de cohomologie. Donc pour obtenir une régle de
Pieri quantique pour IG (2,2n + 1), il nous reste a calculer le produit par oy ;.
On doit donc déterminer tous les invariants de la forme I1(01,1,0x,0,) avec
Al + |¢| = 6n — 5, c’est-a-dire calculer le nombre de droites passant par les
sous-variétés suivantes :

Y; :{EEIG ‘ ZﬁFj_;,_l %O,ECFQTH_Q_Z‘_j},

YQZ{EEIG‘EﬂGl+13ﬁO,ZCGi+3_l},

Y ={2€lG|XC H}
ou0<i<2n—-1,0<27<2n—1—1iet 0<2l <isont des entiers, Fy et G,

sont des drapeaux isotropes et H est un hyperplan.

le lemme [3.7] :

Lemme 3.10. Supposons que n > 2. L’ensemble des 4-uplets (Fo,Ge, H,w) €
F, x F, x P2* x A, vérifiant les conditions suivantes

(C1) YO<p<2n+1, wp, est de rang maximal;

(C2) YO<p<2n+1, wyg, est de rang mazimal ;

(C3) wy est symplectique ;

(C4) YO<p,g<2n+1, F,NGy ala dimension attendue;

(C5) YO<p,g<2n+1, F,NGyNH a la dimension attendue;
(C6); dim (Fopio—; NGiys NHNF-NGT)=1;(1<i<2n-2);

(C7)l dim F2n+1_mGi+3ﬂHﬂG1l =1let dim(anH_iﬂGiJrgﬂHﬂGf)lﬂFQ =
1;(0<i<2n-3);

(08)1 dim F2n+2_iﬂGi+2ﬂHﬂFf‘ =1et dim(F2n+2_iﬂGHgﬂHﬂFﬁ)LﬂCﬁ =
1;(@2<i<2n-1);

(CQ)Z dim (F2n+17i n Gi+2 DH)J‘ N F2 = ].7' (2 S i é 2n — 3) 5
(C10); dim (Fapi1—iNGisa NH) NGy =1;(2<i<2n-3);
(C11) F\ ¢ GF;
(C12) G, ¢ Ff-;
C13); FormiNGizsNHNGE =0;(0<i<2n-5);
+ 1

Cl14); FopyoiNGimiNHNFE=0;(4<i<2n-1);

+ + 1
C15); FonNGusNGE=0;0<i<2n-3;
( + 1
(C16); GoNFopyo i NF-=0;2<i<2n—1.

1
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est un ouvert dense de F,, x F,, x P2" x A,,.
Sous ces hypothéses, on peut prouver la

Proposition 3.11. 1. Les intersections Y; N Q sont transverses. De plus

0 sii+j>2
YN0 ={{F &K} sii=1¢etj=0

(K®L|LCF) sii=0etj=1
Y,n0 = 0 sz:z:;é2n—20ul7é0

{GioK} sii=2n—2etl=0

ng(o):@

2. Sij oul > 2, il n’existe pas de droite coupant Y1, Yo et Y3.
3. Sijetl <1, il existe une unique droite coupant Y1, Yo et Y3.

Démonstration. 1. Le cas de Y5 N O a déja été traité dans la preuve de la
proposition 3.9} Si ¥ € Y1 N0, on doit avoir K C Fa,19-;_j, donci+j =
1.Sii=1et j=0,alors Y1NO = {K & F}, et la transversalité se
prouve comme a la proposition Sii=0e j=1,alors Y1 N0 =
{K@®L|LC F,}. Prenons ¥y = K& < fo >, ou fy est un élément non
nul de F5. Comme précédemment, on exprime Ty Y] et Ty, O en tant que
sous-espaces de Ts G, ol G est la grassmannienne usuelle :

Te,Y1={¢ € Ts,G | ¢(f2) € Fo/ < f2 >,6(k) L fo}
TEO@ = {d) € TEOG | ¢(k) = O}a

avec k un générateur de K. On remarque que 'intersection de Tx, Y] et de
Ts,O est de dimension 1. En calculant dimY; =2n—1et dimQ =2n—1
on conclut qu’ils engendrent Ty, IG. Finalement, Y3N QO = () car K ¢ H
par (C3).

2. Par (C5), Fopto—i—jNGi13-;NH =0dés que j+1 > 3. De plus, si j =2
etl=0,onaW DGy, douV C Fy, ;NG 3N HNGT. Mais cet espace
est nul par (C13);, donc il n’y a pas de droite. Par (C13);, on obtient le
méme résultat lorsque j =0 et [ = 2.

3. Il y a quatre cas :

a) j=1=0
mjzlz:m
c) j=0,1=1;
d) j=1=1

)

a) OnaV = Fy,i9 ;N Gipz N HNFNG{ par (C6);. De plus W D
V + F1 + G;. Pour obtenir ’égalité il sufﬁt de montrer que la somme
est directe. Tout d’abord V # Fy car Fy ¢ Gi par (C11). Finalement
si Gy C V@ Fy, comme V C Fi-, on aurait G; C Fj-, ce qui est
impossible par (C12).
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b) OnaV = anJrl,i N Gi+3 NHN G{' par (C7)7, De plus W cV+
G1+ F>NV+. Montrons maintenant que cette somme est directe. Tout
d’abord V' # G, sinon on aurait G; C H, ce qui est exclu par (C5).
Mais F, NV ¢ V@ Gy car F, NGy 3N G =0 pour i < 2n — 3 par
(C15);.

c) V = Fanyo iNGiyaNHNF}- par (C8);. Deplus W D V4 +GoNVE
(par (C9); et (C10);), et cette somme est directe (méme argument que
dans le cas précédent, en utilisant la condition (C16);).

d) V = F2n+1_iﬂGi+2ﬂH, WOVH+WNER+WNG, =V +Fn
V4L 4+ GyN VL. Cette somme est directe; en effet, Fo NV + # GoNV+
car Fy, NGy =0 par (C4);deplus V ¢ F, NV @ Gy NV, sinon on
aurait Go N Fo, 11— # 0, ce qui est impossible car i > 2. O

3.2.1.3 Formule de Pieri quantique

Le degré du paramétre quantique est égal a lindice de IG (2,2n + 1), d’on
degq = 2n. A Taide des calculs effectués dans les propositions et [3.11}
on peut maintenant prouver le

Théoréme 3.12 (Regle de Pieri quantique pour IG (2,2n + 1)).

Cat1,b + Oapt1 sia+b#2n—3 eta#2n—1,
Oabt1 + 204410+ Oay2p-1 Sia+b=2n—3,
01 *x0gqbp = .

’ Oon—1,p+1 + QO sia=2n—1et0<b<2n—3,
q(oan—1,-1 + O2n—_2) sita=2n—1¢etb=2n—2.
Oa+1,b+1 sia+b#2n—4,2n—3 eta#2n—1,
Cat1,b4+1 + Tat2p sia+b=2n—4 ou2n — 3,

01,1 % 0qp = .

o1 sia=2n—1etb+#2n—3,
q(0an—1,-1+02n—2) sia=2n—1etb=2n-3.

Démonstration. On commence par les invariants de la forme I (o1, 04, 0c.q),
qui sont égaux aux invariants 2-pointés I (o4, 0c,q) par Paxiome du diviseur.
La premiére partie de la proposition [3.9] nous permet d’appliquer le théoréme
d’énumérativité 2.19] On utilise ensuite la deuxiéme partie de la proposition
@ Pour j = [ = 0 on obtient que I1(02n—-1.4,02n—1,2n—2-:) = 1 pour tout
0 < i < 2n — 2. Ensuite, en posant 7 = 0 et [ > 0 on obtient par récurrence
que I1(02n-1,i,02n—1—1,2n—2—i+1) = 0 (pour tous ¢ et { > 0). Finalement, en
prenant j et [ > 0 on obtient I1(02n—1—ji+j, O2n—1-1,2n—2—i+1) = 0 (pour tous
i et 4,1 > 0). Par conséquent :

lsia=c=2n—-1,
Osiaouc<2n—1.

11(01,0a,b70’c,d) = {

De la méme maniére, la proposition |3.11] et le théoréme [2.19| impliquent

lsia=c=2n—-1,

Ii(01,1,0a,0¢4d) =
( ’7a”c’) Osiaouc<2n—1.

Le résultat suit en utilisant la régle de Pieri classique et la dualité de Poincaré.
O
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4011 4021
qo31

FIGURE 3.1 — Diagramme de Hasse quantique de IG(2,7)

q01+,1 q02+,1
FIGURE 3.2 — Diagramme de Hasse quantique de IG(2,6)

La formule de Pieri quantique permet de compléter le diagramme de Hasse
de IG(2,2n + 1) déterminé au paragraphe pour obtenir son diagramme
de Hasse quantique. Ce diagramme est I’analogue quantique du diagramme de
Hasse classique construit au paragraphe c’est-a-dire que ses sommets re-
présentent les monomes %oy, oil d est un entier et oy une classe de Schubert.
De plus, il v a une aréte de multiplicité r entre les sommets g%y et q°oy siet
seulement si le terme ¢°c, intervient avec multiplicité r dans le produit quan-
tique o1 * ¢%cy. Toute I'information contenue dans ce diagramme pouvant étre
retrouvée en connaissant simplement les arétes partant des sommets indexés par
les monomes de la forme ¢%cy, on se contentera de représenter seulement cette
partie du diagramme.

On a représenté a la figure le diagramme de Hasse quantique de IG(2,7),
et a titre de comparaison, celui de la grassmannienne symplectique IG(2,6) est
représenté a la figure [3.2

3.2.1.4 Présentation quantique et semi-simplicité

En combinant la présentation classique démontrée a la proposition 213 et la
régle de Pieri quantique du paragraphe précédent, on peut trouver une présen-
tation de ’anneau de cohomologie quantique de IG (2,2n + 1).
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Proposition 3.13 (Présentation de QA* (IG (2,2n + 1))). L’anneau de coho-
mologie QA™ (IG (2,2n + 1)) est engendré par les classes 01, 01,1 et le paramétre
quantique q. Les relations sont

det (0’11+j7i)1§i’j§2n =0

1
o1 det (‘711+-7'—i)1§¢,j§2n+1 +q¢=0,

ot la notation de la deuxiéme relation signifie simplement que l’on simplifie le
facteur .

Démonstration. Pour trouver les relations quantiques, on utilise les résultats
de Siebert et Tian (cf théoréme [1.10). Soient da, = det (011+5-i);<; j<o, €t

ol = U% det (011451 )1<; j<conyy > Dotons également day, et db, ., les mémes
expressions dans lesquelles on remplace le produit d’intersection par le produit
quantique.

Considérons maintenant les produits quantiques IT, := (o1)2"~® % (07,1)®
pour 0 < a < n. Pour des raisons de degré, ils ne possédent pas de terme en ¢?
avec d > 1. Montrons tout d’abord que II, n’a pas de terme en ¢ si a # 0, 1.
Pour cela, on décompose 11, pour a > 0 en

I, =011 % ((01)2@7&)(01,1)&71) .

Pour des raisons de degré, on remarque que (o1)2("=% (g1 1)%~! n’a pas de terme
en ¢. De plus, si a > 2, la régle de Pieri classique [3.2] implique que ce produit
contient seulement des classes o, 4 avec ¢ < 2n — 1. On utilise alors la régle de
Pieri quantique pour conclure qu’il n’y a pas de terme en g dans II,. Il
reste maintenant & calculer le terme en g de IIy et II;. Posons ay, := (01)P pour
p < 2n—1. oy, n’a pas de terme en ¢. On a Ily = 0y *agp—1 et II; = 01 1 xa2p—2.
Calculons récursivement les coefficients de o, et o,-1,1 pour p < 2n — 3 dans
ap & l'aide de la régle de Pieri classique. On trouve

ap =0p+ (p — 1)op_1,1 + termes avec premiére part plus petite.
Alors
Qop_2 = O9p_1,—-1 + (2n — 2)02n_2 + termes avec premiére part plus petite

et
aon—1 = (2n — 1)og,—1 + termes avec premiére part plus petite.

Finalement, & I’aide de la régle de Pieri quantique, on trouve :

T, =termes classiques + (2n — 1)q

II; =termes classiques + q.

Mais
dy,, = IIy — (2n — 1)II; 4 combinaison linéaire de II, avec a > 2
db,, .1 = Ilg — 2nIl; + combinaison linéaire de II, avec a > 2,
o0 T = o o Ty = s 0 0
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Montrons maintenant que la cohomologie quantique de IG (2,2n + 1) locali-
sée en g # 0 est semi-simple. Pour cela, on utilise une présentation en termes des
racines de Chern du fibré tautologique S qui rend les symétries plus apparentes :

Théoréme 3.14. 1. L’anneau QA* (IG (2,2n + 1)) est isomorphe a l'an-
neau R®? des invariants de R sous l’action du groupe symétrique Gy (qui
échange 1 et x2), ot

R=1Zlx1,12,q]/ (h2n(1'171'2>7 hn (27, 23) + (J)

avec x1 et xo les racines de Chern du fibré tautologique S et h,(x1,x2) la
r-ieme fonction symétrique compléte en les variables x1, xs.

2. QA" (IG (2,2n +1)) 4, est semi-simple.

Démonstration. 1. On utilise la relation de récurrence d, = o1dr—1—01,1d,—2
pour prouver que d,, = h,.(x1,x2) pour tout r. Alors :

ha +1(5171 5132)
,2n+1 = ﬁ = hn(l"%:l%)

2. Il suffit de prouver la semi-simplicité de R localisé en ¢ # 0. On peut sup-
poser ¢ = —1. En utilisant le fait que (z1 —x2)hop (x1, 22) = 22" T — 22" !
et en remarquant qu’on doit avoir zo # 0, la premiére relation implique
que 1 = (xa, oit ( # 1 est une racine (2n + 1)-éme de 'unité. En rempla-
cant ceci dans la seconde relation h,, (%, 23)—1 = 0, on obtient 23" = 1+(.
Puisque ¢ # —1, cette équation posséde 2n solutions distinctes. Donc on
a 2n solutions distinctes pour x1, et pour chaque x; on a 2n solutions
distinctes pour z3, ce qui nous donne (au moins) 4n? solutions distinctes
pour le couple (z1,z2). Mais le nombre de solutions, comptées avec leur
multiplicité, doit étre égal au double du rang de A* (IG (2,2n + 1)), qui
est égal & 2n?. Donc il n’y pas d’autre solution, et toutes les solutions sont
simples. D’ou la semi-simplicité. O

Dans [Kuz08|], Kuznetsov a calculé des collections exceptionnelles pour la
grassmannienne symplectique paire de droites. On verra au chapitre [4] que ce
résultat s’adapte facilement au cas impair, et que par conséquent la premiére
partie de la conjecture de Dubrovin (cf conjecture est vérifiée pour la grass-
mannienne symplectique impaire de droites.

3.2.2 A P’aide de la fonction J

Dans cette partie, on explicite la fonction J (définie au paragraphe des
grassmanniennes de droites symplectiques impaires. Lorsque X est une variété
dont la cohomologie est engendré par les diviseurs, le théoréme de reconstruc-
tion de Kontsevich-Manin (cf [KM94]) permet de reconstruire tous les invariants
de Gromov-Witten a partir des invariants & un point avec descendants, et donc
a partir de la fonction J. Lorsque X est une grassmannienne symplectique im-
paire, on peut se demander dans quelle mesure cette propriété reste vraie. On
verra dans la suite comment extraire certains invariants que nous avons déja
calculés, en on constatera au passage que cette opération n’est en général pas
particuliérement aisée. Les résultats confirment en tout cas ceux du paragraphe

B2Z1
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3.2.2.1 Fonction J de IG (2,2n +1)

Pour déterminer la fonction J de IG (2,2n + 1), on utilise un théoréme miroir
(cf [Prz07], corollaire 4.2.2) donnant la fonction J d’une intersection compléte
de Fano :

Proposition 3.15. Soit Y une variété de Fano d’indice > 2 intersection com-
pléte d’hypersurfaces Y1,...,Y; de degrés dq,...,d; dans une variété projective
lisse X telle que Pic(X) = Z. Alors

Z H H(lfj + Z-)Jj(qdng.d — Z J(}’qdng.d’
d>0j=1 i=1 d>0

Or on a vu au chapitre 1] que la fonction J¢ de la grassmannienne usuelle est
connue (cf théoréme |1.25). Dans le cas m = 2, on dispose méme d’un résultat
plus précis pour le terme constant de J :

Corollaire 3.16 ([BCFKO05]). Le terme constant de JS pour G := G(2, N) est

d 1\d d N
S 2 (i) (e-200-6-0)+2),

d>0
ot (1) := 2221 % sil>0 ety(0)=0.

Les propositions et ainsi que le corollaire nous permettent de
calculer la fonction J de I1G (2,2n + 1) (et par la méme occasion de IG(2,2n)) :

Proposition 3.17. Soient x1 et xo les racines de Chern du fibré tautologique
dual §* sur 1G :=1G(2, N). Alors

JIG
d
x1 +dih— 29 — doh
Z(—l)dn(m + xo + IR) Z ( dll - 3\, d22 ) qu.
d>0 =1 dy+do=d (@1 —22) [[;2, (21 + 1R) 121 (22 + 1)

De plus, le terme constant de J'C est donné par :

d _1\d @ N
> a2 (1) 260 @) +2).

d>0 1=0

Démonstration. En appliquant les formules des propositions et on

obtient : .
S OTIWG] + )08 =Y 1%

d>0i=1 d>0

car IG(2, N) est une section hyperplane de la grassmannienne usuelle G(2, N)
(cf§ . En remarquant que [IG] = 21 + 22 on obtient la premiére formule.
Cette formule nous indique aussi immédiatement que le terme constant de J'¢
est égal & d! fois celui de JC, qui est calculé au corollaire O
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3.2.2.2 Calcul pour IG(2,5) et IG(2,7)

Dans [Prz07], Przyjalkowski présente une méthode pour calculer certains in-
variants de Gromov-Witten de deux variétés de Fano de dimension 3 & 'aide
de la fonction J. En effet, connaitre la fonction J équivaut & connaitre tous
les invariants & un point marqué avec descendants. L’axiome du diviseur ainsi
que les relations de récurrence topologique de Kontsevich et Manin (cf [KM94])
permettent d’exprimer ces invariants en fonction d’invariants premiers (c’est-a-
dire sans descendants) a deux points marqués. Or les invariants a deux points
marqués permettent de calculer le diagramme de Hasse quantique.

Cette méthode peut s’appliquer au cas de 1G (2,2n + 1) avec quelques dif-
ficultés supplémentaires. En effet, contrairement & ce qui se passe dans les
exemples de [Prz07], la cohomologie de IG (2,2n + 1) n’est pas engendrée par
les diviseurs, donc ’application des relations de récurrence topologique est plus
compliquée. De plus, ces formules utilisent la dualité de Poincaré, qui, comme on
Pavuala proposition n’est pas particuliérement simple pour IG (2,2n + 1).
Enfin, une fois les coefficients de la fonction J exprimés en fonction des invariants
premiers & deux marques, on obtient simplement des équations (polynomiales)
a coeflicients rationnels en ces invariants ; reste ensuite a les résoudre, ce qui est
en général compliqué. Néanmoins, cette méthode nous permet de retrouver cer-
tains des résultats du paragraphe dans deux exemples : celui de IG(2,5)
et celui de IG(2, 7).

IG(2,5) Les classes de Schubert {1,01,09,03 _1,02.1,03,03,1,032} forment
une base de la cohomologie de IG(2,5). On cherche a calculer les invariants
a = I1(021,032), B := I1(03,032) et v := I1(031,03,1). En effet, pour des
raisons de dimension, on a I4(vy1,72) = 0 si d > 2, donc les seuls invariants a
deux points marqués non classiques sont les trois invariants de degré 1 ci-dessus.
On cherche donc a exprimer en fonction de «, 5 et v le terme constant de la
fonction J, c’est-a-dire les coeflicients 14(T44—2032) pour d > 1.
D’aprés 'axiome du diviseur, on a

Ii(Tuq—2032) = gId(Ula T1d—203,2).

Posons by g := I4(0x, Tag—1—17103.2). A nouveau par ’axiome du diviseur, on a
s » T4d—1—|\|93, b )

1
brda = Eld(o'la O\, Tad—1—|A|03,2)-

On utilise maintenant les formules de récursion topologique (cf [KM94]) pour
faire décroitre progressivement le coefficient de la classe v :
dbx,g = Ia(01,0x, Taa—1-|7|03,2)

Z Zldl (0> Tad—2-703.2) 2, (01, 0%, 0,,).

di+de=d p

Remarquons que Iq,(01,0x,0,) = 0 si da ¢ {0,1}. De plus, ce nombre est nul
sauf si (d2 =0 et |u| = [A|+ 1) ou (d2 =1 et |u| = |A| — 3). Par conséquent, on
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obtient les relations de récurrence suivantes sur les by g :

db,2),a = (o + B)b2),a-1 + Bbs,-1),d-1
db(s,1),a = b3,2),a T 7b1),a-1
dby,a = b,1),a + Bboy,a—1
db(2,1),a = b(3,1),a + ab(o),a—1
dbz,—1),a = b@).q
db(2).a = b2,1),d T b(3),a
db(1y,a = 2b2),a + b3,-1).d
db(0)7d = b(l),d-
Les valeurs initiales sont :
5(2,1),1 =«
bz),1 = B-

Gréace a ces relations de récurrence, on peut calculer les premiéres valeurs de
Ii(T4q—2032) = 55(1)@ en fonction de a, 3, v :

e Terme en degré 1 :
Il(T20372) = 20[ —+ 3B

e Terme en degré 2 :

21 29 23 5 15
I _ == 2 e Y 02 -v .
2(T608.2) = G0+ ppaB + 5B+ qger+ 556
e Terme en degré 3 :
289 . 2311 1697 307 .
I — 3 2 2 3
3(T1005.2) = 533550+ 16656 " P T 233080 T 776"
575 , 425 , 275 2% 25
+ 23333 T 7 s o 106

Or d’aprés la proposition le terme constant de J'G(2:5) est
19 49 139
1 SR+ =P+ =g+ ...
T g0t g3 tagea? T

On a donc le systéme d’équations suivant, & inconnues dans Z (les invariants de
Gromov-Witten sur des variétés lisses étant nécessairement entiers) :

2a+ 35 =
21 2, 29 232 | 5 15 _ 19
f10° T 508+ 587+ sav + 5307 = 15
289 3, 2311 2 1697 - 22 | 307 23
53328 1 d6656 Y B T 23325 08° + 77765
575 2 425 2 275 25 9, 25 p 2 _ 49
T35V T 7760 Y + 388587 + 52V + 129687 = a3

dont la seule solution entiére est

a =0
s =1
v =1



Pour le voir, il suffit d’utiliser les deux premiéres expressions, qui permettent
d’exprimer « et v comme des polyndémes en 3, puis de remplacer dans la derniére
relation et d’utiliser le critére d’Eisenstein.

On remarque que ce résultat est cohérent avec la formule de Pieri quantique

démontrée au paragraphe [3.2.1.3]
IG(2,7) Les classes de Schubert

{17 01,01,1,02,021,03,031,04,05-1,032,041,05,042,051,043,05,2,053, 05,4}

forment une base de la cohomologie de I1G(2,5). On cherche a calculer les inva-
riants

a=1I(o32,054) B=1I11(041,054) ~v=1Ii(05,054) 0=1I1(042,053)
€= 11(05,1705,3) (= 11(04,3,04,3) n= -71(04,3705,2) 0= I1(05,2705,2)~

En effet, pour des raisons de dimension on a I;(y1,72) = 0 si d > 2 donc les
seuls invariants & deux points marqués non classiques sont les huit invariants de
degré 1 ci-dessus. Exprimons donc en fonction des variables ci-dessus le terme
constant de la fonction J, c’est-a-dire les coefficients I4(764—205,4) pour d > 1.
D’aprés ’axiome du diviseur, on a

Ii(T64—205.4) = Eld(o'h T6d—205,4)-

Posons by g := Ii(ox, 76d717|)\‘0-5’4). A nouveau par 'axiome du diviseur, on a

1
bxa = EId(Ulv OX, Ted—1—|A|05,4)-
On utilise maintenant les formules de récursion topologique :

dbx,g = 14(01,0x, Tea—1—|7|05,4)

= YD 10, (04 Toa2-\05.4) [0 (01,05, ).

di+de=d p

Remarquons que Iq,(01,0x,0,) = 0 si da ¢ {0,1}. De plus, ce nombre est nul

sauf si (d2 =0 et |u| = [A|+1) ou (d2 =1 et |u| = |A\| — 5). Par conséquent, on
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obtient les relations de récurrence suivantes sur les by g :

db(s,4y,a = (@ + B)b3,1).a-1 + (B +7)bay.a—1+Vb5,-1),a-1
dbs 3),a = b(s,a),a + 0b2,1),a-1 + €b3),a—1
db(4,3y,a = b(s5,3),a + Cb(1,1),a—1 + Nb2),d—1
dbs,2),a = b(s,3),a +Mb(1,1),a-1 + 0b(2),a-1
db(a,2),d4 = ba,3),a + b5,2),a + 0b(1y,.a—1
db(s,1),d = bs,2),a + €b(1),a—1
db(3,2),a = ba,2),a + aboy,a—1
db(a,1y,a = bs,1),a + b(a,2),a + Bb0y,a—1
db(sy,a = b(s,1),a T Yb(0),d-1

dbay.q = b
dbs,—1),da = b(5),4

4,1),d T 05,4

(
(
(
dbz,1),d = b,1),a +b3,2).4
(
(
db(2,1),d = bay,a +2b3,1).4
dbe),a = bes,—1),a + 2bay,a + b3,1).4
db1,1),a = b2,1),a
db(2).a = b@3)y,a + b2,1).4
db(1y,a = b@y,a +b1,1).4
db(oy,a = ba),d-

Les valeurs initiales sont :

b(5),1 =7
bua,1),1 =B
b(372))1 = .

Gréace a ces relations de récurrence, on peut calculer les premiéres valeurs de
I1i(T6q—2054) = ébu),d en fonction de a, . .., 6. Cependant ces relations sont bien
plus compliquées qu’au cas précédent ; on ne citera donc que celle correspondant
aux degrés 1 et 2 :

e Terme en degré 1 :
11(7'40'574) = 50[ + gﬂ + 5’7

e Terme en degré 2 :

121 , 21 21 49 7 21 21
I5(T1005,4) = %72 Tt 335W Rt E’Y@ + 3*2/89 + 62“9
+@ (5—&-32&54—&045—1—@ 6+3£,86+@046
256 ° " 256 128 256 /" 256" " 256

345 , 381 221 , 381 25 7

o567 T e s togg R e
21 7

+ m,ﬁc + aOLC

Le terme constant de J'G(2.7) egt

109
1+5¢+—q¢ +

3317 , 121501
64 ¢

166567 " 191102976 ¢
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Comme pour IG(2,5), on obtient un systéme d’équations polynomiales a coef-
ficients rationnels en les inconnues (entiéres) a ..., 0. Cette fois, il est difficile
de le résoudre. Néanmoins, on peut vérifier que les valeurs de a, ..., 0 obtenues
par les techniques du paragraphe sont bien solutions des premiers termes
de ce systéme.

3.2.3 A D’aide de la variété des droites

Au paragraphe [2.6.2] on a montré que la variété des droites Y; de la grassman-
nienne symplectique impaire de droites IG (2,2n + 1) est isomorphe a ’éclate-
ment de la sous-variété de codimension trois IG(3,2n+1) dans G(3,2n+1). On
peut donc décrire ’anneau de Chow de Y7 en fonction de celles de IG(3,2n+1),
de G(3,2n 4 1), et du diviseur exceptionnel D := 07 U O3 U Oy (cf § pour
les notations).

3.2.3.1 Anneau de Chow de la variété des droites

Pour comprendre 'anneau de Chow de la variété des droites, on utilise la mé-
thode présentée au paragraphe 6.7 de [Ful84] pour décrire anneau de Chow
d’un éclatement. On a le diagramme :

D« Y1

o x

IG(3,2n+1) —— G(3,2n + 1)
i

ou i et j sont les inclusions naturelles, 7 est définie & la partie et ¢ est la
restriction de 7 au diviseur D. D’aprés [Ful84], on a pour chaque degré k une
suite exacte scindée

%) 0—ALICB3.2n+1))  Ay(D)® Ay (G(3,2n + 1)) B avi) — 0

avec

De plus, on a la “formule-clé” :
ik (1) = ju(ca—1(E) N ¢*x), (3.2)
ou E := ¢*NigG/NpY; = ¢*NigG/On(—1) et d est la dimension relative de

Q.
La structure d’anneau est déterminée par les régles suivantes (cf [Ful84], ex.
8.3.9) :
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L myurty =n*(yUy');
2. B U7 = ju (1(j* Oy, (D)) U T');
3. Ty U jud = ju((¢%i%y) U ).

A T’aide de ces résultats, on peut obtenir la présentation suivante de ’anneau
de Chow de Y7 :

Proposition 3.18 (Présentation de A*(Y7)).
A*(YV1) = Zla, az, a3, 6]/ (p, fan—1, d2n—1, don, d2n—1)
ot
o p:=(ajaz —az) — 4 ((a1 -0+ ag) ;
o fon_1:=0fon_2, 0 for est la relation définie a la proposition [2.15;

o d, :=det(aiyj—i) ot l'on posea, :=0sir <0our >3 etag:=1.

1<i,j<r’

avec ay =T 0C, ay = w*afl, az = W*USLl et § = j. [D].

Démonstration. e Montrons tout d’abord que les classes a1, as, a3 et § en-
gendrent A*(Y7). Pour cela, il suffit de considérer la suite exacte (x) et de
constater

— que o, 0% et 0%171 engendrent A*(G(3,2n+1));

— que d,p*o;, ¢*UI1 et (;S*O'IL’Ll engendrent A*(D), ce qui est immeédiat
car D est un fibré projectif au-dessus de IG(3,2n + 1) et que 6 =
OD(—l) N

— que j, (¢*07.) = ji ((¢*i* o) U[D]) = n*0$t U j, [D] = a,6 d’apres
la troisiéme régle décrivant la structure d’anneau.

e Montrons maintenant que les relations p, fon,—1,d2on—1,d2, €t do,41 sont
vraies dans A*(Y7). En effet, da,,—1, d2, et doyy1 sont les images inverses
par w de trois relations vraies sur A*(G(3,2n + 1)) et fa,—1 est I'image
directe par j de 'image inverse par ¢ d’une relation vraie sur A*(IG(3, 2n+
1)). Enfin, la relation p provient de la “formule-clé” :

i ([IG(3,2n 4 1)]) = ju(c2(E) N 9" [IG(3,2n + 1)]).

En effet, on a 7*i, (IG(3,2n + 1)]) = 7*(of Uol|, —0f 1) = araz — as.
Il reste maintenant & calculer co(E). Pour cela, remarquons que 1’on peut
définir deux fibrés vectoriels canoniques sur Y7 :

— le fibré en droites V de fibre V au-dessus de D(V,W) € Y7 ;
— le fibré de rang trois W de fibre W au-dessus de D(V, W) € Y.

Remarquons que W = 7*Ss. Par abus de notation on notera également
W le fibré Sg.

On a N = * /\2 W*. En effet, IG(3,2n+1) < G(3,2n + 1) est le lieu des
zéros de la section w € A*(C2"+1)* de A W*. On en déduit

(B) = (0 AW ) e(On-1)
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d’ou
ea(E) = cz( W ) +o (¢*i*/\2W*> Uer (Ox(1)) + 1 (Onr(1))?

= ¢" (o) +0i1) + 26707 Uer (Ow(1)) + 1 (Onr(D))
Notons ¢; (ON( )) =: hg et ¢1 (j*V*) = h = ¢1 (Ow(1)). On a alors
hg =h— ¢*o; . En effet
2
W= AW edetw,

d’ou
Ow(=1) = On(—1) @ det W.
Finalement
e2(E) = ¢" ((0f)? + 011) +26%07 (h— ¢"01) + (h — 670 )’
=h*+ ¢ 01,1-

Donc j.(ca(E) N ¢*[IG(3,2n+1)]) = j. (h* + ¢*07 ;). Or d’aprés la régle
2 concernant la structure d’anneau, on remarque facilement que

j.h? = (r0€ - j.[D])? 4.[D],
d’ou
julea(B) N ¢*[1G(3,2n + 1)]) = (x°0F — 4. [D))” ju[D] + 7* 01 4. [D.

La relation p = (ajaz —a3) — ¢ ((a1 -2+ ag) est donc bien vérifiée sur
;.

e Pour montrer que ces cing relations suffisent a engendrer ’anneau de Chow
de Y7, il suffit de remarquer que ce résultat est une conséquence du théo-
réme 1 de [DL0OY). O

3.2.3.2 Anneau de Chow de la variété d’incidence

Grace a cette présentation de ’anneau de Chow de Y7, on peut (au moins théo-
riquement) retrouver les invariants de Gromov-Witten de IG(2, 2n + 1) calculés
au paragraphe [3.2.1.3] En effet, considérons le diagramme :

PN

IG(2,2n + 1)

ou [ est la variété d’incidence point/droite, ¢’est-a-dire
I={(V,Z,W)|DV,W)eY,ZeDV,W)}.

Pour calculer 'invariant de Gromov-Witten de degré 1 I7 (71, ¥2,73), ol 1,2 et
3 sont des classes de cohomologie de IG(2,2n+ 1), il suffit donc de comprendre
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le produit d’intersection p*vy; U p*y U p*y3 de I. Or I est un fibré en droites
projectives au-dessus de Y7. Par conséquent, son anneau de Chow s’exprime en
fonction de celui de Y7 et des classes de Chern du fibré vectoriel associé (cf
[Ful84], ex. 8.3.4). On a

A*(I) = (¢"A" (1)) [H]/ (H? + e1(F)H + 2(F))

ol F est un fibré de rang 2 sur Y; tel que P(F') = I. Pour comprendre 'anneau
de Chow de I il suffit donc d’expliciter la relation H? + ¢y (F)H + co(F) = 0.
Notons que, quitte & tensoriser F' par un fibré en droites, on peut supposer
que
H=p'o1 =c1(E"),

ot ¥ est (I'image inverse par p du) fibré tautologique sur IG*. On a la suite

exacte :
0=>X—=>W->W/E =0,

ou par abus de notation on note également ¥V I'image inverse par g du fibré W
défini précédemment. Cette suite exacte permet de calculer :

c(W/E)=1+ecW) —c1(B) =1 - ¢*n*o¥ + H.
Par conséquent
o(B) = cW)eW/S) ' =1 - H+ (¢*r*0f, — Hg*n*of + H?).  (3.3)

Pour trouver la relation sur H, cherchons une autre expression de ¢(X) a
I’aide de la suite exacte

0>V —=>X—=3/V—0. (3.4)
Calculons tout d’abord ¢q (V*). Pour cela, remarquons que

a(V*) = [{D(V,W) € Y1 | ¢;v = 0}] pour une forme ¢ générale
=[{D(V,W) €Yy |V C H}|pour un hyperplan H général.

Comme c1(V*) € AY(Y7), on peut Pécrire sous la forme
c1(V*) = aji[D] + pr*ot’

avec a, 3 € Z. Pour déterminer 3, calculons m.c1(V*) = Bo. La classe m.c1 (V*)
est représentée par le diviseur

mei(V) = [{WeG\IG [WNWE C H}} .
Intersectons ce diviseur avec une droite générale A de G :
A={WeG|UyCWCU},
ou Uy C Uy sont des sous-espaces de dimension 2 et 4. Comme U, est général, on
peut supposer que Us et Us- sont supplémentaires dans C2"+1, d’ott Uy = Uy ®V;

avec Vo C Us. Si W € A, alors W = U, @ L avec L C Va de dimension 1,
donc W N W= = L. Or on doit aussi avoir WNW-+ ¢ H, dou L = Vo N H.
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L’intersection est un point, donc 8 = 1. Pour déterminer «, calculons j*c1(V*).
Montrons tout d’abord que

ja(W) =DnaV")=[{DV,W)e D[V CH}.

En effet, l'intersection de D et du diviseur X; = {D(V,W) € Y1 | V C H} dans
Y] est génériquement transverse. On vérifie tout d’abord facilement que DNX; #
D, donc lintersection D N X3 est propre. On montre également qu’en un point
(V,WW) de D N X; avec W non isotrope, D et X; définissent des conditions
indépendantes dans ’espace tangent a Y7, donc I'intersection D N X, est en fait
génériquement transverse.

Regardons maintenant U'intersection de {D(V, W) € D | V. C H} avec chaque
fibre. Pour W € IG" général, la condition V' C W N H définit une condition de
codimension 1 dans la fibre P(W) = P2. Donc

j*e1(V*) = h+y¢*o; pour v € Z.
Par conséquent
G er(V*) = juh + ')’j*(b*af_

= j«[D]er (V)

= j[D)(ju[D] + 7o)

= —ajih+ (a+1)j.p o1
d’aprés les régles de multiplication de [Ful84]. D’ou finalement

c1(V*) = —j.[D] + m*of.

On peut maintenant calculer d’une autre maniére ¢(X) grace a la suite exacte

(3-4) :

CQ(Z) = Cl(V)Cl(Z/V)
=ca (V) (a(X) —a))
= Hq* (W*U? —j*[D]) +q* (j*QS*Gf' + juh — 71'*(0?)2) .

En identifiant cette expression avec celle de I’équation (3.3]), on trouve la relation
sur H :

H? + Hg* (j*[D] — 27T*af’) +q* (w*(o?)Q — j*¢*0fr — j«h+ W*JEI) .

En termes des générateurs ¢*ay, ¢*aq, ¢*az, ¢*6 et H de A*(I) (cf la proposition
3.18)), on obtient finalement la

Proposition 3.19.
A (1) = A*(1)[H]/ (H2 Y HG (6 —2a1) +¢* ((a1 e az)) .

3.2.3.3 Calcul des invariants

La présentation de I’anneau de Chow de la variété d’incidence I explicitée au
paragraphe précédent donne un moyen de calculer les invariants de Gromov-
Witten de degré 1 de IG(2,2n+ 1). En effet, Panneau de Chow de IG(2,2n+1)
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est engendrée par les classes o1 et 011 (pour n > 3), et il est facile d’exprimer
leurs images inverses par p dans 'anneau de Chow de [ :

p*Ul = Hv
proi = Hq" (7708 — . [D)) + ¢ (jud"of +jsh — 77 (0])?).

En termes des générateurs ¢*ay, ¢*az2, ¢*as, ¢*6 et H de A*(Y7) (cf la proposition

3.18)), cela donne :
p*O'l =H
prors = Hq (a1 —6) — ¢* (a1 — 0)*

Comme mentionné au paragraphe précédent, 'invariant Ir (y1, v2,v3) (out ¥1,y2
et v3 sont des classes de cohomologie de IG(2,2n + 1)) est égal au produit
d’intersection p*y; U p*vys U p*vs3. Etant donné que 'on sait exprimer les classes
7, & l'aide des générateurs oy et 01,1 par la formule de Giambelli@ le produit
d’intersection p*vy; U p*y2 U p*y3 devient un polynoéme en p*o; et p*oq,1, que
l’on peut réduire modulo 'idéal de définition de I grace a la relation .

Pour illustrer cette méthode, calculons le diagramme de Hasse de 1G(2,9).
On doit calculer les invariants suivants :

Li(o1,07,076)  Ti(01,061,076) 11(01705 2,076) I1(01,043,076)
Li(o1,071,075) ITi(01,062,075) Ii(01,053,075) Ii(01,072,07.4)
Ii(o1,06,3,074) I1(01,054,074) Ii(01,072,065) Ii(01,063,065)
Li(o1,054,065) Ii(01,073,073) Ii(01,073,064) Ii(01,06.4,06.4).

Les calculs effectués a ’aide du logiciel Macaulay2 donnent :

1(o1,07,076) =1 Ii(01,061,076) =0 I1(01,052,076) =0
1(01,043,076) =0 11(0170717075)21 1(01,06,2,075) =0
L(01,05,3,075) Ii(o1,072,074) =0 Ii(01,063,074) =0
1(01,05,4,074) =0 Ii(01,072,065) =0 I1(01,06,3,065) =0
Ii(01,054,065) =0 Ii(01,073,073) =1 Ii(01,073,064) =0
Ii(01,06,4,06.4) =

ce qui est bien cohérent avec la régle de Pieri quantique énoncée au paragraphe
2.2, 1.0

L’étude de I'anneau de Chow de la variété des droites et de la variété d’in-
cidence permettent en principe de retrouver les résultats du paragraphe
Cependant la complexité des calculs empéche de faire fonctionner cette méthode
au-dela de 'exemple qui vient d’étre traité.
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Chapitre 4

Sur une conjecture de
Dubrovin

Dans ce chapitre, nous allons présenter une conjecture de Dubrovin reliant,
lorsque X est une variété de Fano, une propriété de la catégorie dérivée bor-
née des faisceaux cohérents sur X — l'existence d’une collection exceptionnelle
compléte (cf § , a la semi-simplicité de sa grande cohomologie quantique (cf
§ . On verra a la partie que cette conjecture n’a été établie que dans
relativement peu de cas; elle n’a notamment pas été démontrée pour tous les
espaces homogénes. Enfin, au paragraphe[4.4.2] on présentera une collection ex-
ceptionnelle pour le cas de la grassmannienne symplectique impaire de droites
IG(2,2n + 1), inspirée d’une construction de Kuznetsov pour 1G(2,2n), ce qui
nous permettra de constater que la conjecture de Dubrovin est vérifiée dans ce
cas.

4.1 Collections exceptionnelles complétes

Une collection exceptionnelle compléte est une suite d’objets dans la catégo-
rie dérivée bornée D’ (X) d’une variété X, qui joue en quelque sorte le role
d’une base semi-orthogonale. Avant d’introduire cette notion, commencons tout
d’abord par rappeler la définition de la catégorie dérivée. On se permettra des ap-
proximations dans ce qui suit ; pour des énoncés plus précis on référe a [Huy06].

Définition 4.1 (Catégorie dérivée de X ). Soit X une variété. On note D? (X) :=
D® (Coh(X)) la catégorie dérivée bornée des faisceauz cohérents sur X :

e les objets de D (X) sont les complexes bornés de faisceaux cohérents sur
X .

)

e un morphisme entre les complexes de faisceaux A® et B® est un toit, c’est-
a-dire un diagramme
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RN

A* B*

ou f est un morphisme de complexes et s un quasi-isomorphisme, c’est-a-
dire un morphisme de complexes induisant un isomorphisme des faisceaux
de cohomologie.

Rappelons que D (X) est une catégorie C-linéaire triangulée. En particulier,
elle posséde un foncteur de translation [1], défini de la maniére suivante pour
tout objet A°® :

A[1]* := A" pour tout 1.

[1] posséde un inverse [—1]; de plus, si 'on applique [ fois le foncteur [1] & A®, on
note le résultat simplement A[l]®. Définissons maintenant la notion de collection
exceptionnelle compléte.

Définition 4.2 (Collection exceptionnelle compléte). Notons RHom(e,e) le
foncteur dérivé a droite du foncteur Hom (e, ). Une collection d’objets

(E1, Eay ..., Ey)
dans DP (X) est dite
1. exceptionnelle si 'on a

e RHom(FE;, E;) = C pour tout i;
e RHom(FE;, E;) = 0 pour tous i > j;

2. compléte si la plus petite sous-catégorie triangulée de D’ (X) contenant
El,EQ,...,En est Db (X)

Cette notion est importante car lorsqu’elle existe, une telle collection permet
de décrire tous les objets de D’ (X). En effet, si D® (X) posséde une collection
exceptionnelle compléte (Ey, ..., E,), alors tout objet de D’ (X) posséde une
filtration dont les quotients sont des sommes directes de E;[l;]. Il existe égale-
ment une notion de collection fortement exceptionnelle, ou la collection vérifie
la condition supplémentaire RHom(E;, E;) = 0 pour tout i # j. Notons égale-
ment qu’a tout faisceau cohérent F € Coh(X) est associé un élément de D (X),
correspondant au complexe (--+ = 0 — F — 0 — ...). Lorsque par la suite
on parlera d’'un faisceau comme d’un objet de la catégorie dérivée, c’est & cette
identification qu’on fera allusion.

Notons que pour une variété X quelconque, DP (X) n’a aucune raison de
posséder une collection exceptionnelle compléte, ni méme des objets exception-
nels (c’est-a-dire des objets E tels que RHom(E, E) = C). Par exemple, si X est
une variété de Calabi-Yau projective lisse, alors D® (X) ne posséde aucun objet
exceptionnel. Cependant, les variétés de Fano possédent toujours des collections
exceptionnelles (pas nécessairement complétes) : si X est une variété de Fano
d’indice i (cf remarque et H un diviseur ample tel que —Kx = iH, alors
par le théoréme d’annulation de Kodaira, la collection

(Ox,0x(H),...,0x ((i — 1)H)) (4.1)
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est exceptionnelle. On verra a la partie [£.3] que la conjecture de Dubrovin relie
Pexistence de collections exceptionnelles complétes pour les variétés de Fano
a certaines propriétés de leur cohomologie quantique. Dans ce qui suit, on va
énumérer les variétés de Fano pour lesquelles sont connues des collections ex-
ceptionnelles complétes.

Notons tout d’abord qu’Orlov a montré dans [Or192] que le projectivisé d’un
fibré vectoriel sur une base possédant une collection exceptionnelle compléte
admet également une collection exceptionnelle compléte, et que 1’éclatement en
un nombre fini de points d’une variété possédant une collection exceptionnelle
compléte en posséde également une.

Variétés de Fano de dimension 2 ou 3. Le résultat a été démontré par
Kuleshov et Orlov dans [KO94] pour les surfaces de Del Pezzo. En dimension
3, il a été démontré pour 36 des 59 familles de variétés de Fano de dimension 3
n’ayant pas de cohomologie en dimension impaire (cf [Cio05]).

Variétés toriques projectives. Dans le cas ou X est une variété torique
projective avec au plus des singularités quotients, Kawamata a construit dans
[Kaw06] une collection exceptionnelle compléte. Une conjecture de King [Kin97]
affirme que sur toute variété torique projective lisse de Fano X, il existe une
collection fortement exceptionnelle compléte constituée de fibrés vectoriels. A
Porigine, cette conjecture a été formulée sans la condition X Fano, mais des
contre-exemples ont été trouvés par Hille et Perling [HP0G] et Michalek [Mic10].

Espaces homogénes en type A, quadriques. Dans tous ces cas, des col-
lections exceptionnelles complétes ont été explicitement déterminées par Kapra-
nov dans [Kap88]. Par exemple, pour I’espace projectif P", cette collection est
(0,0(1),...,0(n)). Notons que cette collection correspond a la collection (4.1,
qui est exceptionnelle pour toutes les variétés de Fano, mais qui dans le cas de
I’espace projectif se trouve en plus étre compléte.

Grassmanniennes isotropes de droites. Kuznetsov a montré dans [Kuz08§]|
que les grassmanniennes isotropes IG(2, 2n) et OG(2,2n + 1) possédent des col-
lections exceptionnelles complétes de fibrés vectoriels (et pas seulement de com-
plexes de faisceaux). Les fibrés intervenant dans la collection sont des puissances
symétriques du fibré tautologique dual tensorisées par O(1). On énoncera plus
précisément ce résultat a la partie [£.4] ou on ladaptera au cas des grassman-
niennes symplectiques impaires de droites.

Autres espaces homogénes. L’existence d’une collection exceptionnelle com-
pléte pour les variétés de drapeaux complets en types B, C et D a été démontrée
par Samokhin dans [Sam07] & l'aide du résultat d’Orlov mentionné précédem-
ment. Dans le méme article, il a aussi prouvé ce résultat pour LG(3,6), et
avec Polishchuk, il I’a étendu & LG(4, 8) et a LG(5, 10) dans [PS09]. L’existence
d’une collection exceptionnelle compléte a été démontrée par Kuznetsov dans
[Kuz06] pour OG(5,10) et la grassmannienne Go/P,. Enfin, le plan de Cayley
OP? = Fj /P1 posséde une collection exceptionnelle de 27 fibrés vectoriels, qui
est conjecturée étre compléte (cf [Manll]).
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4.2 Cohomologie quantique et semi-simplicité

Dans cette partie, on va considérer non pas, comme dans le reste de ce travail,
la petite cohomologie quantique mais la grande, définie & la remarque du
chapitre [I} On dira que la cohomologie quantique d’une variété projective lisse
X est semi-simple s'il existe un 7 € U C H*(X,Z), ou U > 0 est 'ouvert de
convergence du grand produit quantique, tel que 'algébre (QH*(X,Z), *,) soit
semi-simple. En particulier, si la petite cohomologie quantique est semi-simple,
alors la grande l'est également, mais la réciproque est a priori fausse.

La semi-simplicité de la cohomologie quantique est une propriété trés intéres-
sante ; en effet, Givental a conjecturé dans [Giv0l] que lorsque cette propriété
est vérifiée, les invariants de Gromov-Witten en genre supérieur ou égal a 1
peuvent étre reconstruits a partir des invariants en genre 0. Givental a prouvé
ce résultat pour les variétés toriques de Fano, et le cas général a été démontré
par Teleman (cf [Tel07]). Cependant, la semi-simplicité est une propriété trés
forte qui est loin d’étre tout le temps vérifiée ; en particulier, Hertling, Manin et
Teleman ont prouvé que si la cohomologie paire d’une variété X est semi-simple,
alors X n’a pas de cohomologie impaire (cf [HMT09]).

La semi-simplicité de la grande cohomologie quantique a été démontrée dans
les cas suivants :

e les variétés toriques projectives lisses (cf [[xi07]) ;

e les grassmanniennes en type A, et plus généralement les espaces homogénes
minuscules et cominuscules (cf [CMP10]) ;

e les surfaces de Del Pezzo (cf [BM04]), et plus généralement les surfaces
rationnelles (cf [Bay04]);

e les éclatements en un nombre fini de points d’une variété dont la cohomo-
logie quantique est semi-simple (cf [Bay04]) ;

e les espaces homogeénes adjoints non coadjoints : OG(2,2n + 1), Fy/P; et
GQ/PQ (Cf lCPO9J) ;

e 36 des 59 familles de variétés de Fano de dimension 3 dont la cohomologie
impaire est nulle (cf [Cio05]).

Notons que dans tout les cas sauf le premier, le résultat démontré est en fait la
semi-simplicité de la petite cohomologie quantique.

Autour d’un point 7 pour laquelle la cohomologie quantique est semi-simple,
Dubrovin définit dans [Dub99] une famille d’équations différentielles. A une sin-
gularité de cette famille est associée une matrice S a coefficients entiers appelée
matrice de Stokes. Pour une explication de la définition de ce systéme différen-
tiel et de la matrice de Stokes, on référe a [Ued05a]. Dans [Dub99|, Dubrovin
montre que S est définie de maniére unique modulo une action du groupe de
tresses By, ou N = rg H*(X,C). On verra a la partie suivante que cette ac-
tion est la méme que celle que le groupe de tresses définit sur les collections
exceptionnelles complétes (cf proposition .

Pour conclure ce paragraphe, présentons les exemples pour lesquels la ma-
trice de Stokes est connue :

e lespace projectif (cf [Guz99)) ;
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e les grassmanniennes usuelles (cf [Ued05D]) ;

e la surface cubique lisse (cf [Ued05a]).

4.3 Conjecture de Dubrovin

Dans cette partie, nous allons énoncer une conjecture de Dubrovin [Dub98|
qui relie, pour les variétés de Fano, l'existence de collections exceptionnelles
complétes dans leur catégorie dérivée et la semi-simplicité de leur cohomologie
quantique. Plus précisément :

Conjecture 4.1 (Dubrovin). Soit X une variété de Fano et N le rang de son
anneau de cohomologie. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. D (X) posséde une collection exceptionnelle compléte (Ev, B, ..., Ex)
constituée de N objets;

2. la grande cohomologie quantique de X est semi-simple.

De plus, dans ce cas, modulo l'action du groupe de tresses, la matrice de Stokes
S = (si;) est donnée par

si; = x(E;, Ej) = Z(—l)k dimExtk(Ei,Ej) pour tous i, j.
k

Remarque 4.1. La conjecture initiale était 1égérement différente, puisqu’elle pos-
tulait I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. la cohomologie quantique de X est semi-simple;

2. X est une variété de Fano possédant une collection exceptionnelle com-
plete.

Sous cette forme, la conjecture est inexacte, puisqu’il n’est pas nécessaire que
X soit Fano pour que sa cohomologie quantique soit semi-simple ou qu’elle
posséde une collection exceptionnelle compléte. En effet, ces deux propriétés
sont préservées lorsqu’on éclate un nombre fini de points (cf [Orl92] et [Bay04]).

A la partie précédente, on a évoqué l'existence d’une action du groupe de
tresses By sur la matrice de Stokes. On va maintenant décrire une action de
By sur les collections exceptionnelles complétes par mutations :

Définition 4.3. Soit (A4, B) une paire exceptionnelle dans D° (X). Il existe un
morphisme canonique RHom(A4, B) ® A — B, et par définition, la mutation a
gauche de B sur A, notée LB, est 'objet qui compléte ce morphisme en un
triangle distingué

LyB[-1] - RHom(A,B)® A - B — LaB. (4.2)

De méme, il existe un morphisme canonique A — RHom(A4, B)*® B, et on définit
la mutation & droite de A sur B comme 'objet qui compléte ce morphisme en
un triangle distingué

RpA — A — RHom" (A, B) ® B — RpA[l]. (4.3)
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Si & = (Eh,...,EN) est une collection exceptionnelle, on définit les collec-
tions
ng = (El, e ,Eifl, LEiErL'+1, Ei,Ei+2, ey EN)
Rig = (Ela ceey Ei717 E’i+17 REH,lEh Ei+27 ceey EN) .

Théoréme 4.2 ([Gor90|, section 2.3). 1. Les opérations R; et L; sont in-
verses l'une de l'autre.

2. Les collections L;E et R;E sont exceptionnelles.
3. Si € est compleéte, alors L;E et R;E le sont aussi.

4. Les mutations & droite et a gauche définissent une action du groupe de
tresses By sur les collections exceptionnelles, c’est-a-dire que R; o R;41 0
R;=Rjy10oR;joRi11 et LioLiy10L; =Liy10L;0L14.

Notons M = (m; ;) la matrice définie par m;; = x(E;, Ej). On donne ici
un résultat probablement bien connu mais dont nous n’avons pas trouvé de
référence dans la littérature.

Proposition 4.3. L’action de R; € By sur la matrice M est donnée par M >
K{(MYMK M), ou K‘(M) est une matrice diagonale par blocs construite a
partir de M :

K'(M) = Diag (li—1, A(M),In—i-1),

A<0 ! >
1 —my i

Démonstration. 11 suffit de démontrer les trois résultats suivants :

avec

X(El’ REi+1Ei) = X(EI7E1) - X(Ela Ei+1)X(Ei7Ei+1) pour < Z'7 (44)

X(Eit1, Ry, Bi) = —x(EBi, Eit1), (4.5)

X(Re.,, Eis Ew) = xX(Eiy Ev) — X(Eig1, Em)x(Ei, Eiy1) pour m > i+ 1.
(4.6)

Pour démontrer (4.4)), on applique le foncteur Hom (E;, —) pour ! < i au triangle
distingué (4.3)), ce qui nous donne la suite exacte longue :

0 — Hom (E;, Rg,,, E;) — Hom (E;, E;) — Hom (E;, RHom™(E;, Ei11) ® Eiy1)
s — EXt’;’a(E‘l7 REi+1Ei) — EXtr(El, E,L) — EXtT(E‘l7 RHom™ (EZ', Ei+1) ® Ei+1)
d’ou l'identité de caractéristiques d’Euler (4.4). De méme, on démontre (4.5)) en
appliquant le foncteur Hom (E; 41, —) au triangle (4.3)). Enfin, si on applique le
foncteur Hom (—, E,,,) pour m > i+ 1 a (4.3), on obtient

0 — Hom (RHom™(E;, E;41) ® E;+1, E,) — Hom (E;, E,,) — Hom (REiH,Em)
oo — Ext” (I%HOI’Ilﬂ< (Eu Ei-i—l) ® Ei+1, Em) — Ext” (Eu Em) — Ext” (REi+1 s Em)
% .« %

d’ou I’équation (4.6]). O
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Cette action du groupe de tresses sur la matrice M se trouve étre la méme
que celle sur la matrice de Stokes S. Ceci permet de donner un sens précis a la
conjecture [{1]

Pour terminer, récapitulons les exemples présentés dans les deux parties
précédentes. On constate que la premiére partie de la conjecture (I’équivalence)
a été démontrée dans les cas suivants :

e les variétés toriques projectives lisses;
e les grassmanniennes en type A;

o les surfaces de Del Pezzo et les 36 variétés de Fano de dimension 3 men-
tionnées précédemment ;

e les quadriques;
e les grassmanniennes orthogonales OG(2,2n 4 1) et OG(5,10);
e les grassmanniennes lagrangiennes LG(3,6), LG(4, 8) et LG(5,10);
o Go/Ps.
La seconde partie, quant & elle, n’a été démontrée que dans deux cas :
e les espaces projectifs, plus généralement les grassmanniennes de type A;
e la surface cubique lisse.

En plus des exemples présentés ci-dessus, un argument allant dans le sens
de la conjecture est apporté par la symétrie miroir, comme le fait remarquer
Teleman dans [Tell(]. En effet, & une variété de Fano X dont la cohomologie
quantique est semi-simple devrait étre associé un modéle de Landau-Ginzburg
dont le potentiel W est suffisamment peu singulier pour que la catégorie de
Fukaya-Seidel correspondante posséde une collection exceptionnelle compléte,
ce qui devrait assurer I'existence d’une collection exceptionnelle compléte dans
Db (X). Cette idée s’inscrit dans le contexte de la symétrie miroir homologique
introduite par Kontsevich dans [Kon95b|. En effet, Kontsevich conjecture que
la catégorie dérivée associée & une variété X devrait étre, dans un certain sens,
équivalente a la catégorie de Fukaya de son miroir X , et dans le cas Fano, on
prévoit que le miroir soit un modéle de Landau-Ginzburg. Cette conjecture a
par exemple été vérifiée pour les courbes elliptiques (cf [PZ01]) ou les surfaces
de Del Pezzo (cf [AKOOQG]).

4.4 Cas de IG(2,2n+1)

Dans cette partie, on explique comment trouver une collection exceptionnelle
compléte pour la grassmannienne symplectique impaire de droites IG (2, 2n + 1).
Si on ajoute a cela le fait que la petite — et donc la grande — cohomologie quan-
tique de IG (2,2n + 1) est semi-simple, cela permettra de vérifier la premiére
partie de la conjecture de Dubrovin pour le cas de IG (2,2n + 1).

Pour trouver cette collection exceptionnelle compléte, on utilise celle démon-
trée par Kuznetsov [Kuz08| pour le cas de la grassmannienne G(2, N), et on
adopte la méme méthode que celle qu’il emploie pour en déduire une collection
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exceptionnelle pour la grassmannienne symplectique 1G(2,2n). Au paragraphe
on présente la méthode de Kuznetsov, et au paragraphe on explique
comment ladapter au cas de IG (2,2n + 1).

4.4.1 Collection exceptionnelle compléte pour 1G(2,2n)

Pour construire une collection exceptionnelle compléte pour 1G(2,2n), Kuz-
netsov part d’une collection exceptionnelle de Lefschetz sur la grassmannienne
usuelle G(2,2n), dont IG(2,2n) est une section hyperplane. Voici la définition
d’une collection de Lefschetz :

Définition 4.4. Soit X une variété projective lisse complexe munie d’un fibré
en droites ample Ox (1). Une collection de Lefschetz dans D? (X) par rapport
a Ox(1) est une suite d’objets de D’ (X) possédant une structure par blocs
indexés par une partition A = (Ag > Ay > -+ > \;_1 > 0), ¢ > 0 étant un entier,
de la forme

Ei,...,Ex,Ei(1),...,Ex,(1),...,Ei(i—1),...,Ex,_,(i—1)

premier bloc deuxiéme bloc bloc ¢

L’intérét des collections exceptionnelles de Lefschetz est leur comportement
vis-a-vis des sections hyperplanes. En effet :

Proposition 4.4. Soit (Ey,...,Ex,,...,E1(i—1),...,Ex_,(i — 1)) une col-
lection exceptionnelle de Lefschetz de D (X) par rapport & Ox(1). Si Y C X
est une section hyperplane par rapport 4 Ox (1), alors

(Ev,....Ex, Ex(1),...,Ex,(1),...,Ex(i = 2),..., Ex,_,(i — 2))
est une collection exceptionnelle de Lefschetz dans D® (Y).

Une collection exceptionnelle de Lefschetz est donc d’autant plus intéressante
que lentier ¢ est grand. De plus, si X est de Fano, on a nécessairement 'inégalité
i < ind(X), ot ind(X) désigne l'indice de X (cf remarque [L.3)).

Remarquons néanmoins que dans la proposition [£.4] méme si 'on part d’une
collection de Lefschetz compléte pour X, on n’a aucune raison d’obtenir une
collection compléte pour Y.

Dans un premier temps, Kuznetsov construit une collection exceptionnelle
de Lefschetz sur la grassmannienne usuelle G(2, N), qui est différente de la
collection de Kapranov — laquelle n’est pas une collection de Lefschetz. Cette
collection est constituée des fibrés S'U* (k) pour certains entiers (k,[) que nous
allons décrire. Dans cette partie, pour éviter les risques de confusion avec les
puissances symétriques, on désignera le fibré tautologique par U au lieu de S.
Soient r = || et

Iv={(k)EZ*0<k<N-10<I<r-—Tlet
(I<r—2sik>retN pair)}.

On considére les Yy (et les y{v, j)va deéfinis par la suite) comme des ensembles
ordonnés pour lordre lexicographique sur les couples (k,1). On a alors le
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Théoréme 4.5. La collection de Lefschetz {S'U* (k) | (k,1) € Yn'} est une col-
lection exceptionnelle compléte dans D° (G(2, N)).

On ne donne pas ici la preuve de ce résultat, mais on va donner 'idée de
celle pour le cas de IG(2, 2n), dont on s’inspirera pour étudier la grassmannienne

symplectique impaire (cf § [4.4.2)). Posons

Vi={k,)eZ?|0<k<2n—20<I<n-—letl<n—-2sik>n—1}.

Théoréme 4.6. La collection de Lefschetz {S'U* (k) | (k,1) € Y4,} est une col-
lection exceptionnelle compléte dans D (1G(2,2n)).

Idée de preuve. Remarquons tout d’abord que le fait que cette collection soit ex-
ceptionnelle provient simplement du fait que celle décrite ci-dessus pour G(2, 2n)
lest, et de la proposition [£.4] Le principal point & démontrer est donc qu’elle
est compléte. Donnons ici le schéma général de 'argument a utiliser.

La démontration se fait par récurrence sur n. L’initialisation (n = 2) est
simplement le cas de la quadrique de dimension trois IG(2,4) et de la collection
(0O, U*,0(1),0(2)), cas qui est connu depuis Kapranov. Supposons maintenant
que la propriété est montrée pour n — 1 (c’est-a-dire pour 1G(2,2n — 2)) et
supposons par ’absurde qu’elle est fausse pour n, c’est-a-dire que la collec-
tion {S'U*(k) | (k,l) € V3,} n'est pas exceptionnelle dans D (X), ot X :=
IG(2,2n). On note également W = C" et w une forme symplectique sur W, de
telle sorte que G, (2, W) = 1G(2, 2n).

Par une propriété classique (cf [Bon89|) de la catégorie dérivée des faisceaux
cohérents sur une variété, le fait que la collection {S'U* (k) | (k,1) € V4, } ne soit
pas compléte implique l'existence d’un objet F' non nul orthogonal a droite &
tous les fibrés de la collection. Le but va étre de montrer qu'un tel objet n’existe
pas, c’est-a-dire que si F' est orthogonal a droite a tous les fibrés de la collection,
alors il est en fait nécessairement nul. Or on a

0 = RHom (S'u*(k), F) = H* (X, S'U(—k) @ F) .

On utilise maintenant ’hypothése de récurrence. Pour cela considérons un
sous-espace de dimension deux Vect (wi,ws) C W tel que w(wy,wy) # 0. Si
I'on note V := Vect (w1, ws), Xy := IG(2,V) est une grassmannienne sym-
plectique avec dim V' = 2(n —1). L’idée est maintenant de montrer que ij, F' =0
pour tout V' construit comme ci-dessus. En effet, si cette propriété est vraie, le
lemme suivant, dont la preuve est analogue & celle du lemme nous permet
de conclure :

Lemme 4.7 ([Kuz08|, lemme 5.5). Sii{,F' = 0 pour tout sous-espace de dimen-
ston deux Vect (wq,w2) C W tel que w(wy, wz) # 0, alors F = 0.

Pour montrer I’annulation de i, F' = 0, on utilise une résolution de Koszul
du faisceau de structure Ox,, sur IG(2, W) :

Lemme 4.8. Pour tout sous-espace de dimension deux Vect (wq,ws) C W &
W+ = HY(IG(2,W),U*) tel que w(wi,ws) # 0, le lieu des zéros de la section
associée

b = buy wy, € HOIG(2, W), U* ©U¥)
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sur 1G(2, W) est la grassmannienne symplectique Xy = 1G(2,V) C 1G(2, W),
ot V. = Vect (wy,w2)’. De plus, on a la résolution suivante du faisceau de
structure Ox,, sur IG(2,W) :

0= Ox(=2) = Ux(—1) ®Ux(-1) = Ox (-1 & S%Ux — Ux BUx —
— Ox — iV*OXV — 0,
ot iy : Xy — X est linclusion naturelle.

Définissons
j)vgln_gz{(k,l)eZz\ng§2n—2,0§lSnetlﬁn—lpouran—Q}.

On a alors le lemme suivant :

Lemme 4.9. Pour tout (k,1) € Y1 _,, le fibré vectoriel SU*(k) est dans la

sous-catégorie de D° (IG(2,2n)) engendrée par la collection de Lefschetz
[SU° (k) | (k) € Vi, }

En écrivant le produit tensoriel de la résolution de Koszul donnée par le
lemme {.8| par S'U(—k) ® F pour (k,1) € V5, 5, et en utilisant le lemme
on remarque que les cinq premiers termes du complexe s’annulent, ce qui donne

0 = RHom (S'U*(k), i}, F) = H* (Xv, S'U(—k) ® i}, F)

pour tout (k,1) € Vi _,. Donc i}, F est dans 'orthogonal & droite de la sous-
catégorie de D (Xy) engendrée par la collection exceptionnelle

{S'U*(k) | (k,1) € V3 2}

qui est compléte par hypothése de récurrence. Donc 47, F' = 0 comme souhaité,
d’ot F =0 par le lemme [4.7] ce qui termine la preuve du théoréme O

Pour conclure, on va donner les suites exactes qui interviennent dans la
preuve du lemme [£.9] car celles-ci nous seront utiles pour le cas de la grassman-
nienne symplectique impaire IG (2,2n + 1). Tout d’abord, on a sur G(2, N), et
également sur IG(2,2n) en posant N = 2n :

N—-3—p
0—SVEPY 5 W SN (1) 5 -5 A WUt (N-3-p) =
N—-2-p p pt

N\ WeO N-p-2)» AW @OWN -p-1) = A W @U N -p-1)
= WHRSPTUNN —p—1) = SPUN(N —p—1) = 0. (4.7)

Cette suite exacte s’obtient & partir de la suite exacte longue

p—1

P P
0 AU AW 00—+ AW e —-- — (4.8)
— W* @ SP7IY* — SPU* — 0
associée a la suite exacte courte

0Ut W RO U =0
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et de la suite exacte longue “duale”
0= SN 2P (p+2—N) > WSV 3 PU*(p+3—-N) = --- = (4.9)
N—-3—-p N—-2—-p N—-2—p
N\ weu(-nH—- A weo- N (Wu) -0

a ’aide des identifications

Ut =wj,

Sy = Sy (—1),

N—-2—p

Aut= N\ Wu)e0x(-1).

Sur IG(2,2n), il existe également un complexe double
Snflu*
W* ® Sn—QU*(l) - Sn—lu*(l)
/\2 W* ® Sn—Su* (2) N W* ® Sn—2u* (2) RN Sn—lu* (2)
AN 2W U (n—2) > N" W @S2U(n—2) — 7. 5 S" U (n—2)
AN W @0mn—-1) — A" W oU (n—1) —, J
dont le complexe total est exact. Les lignes du complexe s’obtiennent en recol-

lant des morceaux twistés de la suite exacte (4.8)), et ses colonnes s’obtiennent
de la méme maniére a partir de (4.9)) (cf [Kuz08|, proposition 5.3).

4.4.2 Collection exceptionnelle compléte pour IG (2,2n + 1)

Adaptons maintenant la preuve du théoréme [£.6] au cas impair. Tout d’abord,
on note W = C2"*! muni d’une forme antisymétrique de rang maximal w, de
sorte qu'on ait X := G, (2, W) =1G(2,2n + 1). Posons

Vo1 ={(k,)) €Z?|0<k<2net0<1<n-—1},

Vi1 ={(k,)€Z?|0<k<2n—let0<I<n-—1},

Vi i={(k1)€Z*|0<k<2n—1et0<I<n}.

On a vu que {S'U*(k) | (k,1) € Vant+1} est une collection exceptionnelle de

Lefschetz pour G(2,2n + 1). Par conséquent, la proposition montre que
{S'u*(k) | (k,1) € Y4,,1} est une collection exceptionnelle pour IG(2,2n+1). 11

reste comme auparavant & montrer que celle-ci est compléte. Pour cela, on utilise
le méme schéma de preuve que pour le théoréme et les lemmes suivants :

Lemme 4.10. Pour tout (k1) € )72[n_1, le fibré vectoriel S'U* (k) est dans la
sous-catégorie de D° (X) engendrée par la collection de Lefschetz

L= {S'U*(k)| (k1) € V3,,1}-
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Démonstration. Ona YL \Von_1 = {(0,n),...,(2n —1,n)}. Or par la preuve
du lemme on a sur G(2, W) les suites exactes

2n—2—p
0 — S*=1=Py* 5 W S 27 PY*(1) = - — /\ WeU*(2n —2 —p) —
2n—1—p p p—1
— /\ W®L{*(2n—1—p)—>/\W*®(’)(2n—p)—> /\W*®Z/{*(2n—p)
— = SPU(2n —p) =0

pour tout 0 < p < n. On peut restreindre ces suites exactes a IG(2,2n + 1).

La suite exacte obtenue pour p = n nous donne une résolution de S™"U*(n)
par des faisceaux de la sous-catégorie engendrée par L. En faisant le produit
tensoriel par O(i) pour 1 <+ < n—1, on obtient également des résolutions pour
S™"U*(n+1),...,5"U*(2n — 1). Ensuite, la suite exacte obtenue pour p =n—1
donne une résolution de S™U*, puis également, aprés produit tensoriel par O(i)
pour 1 <4 <n — 2, des résolutions de S"U*(1),...,S"U*(n — 2).

Pour pouvoir conclure, il reste alors simplement & trouver une résolution de
S™U*(n—1) par des faisceaux de la sous-catégorie engendrée par L. Considérons
alors W D W un espace vectoriel de dimension 2n + 2 muni d'une forme sym-
plectique @ prolongeant w. Sur Gz (2, W), on a le complexe double rencontré a

la fin du paragraphe [£.4.1] :
S"U*

W" @ S U (1) ————— S"U*(1)

! !

NW @S 2U*(2) —— W' @ S" U (2) —— S"U*(2)

AN TIW U (n—1)> \N"*W @S2U*(n—1) — ... 5 S"U (n—1)
AN'W @0n) —— \N"'W U (n) —, J LW @S WUt (n) » S™U(n)
dont le complexe total associé est exact. En restreignant ce complexe a

G (2,W) C G (2, W),

on obtient un complexe dont tous les termes autres que S™"U*(n — 1), sont des
faisceaux de la sous-catégorie engendrée par L. Par conséquent, S"U*(n — 1)
appartient a cette sous-catégorie, ce qui termine la preuve. [

Lemme 4.11. Soit V. C W un sous-espace vectoriel de dimension 2n—1 tel que
wyy soit de rang mazimal. Notons Xy = 1G(2,V). Soit iy : Xy — 1G(2,W)
Vinclusion naturelle. On a alors la résolution de Koszul suivante pour iy ,Ox,, :

0— OX(—Q) —>MX(—1) EBUX(—l) — Ox(—1)®3 @SQUX —Ux PUx —
— OX — iV*OXv — 0.
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Démonstration. Remarquons qu’a tout sous-espace V' comme ci-dessus corres-
pond une section ¢y de U* @ U* sur IG(2, W), et que le lieu des zéros de ¢y
est IG(2,V) C IG(2,W). De plus, comme

dim Xy =4n —7=dim X — 4 =rg(U & U%),

toute section ¢y de ce type est réguliére, donc le faisceau i.Ox, admet une
résolution de Koszul qui prend la forme souhaitée. O

On peut maintenant prouver le résultat suivant :

Théoréme 4.12. La collection de Lefschetz exceptionnelle
{SU (k) | (k.1) € Vapia }
est compléte dans D (1G(2,2n + 1)).

Démonstration. Comme auparavant, la preuve se fait par récurrence sur n.
Lorsque n = 1, on se retrouve avec IG(2,3) =2 P! et la collection exceptionnelle
(O,0(1)), qui est bien compléte. Supposons maintenant que n soit supérieur ou
égal & 2, qu’on ait prouvé le résultat pour n — 1, et qu’en revanche la collection
de Lefschetz pour n ne soit pas compléte. Alors il existe un objet F' € Db (X)
qui est orthogonal a droite a tous les fibrés de la collection. On a

0 = RHom(S'U*(k), F) = H*(X, S'U* (—k) @ F)

pour tout (k,l) € 372[n_1. Soit V' un espace vérifiant les conditions du lemme
Fllfl et iy : Xy < X linclusion. On va montrer que ij,F' = 0. Pour cela, soit
(k1) € 372In_1. Faisons le produit tensoriel de la résolution du lemme m par
S'U*(—k) ® F. On obtient

0—SU-2-k)@F — (Sl“w ~k)@Fae S~ U2 )®F)
- (S'U(-1-k)® F) ®STU(-k) @ F @ STU(—2 k)R F —
= (SHMU(-k) @ Fa S U-1-k) e F)° L SUR) @ F >

— SU(—k)® F @iy, 0x, — 0.
Or
SU(—k) @ F@iyv,Ox, Ziv, (iv(SU(-k)® F)) Ziy, (SU(-k) @ iy*(F)).

De plus, si (k,1) € Vi, 4, alors (k+2,1), (k+2,1—1), (k+1,1+1), (k+1,0),
(k+2,01—2), (k,1+2), (k,l+1), (k+1,0—1) et (k,1) sont dans Y _,. Donc
la cohomologie des cinq premiers termes du complexe ci-dessus s’annule. Par
conséquent

RHomy (S'U*(k),iv*F) = H*(Xv, S'U* (k) @ iv*F) = 0

pour tout (k,1) € VL, ;. Par hypothése de récurrence, on en déduit iy *F = 0.
On utilise alors le lemme suivant

Lemme 4.13. Si, pour F' € D’ (X), on a iyv*F = 0 pour tout sous-espace V
de dimension 2n — 1 vérifiant les conditions du lemme[[.11], alors F = 0.
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Preuve du lemme. Si F' # 0, soit ¢ lentier maximal tel que H?(F') # 0. On
prend un plan P € SuppH?(F). Alors il existe, dés que n > 2, un sous-espace
V' de dimension 2n — 1 tel que P C V et w)y soit de rang maximal. Comme le
foncteur i3, est exact a gauche, on obtient que HI(i{, F) # 0, d’ou ¢{, F # 0. O

Ceci conclut la preuve du théoréeme. O

On rappelle qu'on a montré au chapitre [3| la semi-simplicité de la cohomolo-
gie quantique de IG (2,2n + 1) (cf théoréme [3.14)). Le théoréme ci-dessus nous
permet donc de conclure que la premiére partie de la conjecture de Dubrovin est
valide pour IG (2,2n + 1). Pour étudier la seconde partie, il faudrait commencer
par calculer les x(FE;, E;) pour la collection exceptionnelle décrite ci-dessus, ce
qui ne devrait pas poser de difficulté particuliére.
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Chapitre 5

Cohomologie quantique des
grassmanniennes
symplectiques impaires

Dans ce chapitre, on tente de généraliser au cas m > 2 certains des résultats ob-
tenus pour les grassmanniennes symplectiques impaires de droites. On rencontre
deux types de difficultés : le fait qu’il soit malaisé pour m > 2 de calculer et d’in-
verser l'application de restriction i* : A*(IG(m, 2n + 2)) — A*(IG(m,2n + 1)),
et le fait que les invariants de degré 1 ne suffisent a priori plus & déterminer la
régle de Pieri quantique.

En effet, lors du calcul de la régle de Pieri pour les grassmanniennes sym-
plectiques impaires de droites, on a remarqué que pour des raisons de dimen-
sion et de degré du paramétre quantique, il ne peut pas y avoir d’invariant de
Gromov-Witten de degré supérieur ou égal & deux non nul. Cet argument n’est
plus valable pour les IG(m,2n + 1) avec m > 2. Cependant, dans le cas de
la grassmannienne symplectique paire, Buch, Kresch et Tamvakis démontrent
dans [BKT09| I'annulation de tous les invariants de Gromov-Witten de la forme
Iy(o), 0¥, 0F) avec d > 2. On peut supposer quun résultat similaire pourrait
étre vrai pour IG(m, 2n+1). Néanmoins, prouver un tel résultat par la méthode
de [BKT09] nécessite d’avoir, pour les invariants de degré supérieur ou égal a
deux, un résultat analogue au théoréme (qui donnait I’énumérativité des
invariants de degré 1).

Or 'un des ingrédients fondamentaux de la preuve du théoréme [2.19] est
la proposition qui affirme que les espaces de modules My (IG,1) et
Mo 3 (IG, 1) sont lisses. En degré > 2, ce résultat n’a plus de raison d’étre vrai,
puisque les espaces deviennent obstrués. En effet, considérons par exemple une
application stable f : P! — IG(m,2n + 1) qui est un revétement double d’une
droite D(V, W) contenue dans lorbite fermée et telle que W soit isotrope. On a
vu dans la preuve de la proposition [2.15] que dans ce cas, on a un isomorphisme

No =2 0(1) @ O(-1) @ O®Cn—2m),

Par conséquent, on trouve que H'(P!, f*Np) = H'(P!, f*TIG) # 0, ce qui
montre que My 3 (IG, 2) est obstrué. Cependant, la présence d’une obstruction
semble liée & 'existence de conditions bien particuliéres sur ’application stable,
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et 'on peut supposer qu’elles ne sont pas valides pour des applications véri-
fiant des conditions d’incidence par rapport a certaines sous-variétés en position
générale. On émet donc la conjecture suivante :

Conjecture 5.1. Soient Y1, Y2, Y3 des sous-variétés de 1G(m,2n + 1) de co-
dimension au moins deux représentant des classes de cohomologie 1, Vo et
v3 et coupant l'orbite fermée de maniére génériquement transverse. On consi-
dére d > 1. Alors il existe un ouvert dense U C Spg’m_1 tel que pour tout
(91,92, 93) € U, Uinvariant de Gromov-Witten I4(v1,v2,73) soit égal au nombre
de courbes de degré d de 1G coupant les translatés ¢1Y1, goYs et g3Y3.

Dans la suite de ce chapitre, on va donner quelques résultats sur les grass-
manniennes symplectiques impaires de la forme IG(m, 2n+1) ; certains ne seront
valides que sous réserve que la conjecture ci-dessus soit vraie. A la partie [5.1]
on démontre, en admettant la conjecture [5.1] 'annulation de certains invariants
de Gromov-Witten. A la partie [5.2] on donne un principe quantique-classique
pour les invariants de degré 1 dans IG(m, 2n 4 1). On conclut en décrivant pré-
cisément la cohomologie quantique de quelques grassmanniennes symplectiques
impaires a la partie [5.3]

5.1 Invariants de Gromov-Witten et variété des
courbes de degré d

Dans cette partie, on démontre, sous réserve que la conjecture soit vraie,
un résultat analogue a celui du théoréme 3 de [BKT09] concernant ’annulation
de certains invariants de Gromov-Witten. Commencons par introduire quelques
notations. Soient ET un C-espace vectoriel symplectique de dimension 2n + 2
et E un hyperplan de E+. Notons

IG :=1G(m, E) =1G(m,2n + 1),
IGT :=1G(m, ET) = 1G(m, 2n + 2),

et i:IG < IGT I'inclusion naturelle. On désignera également par o la classe
de Schubert de IG™ associée a la partition (n + 1 — m)-stricte a.. Considérons
également F)\, GF et H} des drapeaux isotropes de Et en position générale
(entre eux et par rapport a ’hyperplan E). Pour ne pas alourdir les notations,
on pose X := X (F;), et de méme pour X, et X,

Soit

Vi ={(A,B)|ACBCA*,dmA=m—d,dmB=m+d}.

C’est une variété lisse de dimension 2mn — 2m? + Sm+d(2n —m) + 2d(d — 1),
munie d’une action (non transitive) du groupe symplectique Sp,,, . On va
voir que cette variété parameétre grace a Passignation f — (Ker f, Vect f) les
applications stables de degré d sur IGT qui sont “suffisamment générales”. Posons
également Yy = {(A,B) € Y, | BC E}, et, si X, est une variété de Schubert
de IGT :

Yi={(A4B)eY, |3zt e X] ACxt Cc B}.

Supposons la conjecture vérifice. On a alors la
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Proposition 5.2. On considére d > 0 un entier et A, p, v des partitions (n +
1 — m)-strictes de IGT telles que

o A+ |ul+|v| =dimIG +d(2n+2—m);

e )\, py et vy soient tous inférieurs ou égauzr a 2n+ 1 —m (de telle sorte
que les restrictions des classes correspondantes a 1G soient non nulles).

Soient X3, X;I et X} des variétés de Schubert de 1G(m,2n + 2) en position
générale, et Y;‘, Y;, YF les sous-variétés de Yd+ associées. Alors :

Li(i*o} %o it = /+[Y/\+} UY] U YU [Ya).
Yd

De plus
sk sk sk )
Li(i*oy,i%0,;,i%0)) =0

st A ne contient pas la partition pg = (d,d —1,...,2,1).

Démonstration. On reprend point par point la preuve de [BKT09]. On a vu
que la variété YdJr de IG™ posséde une action de Sp,,, 12 qui en fait un espace
quasi-homogéne. Posons

V! ., ={(A4,B)|JACBCA" dimA=m—e,dimB=m+es,
dim(BNB*) =m—e; + 1}

oun0<ej,eg <det 0<r<e;+ ey sont des entiers. Ces variétés possédent une
action transitive de Sp,,, ., et

vi=| |Yia

Définissons également

Yo ={(A,B)eY, . |t e X Ac¥CB}

€1,€2
Yie ={(A,B)eY] , | BCE},

€1,€e2
pour toute partition (n 4+ 1 — m)-stricte a de IG(m, 2n + 2).
Montrons tout d’abord que Yy NY,; NY,) NY[g = 0, sauf si e; = ez = d et
r = 0, auquel cas l'intersection est un nombre fini de points. En effet, les fibres
de ’application
Y”r — IF(m—e;,m—e; +r;2n+2)

€1,€2

(A,B) = (A, BN B*Y)

sont isomorphes a des ouverts de la grassmannienne G(e; +es —7,2(n+1—m+
e1 —r)), donc

dimY”

o6 = 5(4mn—3mzJr5m+261m—6%+462n+462 726% —eq +r—r? —4eam).

Soit
TN = {(A,Z+,B) | (A,B) €Y.

€1,e2?

vt eIGT,Ac =t c B}.
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Onnote my : IT" — IGT et g : T" — Y7

o, e, les projections. On a alors Y\ =
mo(m H(X3)). Si (A, B) € Y/ ., la fibre 75 '((A, B)) est 'union des variétés

Qs ={Zt€lGt |AC Xt Cc B,dim(E"*NBNBY)=m—e; +s}.

Ccomme dans [BKT09)], on a Qs = @ sauf si 2s > r + e; — e, et dans ce cas

dim Qs = =(2e1e5 — e% +e1 4+ 2e18 — 2e98 + 2rs — 3s? — s).

o

Considérons s tel que @ ait la méme dimension que les fibres de m. Alors
codimyy, Y\ > [A| — dim Q5.

Calculons maintenant codim Y, Yi¢. Soit 'application

v: Yy — IFm—ei,m—e+r;2n+1)
(A,B) ~ (A, BN BLY).

On note K le noyau de la forme symplectique sur IG. Si A # K, on a

{CeGm—er+r2n+1)| (A C)elF(m—e,m—e +r;2n+1)}
=IG(r,2(n—m+e; — 1)+ 1).

La composante correspondant & A O K étant de dimension plus petite, on en
déduit
dimIF(m —e;,m —e; +7r;2n+ 1) =dimIG(m — e1,2n + 1)
+dimIG(r,2(n —m +e; —r) +1).

De plus, si C 7 K, la fibre v ~1(A, C) est isomorphe & un ouvert de G(ej + e —
r,2(n —m+e; —r)+ 1). Finalement, on en déduit

. _—
codim Yro., Yie =m+es.
Par conséquent

codim Yy 4-codim Y] +codim Y] +-codim Yy —dim Y, ., > A’(eq, e2,7,5), (5.1)

€1,e2 —
N
ou

Al(er,e2,m5) = dimIG+d(2n+2—-m)+m+ey —dimY, , —3dimQ;

(r=89)0=85=1) 4 (@ — e1) + (20 + 1 — m)(d — e2)
+(m + ez — 2e1 + 3s)(e2 — e1).

Montrons maintenant que e; = ez = d. Si Y NY NY; NYjy # 0, comme Spy,, | »
agit transitivement sur Y| . , d’aprés le lemme de Kleiman (cf lemme et
I'inégalité on a Al(ej,eq,r,5) <0.Sies >ep, onen déduit immédiatement
e1 = ey = d, ce qui est le résultat cherché, donc on peut supposer que ez < e;. Si

(A, B) € Y{NY,;NY,]NY]g, alors il existe un sous-espace B’ C AL+NE contenant
B tel que dim B’ = m + ¢;. On en déduit que (A, B') € Yy HYJ/ NY! NYg €

/ . . L, N .
Y. ., pour un certain entier r’. Par conséquent A’(ey, eq,7’,s") <0, ot 'entier s’

est défini comme ’était s. On en déduit facilement que e; = d. Par hypothése, on
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adonc ey < d, ce qui implique qu’il existe un sous-espace ?’ "cC f/lJ-OE“conten/z}nt

B tel que dim B” =m+d—1. Alors (A, B") e Y nY,7 NY, NYig C Y,

pour un certain entier /. Or pour tout s” :

(7“” _ 38”)(7"” — 34" — 1)
2

Mais " < 2n+3 —2m et r” < 25" — 1, d’ou " < 3s”, donc

A(d,d—1,r"s") = +2(n+1—m)—3s" +d.

A'(d,d—1,7",5") >0,

ce qui contredit lexistence de (A, B”). Donc on a en fait e; = e3 = d, ce qui est
le résultat cherché. Reste & vérifier la condition :
r—3s)(r—3s—1
A/(d7d’7ﬂ’8): ( )(2 ) SO’
qui n’est possible que si r = 3s ou r = 3s + 1. Comme 2s > r, on obtient
r = s = 0 comme annoncé. On conclut que Y;r Ylj‘, Y, et Y; se coupent

transversalement dans Yd+, que l'intersection Y)\+ N YM‘Ir NY,;F NYy est finie et que
si (A, B) € Y,\FnY,FnY,FNYy, alors A = BNB*. En effet, pour la transversalité,
il suffit de constater que l'intersection est contenue dans ch 4 C Yd+, qui est la
SPay,4o-orbite ouverte. Pour la finitude, on utilise I'inégalité

codim Y, + codim Y,j' + codim Y, + codim Yy
> A+ p|+ |v| —3dim Qo + m+d
> diij.

Montrons maintenant a I’aide de la conjecture[5.1] que le nombre de points de

Pintersection Y™ NY,FNY,F NYy est égal a Vinvariant I4(i*0,i*0f,i*0;}). Soit

f:P!' = IG C IG™ une application rationnelle de degré d telle que f(0) € Xin
IG, f(1) € X,F NIG, f(oo) € X, NIG. Alors (Ker f, Vect f) est un point d'une

intersection Y\ MY, NY)NY]; dans une variété Y, . . On a vu ci-dessus qu’on a

nécessairement e; = e = d et r = 0, d’ott (Ker f, Vect f) € Y, NY,FnY,FnYy.
Réciproquement, soit (Ao, Bo) € Yy" NV, NY," NYg. Il faut montrer qu’il
existe une unique application f : P* — IG de degré d telle que f(0) € X;\r NIG,
f(1) € X,FNIG, f(oo) € X, NIG et (Ker f, Vect f) = (Ao, Bo). On considére
Pe X;\r tel que Ay C PC By
QGX;r tel que Ay C Q C By
R € X, tel que Ay C R C By.
Comme (Ag,By) € Yy, on a By C E, dou P,Q,R C E, et par conséquent

Pe X; NIG, Q € X’j' NIG et R € X5 NIG. Montrons que PN Q = Ap. Sinon,
il existe A9 C Aj C PN Q avec dim Ay = m — d + 1. Posons

Y'={(A,A',B)| (A,B) €Y}y, AC A C BdmA =m—d+1}.

SPa,+o agit transitivement sur Y’ et dimY’ = dimY,;” + 2d — 1. Posons égale-
ment, pour toute partition (n + 1 — m)-stricte de IG(m, 2n + 2) :

YV, ={(A,A,B)eY'|3I= € X] A c¥* C B},
Yie ={(A,A,B)eY'| BCE}.
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Par hypothése,
(Ao, Aj, Bo) € Y NY, NYig N (Y1),
ot m: Y’ — Y, est la projection. Soit
T ={(A,A',S",B) | (4, 4,B) €Y' T €IG", A c £t C B}.

Notons 7} : T" — IGt et m, : T" — Y’ les projections. Les fibres de 7} sont

isomorphes a des grassmanniennes lagrangiennes IG(d—1, 2d—2), donc elles sont

de dimension d(d; 1)

|A] — @. On trouve également codim Y{(; = m + d. Finalement

. Comme Y{ = m4(m| (X)), cela implique que codim Yy >

codim Yy + codim Y, + codim Y{g + codim (7~ (¥;1))

d(d+1
>N+ |yl —d(d—=1)+m+d+ |V —%
> dimY;" > dimY".

Par conséquent Y NY, NYjg N7~ (Y1) =0, dou une contradiction. On doit
donc avoir PN Q = Ag, et de méme PN R=QNR = Ay.

Notons que {E cIGt |4y c ot C Bo} N X;r doit étre de dimension nulle.
En effet, sinon, pour des raisons de dimension, on pourrait choisir P dans cet
ensemble tel que PN Q # Ag. On utilise maintenant le

Lemme 5.3 (|[BKT09|, lemme 3). Soit
Td+ = {(A,E*,B) | (A,B) € YdJr,EJr € IG+}.
Pour toute variété de Schubert X de IG™, on définit également :
T ={(AS",B)eTf |t e X]}.

Alors la projection p: TX — Y& est génériquement bijective lorsque pg C v, et
a des fibres de dimension strictement positive lorsque pg ¢ «.

On utilise le lemme ci-dessus avec la projection p : T ;‘ — Y>\+. On a montré
que p~1(Ag, By) est de dimension nulle, donc le lemme nous permet de conclure
que pg C A. L’invariant
i‘o)=0

. + .
Icl(l*(7>\,1*‘a;f7

est donc nul si pg Z .
De plus, {Z‘*‘ clGt |4yCcEC BO} OX;\r est réduit & un point, et ce point
est dans IG car By C E. Par conséquent :

{EGIG+|A()CECB[)}QX;:{P}:{ZGIG|AOCECBO},
et de méme pour @ et R. On utilise maintenant le

Lemme 5.4 ([BKT09], proposition 1). Soit W =2 C?"* un espace symplectique.
Soient Uy, Uy et Us trois éléments de 1G(d, W) tels que U; NU; = 0 pour i # j.
Alors il existe un unique morphisme f : P1 — 1G(d, W) de degré d tel que
f(O) = Ul, f(l) = U2 et f(OO) = U3.

En appliquant le lemme ci-dessus, avec Uy = P, Uy = Q et Us = R, on
remarque qu’il existe une unique application rationnelle f : P! — Z de degré
d telle que f(0) € Xy NIG, f(1) € X;F NIG et f(o0) € X,f NIG, ot Z =
{¥] Ao C X C Byp}. Ceci termine la preuve de la proposition. O
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5.2 Principe quantique-classique pour les inva-
riants de degré 1

Dans cette partie, on va montrer comment calculer certains invariants de Gromov-
Witten de degré 1 de IG(m, 2n+1) a l’aide du produit classique dans IG(m, 2n+
3), en adaptant la preuve de la proposition 2 de [BKT09], dans lequel est dé-
montré un principe quantique-classique pour les invariants de degré 1 de la
grassmannienne symplectique paire.

On reprend les notations du paragraphe précédent, et on considére également
A un espace vectoriel symplectique de dimension 2. On note E = ET @ A, et
IG :=1G(m +1,E) = IG(m + 1,2n +4). Soient f, g, h des éléments génériques
de A. On pose F,, Go,H, les drapeaux augmentés génériques donnés par Fp =
Fo_1®Cf, etc... Si A, p et v sont des partitions (n + 1 —m)-strictes contenues
dans le rectangle m x (2n + 2 — m), notons :

Xa(Fo) :={Y €IG | dim(X N (Fy,n) + Cf)) = j V1 < j <IN},

ot les p;(A) sont les conditions d’incidence associées & A (cf annex. Ce sont
des variétés de Schubert de IG. On note de méme X ,(G,), X, (H,). Dans la
suite, on omettra les drapeaux et on notera simplement X, etc... Enfin, soit
Xic:={X€lG|SCE+A}2IG(m+1,2n+3).

Proposition 5.5. Soient A, pu et v des partitions (n + 1 — m)-strictes de IGT
telles que |A| + |pu| + [v] = dimIG + 2n+2 — m, I(A\) +1(p) +1(v) <2m+1 et
A1, 1 et vy soient tous inférieurs ou égaux a 2n + 1 —m. Alors

1 -
Il(i*a;f,i*a:,i*a;") = 5# (X,\ nNx,Nnx, ﬁXI(;)

Démonstration. On cherche tout d’abord a montrer, comme dans [BKT09], que
I'on a une application bien définie

¢: XanX,nX,NXic — YNy nyfny cy’
= — (ENET,(S®A)NET).
Remarquons que le groupe G = Sp(E1) x SL(A) agit sur IG. Pour des
choix génériques des drapeaux complets F,, G et H, de E* d’une part, et des
éléments f, g et h d’autre part, les sous-variétés Xy, yw X, et Xig sont en
position générale. Par ailleurs, on voit facilement que IG posséde quatre orbites
sous l'action de G :

1. Oy =1G(m+1,E");

2. Oy =1G(m, ET) x IG(1, A);

3. 03={S€lG|dim(ENET)=m,XNA=0};
4. 0, ={S€lG|dim(EZNET)=m—1}.

On va montrer que l'intersection X xNX,NX,NX g est nécessairement contenue
dans 'orbite ouverte Oy.

Montrons tout d’abord que X ﬂyﬂ NX,NXicNO; = 0. En effet, X, NO;
est une variété de Schubert de IG(m + 1, E*) associée a la partition A = (\; —
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L,..., Ai(n) — 1) obtenue en enlevant la premiére colonne de A, et de méme pour
X, NO; et X, NO;. De plus, X1¢ N Oy =1G(m + 1, E), d'on

codim (X N O1) + codim (X, N O1) + codim (X, N O1) + codim (X1 N O1)
= A+ [+ v = A +1(p) + 1)) + m+1
=dim Oy +2m+2— (I(\) + I(p) + 1(v)) > 0.

Montrons maintenant que X, N X, N X, N Xig N Oz = 0. Sinon, soit & =
¥+ @ Cl un élément de cet ensemble, ot 1 € IGT et | € A non nul. Le vecteur
I ne peut pas étre a la fois dans Cf, dans Cg et dans Ch, donc on peut supposer
que ! & Cg et I ¢ Ch, ce qui implique que ¥+ € X;F N XF. Si a est une partition
(n + 1 — m)-stricte de IG*, notons

J

5o — 1 siag+a; <2n+1-2m+ 7,
)0 sinon.

On montre facilement que

()
ar+ Y 0F <om+1-m. (5.2)
j=2

Remarquons également que si
dim (iﬂ (ij()\) D (Cf)) > 7,

alors
dim (ST N F,, ) >4 — 1.

Si I’on note 7 la partition (n 4 1 — m)-stricte de IGT définie par

0 sinon,

{AM —oh, si1<j<IN) -1,
=

on a donc Xt € X,f N XF N XF NIG. Mais

codim g+ X,F + codim g+ X7 + codim 16+ X,/ + codim 1+1G
= [+ |ul + v[ +m

> A= (2n+1—m)+|p| + |v| + m d’aprés équation (5.2))
> dimIG™T,

ce qui contredit Pexistence de &1, et donc de X.

Enfin, montrons que X, N X, N X, N Xig N O3 = 0. Sinon, soit ¥ un
éléement de cet ensemble. Notons Xt = SN Et € IGT. Si ¥ ¢ (E* @ Cg), alors
YN (Et ®Cg) = X7T. En particulier, pour tout i, on a

YN (G;eCgq) =2t NGy,

d'ou ¥t € X,f. Comme ¥ ne peut pas étre contenu a la fois dans Et & Cf et
dans E* ®Cyg, quitte & permuter ), p et v, on peut supposer que ¥ ¢ (E*®Cg)
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et ¥ ¢ (E* @ Ch). Par conséquent ¥ € X, N X,}. De plus, comme ¥ € IG, on
a ¥ € IG. Or pour des raisons de dimension, 'ensemble X3 N X" N Xf N1G
est vide, d'ott ¥ C Et @ Cf. Par conséquent, % s’écrit sous la forme

Y =% @ Cv,

ouw e (ET®Cf)\ (ETUCS) (v ne peut pas étre égal a f, sinon ¥ ¢ Oy). Par
définition de X, on a, pour tout 1 < j <I()) :

dim (XN (Fp,(» @ Cf)) > J.

On en déduit qu’il existe 1 < jo < I(A) tel que v € F,, ) & Cf et v &

Fpio i) @ Cf. L’espace X7 vérifie alors les conditions d’incidence :

dim(XF N F, ) 27 pour 1<j < jo — L,
dim(XTNF, ) =7 pour jo < j <I(N).

Notons 7750 la partition correspondante. Un calcul simple nous donne

Aj sil<j<jo—1,
n° = q Njg1 — 01 sigjo <j <IN -1,
0 si j > I(N).
Par conséquent, [p?°| = |A\| — N, otl

N=XNo+#{jo+1<5 <IN [ Mg+ X <2(n+1—m)+5—jo}.

On va montrer que N < 2n+ 1 —m. Pour cela, on distingue deux cas, selon que
Ajp=2n+1—mouque \jy <2n+1—-m:

1. lorsque Aj, = 2n + 1 —m, on a nécessairement jo = 1, d’oul
#{jo+1<F <IN | Xjy+ N <2(n+1—m)+j—jo} =0,
et par conséquent N =2n+ 1 —m;
2. lorsque \j, <2n+1—m et que
{Go+1<ji<IA) | Xo+A<2(n+1—m)+j—jo} =0,

on a directement N < 2n+1—m ; on peut donc supposer que cet ensemble
est non vide. On note alors j; son minimum, de telle sorte que N =
)‘jo +l(>\) +1*j1 Comme )\jl +>‘jo S 2(7’L+1 7m)+j1 7‘]‘0 et que jo Z 1,
Aj, > 1et I(A) <m, on en déduit finalement N < 2n +1 —m.

Pour terminer, remarquons que ’on a montré que

+ + + +
stelJX5, n X n X nia.
Jo
Mais
70| + || + |v| + codim 1g+IG > [A| + |p| + |[v| — 2n+1—m) +m
> dimIGT +1,
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ce qui est absurde. Par conséquent X y N Y# NX,NXicNOs=0.

On a donc prouvé que X N yu NX,NXig C Oy, ce qui permet de mon-
trer comme dans [BKT09] que 'application ¢ introduite au début de la preuve
est bien définie. Considérons maintenant (V, W) € Yy N Y.FnYFnY:. Pour
démontrer la proposition, on doit prouver que

P TV,W)NXANX,NX,NXic

contient exactement deux points. On a vu lors de la preuve de la proposition
que V. = WNW-L. Par conséquent S := W/V & A est un espace symplectique de
dimension 4. De plus LG(2, S) s’identifie & la sous-variété de IG correspondant
aux espaces - tels que V C ¥ C W@ A. On a vu dans la preuve de la proposition
qu’il existe des sous-espaces uniquement déterminés ¥, € X NIG, ¥s €
X, NIG et X3 € X;F NIG deux a deux distincts tels que V' C ZZ- C W pour
chaque i. Or il existe exactement deux plans isotropes de 1G(2,.5) incidents a
51 /VeCf, 33/V @ Cyqg et X3/V @ Ch. En effet, dans la quadrique IG(2,4), on
a
03 =209, = 2[pt].

Si I'on pose F' = £ & Cf, G = S5 & Cg et H = X3 @ Ch, on en déduit qu'il
existe également deux sous-espaces ¥ € IG tels que VC X CW @ A et

dim(E N F) > m,
dim(ENG) > m,
dim(Z N H) >m

Ces deux sous-espaces sont dans I'intersection X N Y“ N X,. Enfin, les sous-
espaces F, G et H étant tous contenus dans E, ils sont également dans Xig.

Réciproquement, si ¥ € XA NX,NX, NXgesttelque VCICWaA,
alors V.=XNEt et W = (X + A) N E*. Montrons que $; = (X + Cf) N E*.
Pour cela, notons X} = (X +Cf) N E*. L’espace ¥} est un m-plan isotrope qui
vérifie les conditions d’incidence V' C £ € W. Comme

dim (X4 Cf) N (F,,0 @ Cf)) >4 +1,

on trouve dim(X} N F}, (x)) > j pour tout j, donc X7 = ¥ est I'unique m-plan
isotrope de X situé entre V et W, et par conséquent X1 = (X +Cf)NE*. On
en déduit que dlm(E N F) > m. De méme, on montre que dim(ENG) > m et
dim(X N H) > m, ce qui termine la preuve du fait que ¢~(V, W) est constitué
de deux points. O

Corollaire 5.6. Soient A\, u et v des partitions de 1G(m,2n + 2) telles que
IA) +1(p) +1(v) <2m+1 et Ay, p1 et vy soient tous inférieurs ou égaur a
2n+ 1 —m. Notons i:IG(m,2n + 1) < IG(m,2n + 2) et i’ : IG(m,2n + 3) —
IG(m,2n + 4) les inclusions naturelles. Notons 7, les classes de Schubert de
IG(m+1,2n+4). On a alors :

I (1%, i1y, 1 7)) = 510(1 oy ,1/*U+ i*ah).
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En théorie, les résultats de cette partie ainsi que la proposition [5.2] per-
mettent (sous réserve que la conjecture soit vraie) de calculer le produit
quantique par les classes (e,) définies a la partie et donc de trouver une
régle de Pieri quantique. Néanmoins, ceci nécessite de savoir inverser ’applica-
tion de restriction i*, et on a déja remarqué que ce probléme est compliqué en
général.

5.3 Quelques exemples

Dans cette partie, on explicite le calcul de la cohomologie quantique pour quel-
ques exemples particuliers. On donne en particulier une régle de Pieri et une
présentation quantiques pour les grassmanniennes symplectiques impaires de la
forme IG(3,2n + 1), ce qui est 'occasion de constater que les résultats trouvés
sont analogues & ceux du cas m = 2. On décrit enfin en détail les exemples de
IG(2,5) et IG(3,9), donnant dans le premier cas une table de multiplication, et
dans le second une formule analogue a celle du théoréme [B.§

5.3.1 Cohomologie quantique de 1G(3,2n + 1)

Dans cette partie, on donne une régle permettant de calculer les termes quan-
tiques des produits par les classes 01, 01,1 et 01,1,1 dans IG(3,2n+1), en suppo-
sant que la conjecture [5.1] soit valable. On ne donne pas ici la régle permettant
de calculer les termes classiques car elle serait trop longue a énoncer. Précisons
simplement qu’elle s’obtient en calculant I'application de restriction i* a I'aide
de la formule de Pieri par la méthode suivante. Pour calculer le produit
o1r U oy, on écrit oy sous la forme

o\ = E ci*o)f,
v
on utilise I’égalité
o1rUoy =1i" < E cl,Uf} UUj) .
174

Le produit d’intersection ofi Ua; se calcule a I'aide de la régle de Pieri classique
de [PRI6] (cf théoréme [1.12). On exprime ensuite le résultat sur la base des
classes de Schubert de IG(3,2n + 1) a 'aide de I'application i*.

On utilisera également la convention suivante pour en simplifier I’écriture :
dans chaque formule, il faut enlever les termes qui ne correspondent pas & des
partitions (n — 3)-strictes de IG(3,2n + 1).

Dans les paragraphes qui suivent, on notera comme précédemment F =
C?"*! yun espace vectoriel muni d'une forme antisymétrique de rang maximal w
et ET un espace de dimension 2n+2 contenant £ muni d’une forme symplectique
w™T prolongeant w, de telle sorte que :

Gu(3,E) 2 1G(3,2n + 1) < IG(3,2n + 2) = G+ (3, ET).

Produit par o;. Pour calculer le produit quantique par o1 dans IG(3,2n+1),
il suffit de calculer les termes de degré 1 par rapport au paramétre quantique.
En effet, la conjecture et la proposition [5.2] impliquent que les termes de
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degré > 2 sont nuls. On cherche donc & calculer les invariants de la forme
Ii(ox, i*a(JLHs)v ), ou A et p sont deux partitions (n—3)-strictes de IG(m, 2n+1)
telles que |A| = |p] +2n — 2.

Pour ¢ < j, notons

1 sidM+X<2n—-6+7—1,
aij = .
7 0 sinon

et

b 1 sip;+p; <2n—-6+7—1,
“7 10 sinon.

On considére F, un drapeau isotrope complet de IG(3,2n+1) et GJ un drapeau
isotrope complet de IG(3,2n + 2), et on pose

Vi ={2€lG(3,2n+1) |[dm(ENF,) <},
ya:{zexewgn+1ﬂdmmzmgg)gj}

ou
Jj—1
pj :2n—1—/\j+2ai,j
i=1
et

j—1
qj =2n—1 _/J/j _Zbi’j'
=1

Pour calculer I'invariant I (o, i*o‘& +13)V), il suffit donc de calculer le nombre

de droites de IG(3, 2n+1) passant par les sous-variétés Y7 et Ya. Notons D(V, W)
une telle droite, ot V' et W sont des sous-espaces de dimensions 2 et 4 de E tels
que W C V+. Le sous-espace V doit alors vérifier les conditions d’incidence

dim(V N F,,) >1, dim(VNG3, 5 ,,)>1
dim(V N Fy,) >2, dim(VNGS, 5 ,)>2

On en déduit en particulier :
+
FP2 N G2n+37q1 7é 07
+
Fps NGgpi5_g, # 0.
Par conséquent, le sous-espace de dimension deux V existe si et seulement si

H1— Ay +ai2>0
f2 — A3 +a13+az3—bio >0,

avec toujours la condition |A| = |u| + 2n — 2. Par un calcul, on montre que ces
trois conditions ne peuvent étre simultanément valables que dans les deux cas
suivants :

1. sia 2 = a3 =0et ag3 = b2 = 1; dans ce cas on doit également avoir
)\1 = 2n—2, )\3 > 0 et o= ()\2,)\370),
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2. sia12 =a13 =az3 = b2 =0; dans ce cas, on doit également avoir soit
A =2n—2, A3 > 0et p= (A3, A3,0), s0it \y =2n—2, \g =2n —3 et
m = (27’l — 2, )\3, —1)
Dans chacune des situations ci-dessus, on a prouvé que V' est uniquement déter-
miné. On montre facilement que W l'est également, donc I (o, i*a&+13)v) =1,
d’oul finalement le résultat :

0 sia#2n—2
(01 % Cape)l =  Obe sia=2n—2etb#2n—3 (5.3)

Om—2,c,-1 + O2n—3,c sia=2n—2etb=2n-3.

Produit par o0;;. On utilise une méthode analogue & celle du paragraphe
précédent pour démontrer :

(01,1 % Tape)1 =0sia#2n—2, (5.4)
(01,1 * 02n72,b,c)1 =
Obt+1,c + Obet1 sib+c<2n—6ou(b+c>2n—4
et b#2n—4,2n—3)
Ob42,c—1 + 20p41,c + Ob,c41 sib+c=2n—5etc>1
Oon—2,—1,—1 + 20b41,c + Op,c+1 sib+c=2n—5etc<0
O2n—d,c+1 + 02p—3,c + O2pn—2.¢,—1 sib=2n—4etc>0
On—3,c41 + Oopn_2.c+02m—2,c41,-1 Sib=2n-—3.

De plus, on vérifie qu’il ne peut pas y avoir de terme de degré 2 dans le produit
01,1 * 0ap,c. Cette fois, on ne peut plus se contenter d’appliquer la proposition
car la condition sur les longueurs n’est pas toujours vérifiée. Néanmoins,
on remarque que o1 = 07 — o3. Or la proposition montre qu’il n’y a pas
de terme de degré 2 dans le produit quantique par os. Enfin, la formule (5.3))
permet d’arriver & la méme conclusion pour le produit quantique par o2.

Produit par ¢;;,;. On peut cette fois montrer le résultat suivant :

(01,1,1 % Tap,e)1 =0sia#2n—2, (5.5)
(01,1,1 *0—2n72,b,c)1 =
Ob41,c41 sib+c<2n—Tou(b+c>2n—4et
b#2n—4et ((bc) # (2n—3,2n—5)))
Opt2,c+ Obt1,e+1 sib+c=2n—6avecc>0

oub+c=2n—-5avecc>1

Obt1,c41 T Opt2,c +O2n—20-1 sib+c=2n—-5etc<0

0b+1,c+1 —+ O—Qn_27_17_1 Si ((1, b, C) = (27’L — 2, 2n — 5, 71)
02n—3,c+1 T 02n—2,c4+1,—1 sib=2n—4etc>0
O2n—22n—4 T O2n—22n—3,—1 si (a,b,¢) = (2n —2,2n — 3,2n — 5).

De plus, on vérifie comme au paragraphe précédent qu’il ne peut pas y avoir de
terme de degré 2 dans le produit o1 1,1%x04 4. En effet, 01 1,1 = 03+20101 1 —o3.
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La proposition [5.2] montre qu’il n’y a pas de terme de degré 2 dans le produit
quantique par os. De plus, les formules ([5.3]) et (5.5) montrent que

0 si (a,b) # (2n —2,2n — 3)
- si (a,b) = (2n—2,2n — 3)

* * Oq.b,c =
(01 %011 % Tabe)y etc<2n—5

O2n—4 + O02p—2,—1,—1 SINON.

Enfin, un autre calcul nous donne

0 si (a,b) # (2n —2,2n — 3)

3 20, si (a,b) = (2n —2,2n —3)
(01 *Ua,b,c)Q =

etc<2n-5

2094+ 202,-2,-1,-1 sinon,

d’ott 'annulation du terme de degré 2 du produit oy 1,1 x74,5,c. Ces calculs per-
mettent de voir que cette annulation n’a a priori rien d’évident ; contrairement
au cas des classes i*0,,, on ne dispose en effet pas d’un résultat du type de la
proposition permettant de I'assurer. Elle constitue une autre analogie avec
le cas de la grassmannienne symplectique paire, puisque les résultats de [LL] dé-
montrent dans ce cas ’annulation des termes de degré 2 du produit quantique
par les o dans IG(m,2n).

Présentation de QA*(IG(3,2n + 1)). Les formules de Pieri quantique ci-
dessus nous permettent de déterminer une présentation de 'anneau de coho-
mologie quantique de IG(3,2n + 1). Si Pon définit les fa, et les d, comme a la
proposition 2.13] on a

Proposition 5.7. L’anneau de cohomologie quantique QA™ (IG(3,2n + 1)) est
engendré par les classes 01, 01,1, 01,1,1 et le paramétre quantique q. Les relations
sont

fon—2 =0
dop—1=¢q
f2n =4q01.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que par définition des d,., on a d, =
¢-(Q) pour tout r < degq = 2n—1, ot Q est le fibré quotient sur IG(3,2n+1).
Par conséquent :

oy sil<r<2n—5our=2n-2

dy = 0on—g+02q—2_1,-1 sir=2n—4

09n—3 + 02n—2,0,—1 sir=2n-—3.
Rappelons également que d’aprés la proposition fon—2, dop_1 et fo, sont
les relations classiques. Donc pour trouver une présentation quantique, il suffit
d’aprés les résultats de Siebert et Tian (cf théoréme(l.10)) de calculer ces relations
avec le produit quantique. On a les relations de récurrence suivantes sur les fo,
et les d, :

dr =01dr—1 —01,1dr—2 + 011,1dr—3

for = doy — 01,1 for—2.
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03,—-1

qo2

FIGURE 5.1 — Diagramme de Hasse quantique de IG(2,5)

Comme deg fo,_o = 2n—2 < deg ¢ = 2n—1, la premiére relation est inchangée.
Pour la seconde :

dop—1 = 01dap—2 — 01,1d2n—3 + 01,1,1d2n—4
=01 *02p-2 — 011 % (O2n—3 + Tan—20-1) + 01,11 * (O2n—a+ 02pn—2,-1,-1)

= q d’aprés les régles de Pieri quantiques ci-dessus.

Enfin, par la méme méthode, on trouve :

fon = don — 01,1 % fon—2 = qo1,

ce qui montre que les relations quantiques sont bien celles de 1’énoncé de la
proposition. O

5.3.2 Etude compléte pour IG(2,5)

La grassmannienne symplectique impaire de plus petite dimension qui n’est pas
un espace projectif est IG(2,5), qui est de dimension 5. Dans cette partie, on va
donner une description compléte de la cohomologie quantique de cet exemple.

Remarquons tout d’abord que la cohomologie de IG(2,5) est de rang 8. Plus
précisément, les classes de Schubert sont :

1,01,02,03_1,02,1,03,03,1,032.

En utilisant la régle de Pieri quantique du théoréme [3.12] on peut dessiner son
diagramme de Hasse (cf figure
Donnons également la table de mutiplication quantique :

| 1 | o1 | 02 | o3 | 021 | 03 | o031 | 032 |
1 1
g1 g1 20’2 +O’37_1
02 02 02,1+ 03 03,1
03,—-1 || 93,—1 03 q 03,1 — 4
02,1 02,1 03,1 03,2 —032+q01 | qo3 1
03 03 031 +¢q qo1 03,2 qo2 q(o3,_1 + 02)
03,1 03,1 032+ qo; q(o3,_1 + 02) qo2 qo3 q(o21 +02) | gos1+ ¢
032 032 | q(03,-1 + 02) q03 q02,1 g q03.1 ¢’oy q’oy

On constate en particulier qu’il y a des coeflicients négatifs, aussi bien pour
la multiplication classique que quantique, ce qui traduit le fait que les variétés
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de Schubert ne peuvent pas toujours étre mises en position transverse et que
les invariants de Gromov-Witten associés aux classes de Schubert ne sont pas
toujours énumératifs.

On va également donner une régle de Giambelli quantique de IG(2,5). Pour
cela, remarquons tout d’abord que les générateurs ne sont pas, comme pour
IG(2,2n + 1) avec n > 3, les classes o1 et 01,1, car 011 est non définie. Si on
considere I'inclusion i : IG(2,5) < G(2,5), on a i*of = o1 mais i*of; = 03.
Par conséquent, o1 et o9 sont des générateurs de H*(IG(2,5),Z), et a laide de
la table de multiplication, on remarque que les autres classes s’expriment en
fonction de ces générateurs de la maniére suivante :

03,1 = a% — 209 o3 = sz — 20109
02,1 = —0{’ + 30109 03,1 = a%
03,2 = —0’%0’2 + 30103.

Par conséquent, la formule de Giambelli quantique est identique & la formule de
Giambelli classique.

Enfin, la présentation de QH*(IG(2,5),Z) en fonction des générateurs oy et
o9 est :

QH*(IG(2,5),Z) = Z o1, 02, 4] / (R, Ra),
0

ot Ry : 0} — 30309 +032=0¢et Ry: 0} — 20300 — 03 =q.

5.3.3 Etude compléte pour IG(3,9)

Au chapitre 3] on a décrit précisément la cohomologie quantique des grass-
manniennes symplectiques impaires de droites IG (2,2n + 1). En revanche, pour
m > 2, non seulement I’application de restriction i* définie au paragraphe [2.3.1]
prend une forme nettement plus compliquée, mais en plus, connaitre les in-
variants de Gromov-Witten de degré 1 ne suffit plus & déterminer la régle de
Pieri. Or en degré plus grand que 1, les espaces de modules font apparaitre des
obstructions non triviales.

Néanmoins, sous réserve que la conjecture [5.1] soit vraie, la proposition [5.2]
va nous permettre d’obtenir des résultats analogues a ceux du chapitre [3] pour
un exemple relativement simple de grassmannienne symplectique impaire avec
m > 2 : 1G(3,9). Ceci peut laisser supposer que certains au moins des résul-
tats du chapitre [3] ne sont pas spécifiques au cas m = 2. Notons que la plus
petite grassmannienne symplectique impaire IG(m,2n + 1) avec m > 2 n’est
pas IG(3,9) mais IG(3,7); cependant, comme IG(3,7) est indexé par des par-
titions strictes, il ne posséde pas de classes 01,1 et 01,11, donc pour rendre la
comparaison avec les formules plus aisée, on étudie plutot le cas de IG(3,9).

La formule de Pieri quantique pour IG(3,9) s’obtient a I’aide des formules
du paragraphe [5.3.1] On va ici simplement représenter son diagramme de Hasse
quantique a la figure [5.2] Notons que pour des raisons de place, on n’a pas
indiqué la classe de Schubert correspondant a chaque sommet; on référe a la
figure pour connaitre cette indexation.

On remarque que le sous-diagramme induit par les classes de Schubert dont
le produit quantique par o posséde un terme en g est isomorphe au diagramme
de Hasse de IG(2,7) (en vert). Or pour la grassmannienne symplectique paire
IG(m,2n), la régle de Pieri quantique (cf théoréme permet de montrer
que les classes de Schubert dont le produit quantique par o; posséde un terme
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FIGURE 5.2 — Diagramme de Hasse quantique de IG(3,9)

en g sont les classes aj\' avec A1 = 2n — m. On remarque également facilement

que le sous-diagramme du diagramme de Hasse de IG(m, 2n) correspondant est
isomorphe au diagramme de Hasse de IG(m — 1,2n — 2). On observe donc pour
IG(3,9) un phénomeéne semblable & celui mis en évidence pour la grassmannienne
paire. De plus, dans le cas des droites, ce résultat est démontré par le théoréme
[3:12] 11 parait donc raisonnable de conjecturer le résultat suivant :

Conjecture 5.8 (Diagramme de Hasse quantique de IG(m,2n + 1)). Le sous-
diagramme du diagramme de Hasse de 1G(m,2n + 1) induit par les classes de
Schubert dont le produit quantique par o1 posséde un terme en q est isomorphe
au diagramme de Hasse de IG(m —1,2n — 2).

D’aprés la proposition la présentation quantique de 1G(3,9) en fonction
des classes o1, 01,1 et 01,11 est donnée par les relations fg = 0, d7 = ¢ et
fs = qo1.

A l'annexe [B] on donne une formule pour la multiplication quantique dans
IG (2,2n 4 1) par la classe 010 = i*0,0,,,, 05y, €tant la classe associée
au poids cominuscule wy, 11 dans IG(2,2n + 2). En général, la classe associée
& wpy1 dans IG(m,2n + 2) est oy, ..o . €t on peut se demander a
quoi correspond la multiplication quantique par la classe i*o; 1, nt2—m dans
IG(m,2n +1). Dans le cas de IG(3,9), le probléme est donc de calculer la mul-
tiplication quantique par la classe 0543 = i*0;4’3.

Pour faire ce calcul, remarquons que

_ 3 3 2 3 4 4 3 2
05,43 =0101,10111 — 0110111 T 010111 — 30111 — 4010111 + 390107 1
—3¢o1,101,1,1-

En utilisant la formule de Pieri quantique, on peut donc trouver la multiplication
quantique dans 1G(3,9). On n’écrit pas ces formules faute de place. Néanmoins,
on remarque que comme dans le cas m = 2 :

e le résultat du produit 05 4.3 *x 04, €st homogeéne en ¢;
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e pour tout 0 < d < 3, Pensemble des classes de Schubert de 1G(3,9) dont
le degré en ¢ du produit quantique par o5 4.3 est égal a d est un intervalle.
Plus précisément :

pour d = 0, c’est Uintervalle [1,01.11];

pour d = 1, ¢’est 'intervalle [02, 06.1,1] ;

03,2,06,5,1]§

1.
2.
3. pour d = 2, c’est l'intervalle
4. pour d = 3, c’est l'intervalle [04,3.2, 06,5,4]-

i 03,4,3 = 61301,1,1-
Ce résultat est analogue a celui obtenu dans le cas pair & 'annexe, et que I'on
énonce ici :

Proposition 5.9. 1. Le produit quantique a,tn_l’m’n“_m*aj dans la grass-

mannienne symplectique IG(m, 2n) est homogéne en q.

2. Soit
Io={0f 10} i nyom*0x estde degré d}.

Alors I, est Uintervalle

o 3, ]
n—m+d,....n—m+1°" " 2n—m,....2n+1—m—d,n—m,....,n—m

m — d fois
dans le diagramme de Hasse Hig(m,2n) de 1G(m,2n). De plus
ajéfdé#{1§j§m|/\j>nfm}:d
et .
Hic(m,2n) = |_| 1.
d=0

3. (U’In—l,...,n—&-l—m)Q = qm

On peut supposer que ces résultats vus pour le cas m = 2 (cf §[B.4) et celui
de 1G(3,9) restent valables dans le cas général, ¢’est-a-dire que la conjecture
suivante est vraie :

Conjecture 5.10. 1. Le produit quantique 0p41 n,... n+2—m*0x dans la grass-
mannienne symplectique impaire IG(m,2n + 1) est homogéne de degré q.

2. Soit R
Iy = {U,\ | Ont1m,...n+2—m * Ox est de degré d}.

Alors I; est U'intervalle
[Un—nL+d,...,n—7n+17 U2n+1—m,...,2n+2—m—d,n—m,...,n—m]
—_———
m — d fois

dans le diagramme de Hasse Hig(m2n+1) de IG(m,2n +1), de telle sorte
que

HIG(m,2n+1) = |_| jd-
d=0
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3. Si Uon note, comme a la proposition[5.9 :

HiG(m,2nt2) = |_| I,
d=0

on a Iy = Iy N HiG(m2nt1)-

2 . m
4 On+1,n,...;nt2—m — 4 O1m.

Cette conjecture, si elle s’avére étre vraie, représente un autre exemple des
similitudes entre grassmanniennes symplectiques paires et impaires que nous
nous sommes efforcés de mettre en évidence dans ce travail. En particulier, les
propositions [1.17| et nous ont permis de constater que les présentations de
la cohomologie classique de IG(m, 2n) et de IG(m,2n + 1) revétent des formes
trés semblables. Par ailleurs, les propositions[2.3|et 2.4 ont montré des inclusions
entre les diagrammes de Hasse de ces variétés. Concernant le cas des grassman-
niennes de droites, on a constaté que les formules de Pieri pour la multiplication
par les classes colonnes étaient trés proches (cf § , de méme que celles
pour la multiplication par les classes 0,41, dans IG (2,2n + 1) et 0’;;_17” dans
IG(2,2n + 2) respectivement. Les exemples étudiés dans cette partie suggeérent
que certains de ces résultats devraient étre valides pour m > 2.
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Annexe A

Variétés de Schubert dans la
grassmannienne symplectique

A.1 Quatre indexations des variétés de Schubert

Dans cette partie, on présente quatre indexations différentes pour les variétés
de Schubert de la grassmannienne symplectique IG(m, 2n), et on explique quels
sont les liens entre elles.

A.1.1 Par le groupe de Weyl

On a vu au paragraphe que les espaces homogénes possédent une décom-
position cellulaire appelée décomposition de Bruhat, qui permet d’obtenir une
décomposition additive de leur cohomologie, de la forme

H (G/P,Z)= P Zow.
weW/Wp

Pour décrire les variétés de Schubert de IG(m,2n), on va décrire ’ensemble

WP C W des représentants de longueur minimale des éléments de W/Wp :

WP ={we&,xZ3 | 0<I<mw= (Y1, Ym-i>Zls-Z1 | V15 Unm)
avec Y1 < - < Y1, 21 > 0 > 21,01 < 0 < Unem )y

ol z; = —z; et les y;, z; et v; sont des entiers distincts entre 1 et n.
Enfin, le degré de la classe de Schubert o, associée a

- - P
W= (Y1, Ym—ly Zlye-+r 21 | V1ye- vy Unm) E W
est

l n—1
degol = l(w) = Z(m—i— 1—z)+ Z(m—i—r —vp +d;),

j=1 r=1

ou l(w) est la longueur de wet d, = #{1 <j <1|z <v.}.
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FIGURE A.1 — Paire de partitions

A.1.2 Par les paires de partitions

Par paire de partitions, on entendra une paire a = (af | a’), ot o' est une
partition stricte du rectangle (n —m) xn et o’ une partition stricte du rectangle
m x n, avec la condition of,_, > 1(a’) +1, ot I(a®) désigne le nombre de parts
non nulles de a®. Cette définition est introduite dans [PR96]. On notera P, ,
I’ensemble des paires de partitions. Un exemple est représenté a la figure

Stw = (Y1, Ym—t | Zty---,21 | V1y-+.,Un—m) € &, x ZY, Papplication
w i a = (a'| a®) donnée par

° ozb-:n+1—zj pour 1 <5 </,

J
eal=n+1l-v.+d.pour1<r<mn—-m

définit une bijection entre les éléments de P, ., et ceux de W/Wp.
Le degré de la classe de Schubert o associée a la paire de partitions « est
donné par la formule

l(ab) n—m
degol = |a| := Z oz?Jr Z(affn+m—l+i).
j=1 i=1

Cette notation est utilisée pour écrire la formule de Pieri en fonction des
classes de Chern du fibré tautologique dual (cf théoréme [1.12). En revanche,
elle n’est pas commode lorsque 1’on souhaite exprimer la dualité de Poincaré.

A.1.3 Par les partitions k-strictes

La notion de partition k-stricte est introduite dans [BKT09|. Soit k un entier
positif. Une partition A est dite k-stricte si aucune part plus grande que k n’est
répétée, c’est-a-dire si \; > k implique A\j11 < ;. La figure [A.2] donne un
exemple de partition 2-stricte mais pas 1-stricte.

Soit k = n —m. Les variétés de Schubert de IG(m, 2n) sont indexées par les
partitions k-strictes A contenues dans le rectangle m x (n + k). Notons Q,,
'ensemble de ces partitions. La bijection A — a = (a! | a®) entre Py, et Qpn
est donnée par

oa;?:)\j—kpourlgjgmax{lgigmw\i>k},
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2n—m

FIGURE A.2 — Une partition 2-stricte

eal=k+l—-r+#{1<i<m|N>rtpowrl1<r<n-m

Enfin, le degré de la classe de Schubert o associée a la partition k-stricte
A est simplement la somme des parts de A :

degoy =M\ =D\
j=1

Cette notation est utilisée pour écrire la formule de Pieri en fonction des
classes de Chern du fibré quotient (cf théoréme|l.13)). Elle a également 'avantage
de rendre trés simple le calcul du degré d’une classe de Schubert.

A.1.4 Par les conditions d’incidence

Soit Fy un drapeau isotrope de C?", c’est-a-dire un drapeau complet Fy, = (0 =
Fy C Fy C -+ C Fy, = C?) tel que F,f-_,t- = Fpy; pour tout 0 < ¢ < n.
Pour faire le lien avec les définitions précédentes, notons que les sous-groupes
de Borel de Sp,,, sont en bijection avec les drapeaux isotropes de C?". Soit P =
(p1; ..., pm) un m-uplet d’entiers admissibles, c’est-a-dire tels que p;+p; # 2n+1
pour tous 1 < 4,5 < 2n. On note Z,, ,, 'ensemble de ces m-uplets. La variété
de Schubert associée au drapeau F, et aux conditions d’incidence P est définie
par :
Xp(Fo) ={X €IG(m,2n) | dim(X N F,,) > i}.

La bijection P +— A entre Z,, , et Q,, , est donnée par
)\j =n+k+1—pj+#{i<j |pi+pj >2n+1}

pour 1 <75 <m.

On verra que 'avantage de cette notation est qu’elle permet d’exprimer trés
facilement la dualité de Poincaré. En revanche, il n’est pas évident de calculer
le degré d’une classe de Schubert avec cette écriture.

A.2 Dualité de Poincaré

Dans cette partie, on expose la dualité de Poincaré pour certaines des écritures
précédentes (la dualité de Poincaré étant trés peu commode & exprimer avec
Pécriture en paires de partitions, on ne donnera pas de formule pour ce cas).
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A.2.1 Pour les éléments du groupe de Weyl

Notons wq ’élément de longueur maximale de W. On a vu au paragraphe
que la classe duale associée a une classe o, pour w € W¥ (ot W7 est ’ensemble
des représentants de longueur minimale de W/Wp décrit au début de la partie
est la classe o,v, oit w¥ € W est le représentant de longueur minimale
de la classe de wow dans W/Wp. Si 'on note

w= (< <Ym, 2 < <Z1 v < < Vpom),
on a alors

w =< <2y < <Yy v < < Vnem)-

A.2.2 Pour les partitions k-strictes

Soit A € Q. une partition k-stricte (k = n — m). La partition duale \V est
définie par

A1 =2k +1 =X+ #{i<jl N+ <2k+j—i}
+#{I>F| N+ >2k+5— i}

Elle est encore k-stricte, et on a

/ X3] - (X, = G
IG(m,2n)

Il existe également une description plus visuelle de la dualité de Poincaré pour
les partitions k-strictes dans [BKT09], § 4.4.

A.2.3 Pour les conditions d’incidence

Soient F, un drapeau isotrope de C?" et P = (py,...,pm) € Zm,n un ensemble
de conditions d’incidence. On définit I'ensemble dual PV = (p{,...,p,,) par
p}/ =2n+1—ppi1—j. Si Q est un autre élément de Z,,,, et Go un drapeau
isotrope en position générale avec F,, on a

/ [Xp(F)] - [Xo(Ga)] = do.pv.
IG(m,2n)

A.3 Régle de Pieri

Dans cette partie, on introduit les notions combinatoires qui sont nécessaires
pour comprendre les deux régles de Pieri classiques énoncées au paragraphe

L3I

A.3.1 En fonction des classes oy~

La régle de Pieri classique pour les classes colonnes (cf proposition deé-
montrée par Pragacz et Ratajski dans [PR96] utilise 'indexation des variétés de
Schubert par les paires de partitions présentée au paragraphe [A-1.2] La notion
fondamentale est celle de paires compatibles (cf définition , mais pour pou-
voir I'introduire, on a tout d’abord besoin de quelques définitions et notations
concernant les paires de partitions :
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Définition A.1. Dans la suite du paragraphe, on représente une paire de par-
titions A = (A* | A?) sous la forme d'un diagramme Dy = D% U DY contenu dans
le carré n x n tel que :

e D! est composé de (n—m) lignes de longueur \!,..., \f,_  ayant chacune
leur extrémité gauche dans la premiére colonne;
° Dl)’\ est composé de [(\?) lignes de longueur X8, ..., )‘?()\b) décalées, c’est-a-

dire que la premiére ligne a son extrémité gauche dans la premiére colonne,
la deuxiéme dans la deuxiéme colonne, etc, comme & la figure [A1]

Soient [y < Iy ; on dit que la ligne L; de Dy d’indice I; est située en haut a
droite de la ligne Lo d’indice ls si

e la case la plus a gauche de Lo est située a gauche (au sens large) de la case
la plus a gauche de L ;

e la case la plus a droite de Lo est située a gauche (au sens large) de la case
la plus & droite de Lj.

On note alors Ly < Ly. On dit que deux cases sont adjacentes si elles ont un
cOté en commun. On introduit maintenant les définitions principales :

e Une bande quasi-horizontale est un ensemble de cases a lignes et colonnes
connexes tel que les lignes soient totalement ordonnées pour <, comme &

la figure [A73);

e Une bande horizontale est une bande quasi-horizontale qui ne posséde pas
plus d’une case & chaque colonne ;

e Une composante est une bande quasi-horizontale connexe.

e L’excroissance d'une composante C est la réunion, sur les lignes L de C,
des cases de C situées strictement en bas & droite de la case la plus a
gauche de L, comme a la figure [A-4]

Considérons maintenant deux paires de partitions A et u, que 'on représente
dans le méme carré n x n.

e Par ligne, sauf indication contraire, on entend une ligne de la partition du
haut A\!; sa A-part (respectivement sa u-part) est son intersection avec Dﬁ\
(respectivement avec DJ,).

e On dit qu’une case t de la partition du haut est au-dessus d’une case b de
la partition du bas si elles sont dans la méme colonne. Inversement, b est
au-dessous de t.

e Une ligne est dite exceptionnelle si sa A-part contient strictement sa p-
part.

e Par composante on entend une composante de D, \ DY ; une composante
FE est dite extrémale s’il existe un entier 7 tel que E posséde une case a la
ligne 7 et & la colonne i de la partition du bas.

e On appelle (1 \ A)-cases les cases de D}, \ D§.
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FIGURE A.3 — Exemples de bandes quasi-horizontales

T

FIGURE A.4 — Exemples d’excroissance (en gris)

Définition A.2 (Paires compatibles). La paire de partitions p est compatible
avec \ si les conditions suivantes sont vérifiées :

(Cd.1) Db > DY, et Db\ D} est une bande quasi horizontale ; DY, \ DY est une
bande horizontale & lignes deux a deux disjointes.

(Cd.2) La A-part d’au plus une ligne s’arréte au-dessus d’une composante don-
née (de DZ \ D}). Si la A-part d’une ligne s’arréte au-dessus d’une
composante, on dit que la ligne et la composante sont reliées. Une com-
posante qui est reliée & une certaine ligne est dite reliée. De méme,
une ligne qui est reliée & une certaine composante est dite reliée. La
composante extrémale n’est jamais reliée.

(Cd.3) Toute ligne exceptionnelle est reliée & une composante au-dessus de
laquelle s’arréte la p-part de cette ligne.

(Cd.4) Siune (p\ A)-case est au-dessus d’une composante, alors cette compo-
sante n’est ni extrémale, ni reliée, et cette case est au-dessus de la case
la plus & gauche de cette composante.

(Cd.5) Une excroissance ne peut apparaitre que dans une composante reliée,
sous la A-part de la ligne reliée; aucune case de la p-part de la ligne
reliée ne se trouve au-dessus de I’excroissance.

Finalement, si A € P,, ,, est une paire de partitions admissible et 1 une paire
compatible avec A, on définit Pentier e(A, 1) comme le cardinal de ensemble
des composantes qui ne sont ni reliées, ni extrémales, et n’ont pas de (u\ \)-case
au-dessus d’elles. Cet entier intervient dans le calcul de la multiplicité pour la

régle de Pieri

A.3.2 En fonction des classes o,

La régle de Pieri en fonction des classes o;f (cf démontrée dans [BKT09|
utilise l'indexation des classes de Schubert par les partitions k-strictes (k :=n—
m) exposée au paragraphe On introduit ici les définitions combinatoires
permettant d’énoncer précisément ce résultat.
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Définition A.3. 1. Soit A une partition k-stricte. Une case de A située a la
ligne [ et a la colonne c est dite k-reliée a la case (I’,¢) si

le—k—1+1l=|d —k—1]+1.

2. Si A C pu, le diagramme gauche p \ A est appellé une bande horizontale
(respectivement une bande verticale) si elle posséde au plus une case par
colonne (respectivement par ligne).

3. Soient A et p deux partitions k-strictes. On note A — p si p peut étre
obtenue en enlevant une bande verticale parmi les k& premiéres colonnes
de A et en ajoutant une bande horizontale au résultat, de telle sorte que :

(a) sil’une des k premiéres colonnes de p posséde autant de cases que la
méme colonne de A, alors la case du bas de cette colonne est k-reliée
a au plus une case de p\ A;

(b) si 'une des k premiéres colonnes de p posséde strictement moins de
cases que la méme colonne de A, alors les cases enlevées ainsi que la
case du bas de cette colonne doivent chacune étre k-reliées a exacte-
ment une case de p\ A ; de plus, les cases de p\ A ainsi définies doivent
toutes étre dans la méme ligne.

Si A — u, notons A Pensemble des cases de p\ A situées entre les colonnes k + 1
a n qui ne sont pas mentionnées dans les conditions [3a] et On définit alors
le nombre N (), 1) de composantes connexes de A qui ne possédent pas de case
a la colonne k + 1. Ce nombre intervient dans I’énoncé du théoréme Ici,
contrairement au paragraphe précédent, on dit que deux cases sont adjacentes
si elles partagent au moins un sommet.
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Annexe B

Involution quantique et
décomposition en P-orbites

Dans [CMPQ9], Chaput, Manivel et Perrin ont prouvé une formule (cf théoréme
ci-dessous) donnant, pour un espace homogéne G/P, le produit quantique
par des classes de Schubert particuliéres associées aux poids cominuscules. Ces
classes correspondent également aux éléments de I'image de la représentation
de Seidel m; (G*) = QA*(G/P);; ., ou G* = G/Z(G) et QA*(G/P);S .. désigne
lensemble des éléments inversibles de QA*(G/P) localisé en les paramétres
quantiques. La preuve de cette formule utilise la comparaison entre la coho-
mologie quantique d’un espace homogéne et ’homologie de la grassmannienne
affine correspondante mentionnée au paragraphe

A la partie nous allons faire le lien entre cette formule et la décom-
position en Pr-orbites, ou P; est le sous-groupe parabolique correspondant a
un poids cominuscule. Un poids w est dit cominuscule s’il est minuscule pour
le systéme de racines dual (en types ADE, les deux notions sont donc équiva-
lentes). D’une description précise des orbites paraboliques, on déduira a la partie
une décomposition du diagramme de Hasse des grassmanniennes. En types
A, B, C et D, on décrira cette décomposition de maniére explicite. Enfin, on
verra & la partie[B.4] comment obtenir, par une méthode différente, des résultats
analogues pour la grassmannienne symplectique impaire de droites.

Soit G un groupe algébrique semi-simple. On considére X = G/Pj un es-
pace homogéne, ot Pj est un sous-groupe parabolique standard. Dans ce qui
suit, on supposera que Pj est un parabolique maximal, c’est-a-dire que J est le
complémentaire d’un singleton, méme si le théoréme |[B.1|est vrai dans un cadre
plus large. Soit Z le sous-ensemble des sommets du diagramme de Dynkin de G
correspondant aux poids cominuscules. Pour simplifier les notations, on identi-
fiera les sommets du diagramme de Dynkin a leur indexation dans la notation
de Bourbaki (cf [Bou68]). Si i € Z, soit v; le plus petit élément du groupe de
Weyl W de G tel que v;w;” = wow,’, ot w;” est le i-éme copoids fondamental et
wy est ’élément de longueur maximale de W. Le produit quantique dans X par
la classe de Schubert o,, associé a v; est alors donné par la formule suivante :

Théoréme B.1 ([CMPQ9], théoréme 1). Pour tout w € W/Wy, ou Wy est le
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groupe de Weyl de Py et pour touti € Z, on a

Oy, * Oy = qn‘](wlyiw_l(wly))o—vmua
ouny QY = QV/QY = Z est la surjection naturelle de l’ensemble Q" des
coracines de G vers le quotient de QY par le sous-ensemble QY des coracines de

Py, qui est de rang 1.

Notons §(w) = ny(wy — w1 (w))). Dans la suite, on va montrer que les

ensembles sur lesquels lentier §(w) est constant correspondent a des orbites
paraboliques dans X.

On commence tout d’abord par rappeler & quoi correspondent les poids co-
minuscules et les classes de Schubert o, pour les grassmanniennes de types A,
B, C et D. Dans la derniére colonne du tableau ci-dessous, les classes de Schu-
bert de la grassmannienne usuelle sont indexées par des partitions et celles des
grassmanniennes isotropes par des partitions (n—m)-strictes (cf annexe . No-
tons qu’en type D, le cas m = n—1 ne correspond pas & une grassmannienne (le
groupe de Picard de la variété correspondante étant de rang 2) ; par conséquent
on ne le traitera pas ici.

] Type \ X \ wj \ O,
A G(m,n) wi (1<i<m) on—m,...,.n—m
1 fois
wi (m<i<n—=1)| op_j  n_j
m_fois
B 0OG(m,2n+1) w1 O2n—m
C IG(m,2n) W, On,n—1,...,n—m+1
D 0G(m,2n) (m<n-—1) w1 Oom—1—m
wWn_1 (m pair) On—1,n-2,...n—m,0
Wn, (m pair) On—1,n—2,....n—m
Wn—1 (m impair) On—1,n—2,...n—m
Wn, (m impail") On—1,n-2,...,n—m,0
OG(n,2n) w1 On—1
wn—1 (n pair) On—2n-3,..,1
wy, (n pair) On—1,n-2,..,1
wWn—1 (n impair) On—1m-2,...1
wy, (n impair) On—2n—3,..1

A Taide du tableau ci-dessus et du théoréme on remarque en particulier
qu'en type C,ona o7, 1 . 1 = ¢". Ce résultat a été mentionné dans la
proposition [5.9]

A la partie[B.1] on va décrire les orbites paraboliques dans les espaces homo-
génes avant d’expliquer & la partie leur lien avec les ensembles sur lesquels
ns(wy —w™H(w))) est constant.

B.1 Orbites paraboliques
Soit X = G/Pj; un espace homogene, ou G est un groupe algébrique semi-

simple et P; un sous-groupe parabolique standard. Soit P; un autre sous-groupe
parabolique standard associé & un poids cominuscule. Les Pr-orbites dans X sont
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indexées par les éléments de W \W/W;, oi W est le groupe de Weyl associé
a G, Wy et Wy correspondant 4 P; et P;. Notons WY C W l’ensemble des
représentants de longueur minimale des éléments de W/W .

On notera R* les racines positives de G, R;“ et Rj celles de Py et Py, R~
les racines négatives de G et

Lj(w):= {OLGR+\R}_|U}(OL) € Rf},

de telle sorte que Iy (w) = #L j(w) soit la longueur d’un représentant de longueur
minimal de w dans W/W;. De plus, on note A ’ensemble des racines simples
de W, A; ’'ensemble des racines simples de W.

Soit & C W la double classe associée a I'élément w € W \W/W ;. La P;-
orbite correspondante est alors

O = U Cyw C X,

w' eENWJ

ou Cy est la cellule de Schubert de X associée & w’ (cf [Mit0§]). La variété X
est réunion des Pr-orbites :
X = | ] Oup.

weW\W/W;

Pour mieux comprendre la géométrie des Pr-orbites, on utilise deux résul-
tats : la proposition[B:2} qui décrit la structure des ensembles indexant les orbites
paraboliques dans le groupe de Weyl de G, et le théoréme [B:3] qui montre que
les orbites paraboliques sont isomorphes & des fibrés vectoriels sur des variétés
de drapeaux généralisées.

Enongons tout d’abord le premier résultat, qui fait ’objet d’un exercice dans
[Bou68|, chapite 4, § 1 :

Proposition B.2. Soit £ la double classe associée & w € W \W/W ;. Alors
E contient un unique €lément Wpn de longueur minimale, et un unique €lé-
ment Winap de longueur mazimale. De plus, Uensemble € N W est Uintervalle
[Wonin, Wmaz] pour Uordre de Bruhat dans W7, ou I’on note Wi, Wmaz € W7
les représentants de longueur minimale de [Wpmin], [Wmaz) € W/ W

Démonstration. On donne ici une preuve géométrique. Soit O une Pr-orbite.
Alors son adhérence est une variété de Schubert X, ... Par conséquent, toute
double classe &€ = WiwW; admet un unique élément de longueur maximale
Wmaz- De méme, la double classe £ := Wyw ™ 'W; admet un unique élément de
longueur maximale, qui correspond & un unique élément de longueur minimale
Wyin pour &E.

Montrons maintenant que & N W+ est I'intervalle [@in, Wiae]. Pour cela,
considérons O la Pr-orbite associée a £. La cellule de Schubert Cy, ;. est conte-
nue dans toutes les cellules C,s pour w’ € ENW. Le bord O\ O est fermé,
donc c’est une réunion de variétés de Schubert X,,, et on peut écrire :

o0 |x..
=1

pour certains w; € WY, Soit C,, une cellule de Schubert contenue dans O =
Xw,,,, (ce qui équivaut & w’' € [1,Wpae]). Alors Cy € O équivaut & Cyr & Xy,
pour tout 1 <i < r; c’est-a-dire & w’ ¢ [1,w;] pour tout 1 < i < r.
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En particulier, Win € [1, Wmas) \ U, [1, w;]. Considérons maintenant w’ €
[Wimin, Wimagz)- S'il existait un i tel que w’ € [1,w;], alors on aurait Wy, € [1, w],
ce qui est exclus. Par conséquent, w' € [1, W] \ Ui_;[1, w;], ¢’est-a-dire que
w' € ENWY, d’ot finalement €N W7 = [Wonin, Wimaz)- O

On déduit en particulier de cette proposition que les orbites paraboliques
sont donc indexées par des intervalles.

Pour énoncer le second résultat, on remarque qu’a 'unique élément wp,y,
de longueur minimale d’une Pj-orbite O est associé un ensemble K, .
{8 el w;ﬁnswmm eJ } On note alors @, le sous-groupe parabolique du
facteur de Levi L; de Pr associé a I’ensemble de sommets K, , . Enfin, V,,
est une représentation de @, , définie dans [Mit0§|, que I’on n’explicitera pas

car elle ne joue aucun role dans ce texte.

min

Théoréme B.3 ([Per(2], proposition 5 et section 2.1). L’orbite O
morphe a Uespace total du fibré vectoriel Ly Xq,, . Vi,
drapeauz généralisée Li/Qu,, ., -

Wonin €ST 180-
sur la variété de

Une conséquence est que la cohomologie et 'anneau de Chow des orbites
paraboliques sont isomorphes a ceux des variétés de drapeaux L;/Q.,,,, (cf
|[Fulg4], chapitre 3). Ceci nous permettra de trouver des décompositions du dia-
gramme de Hasse des espaces homogénes au paragraphe [B:3] Géométriquement,
les orbites paraboliques sont décrites par la position relative de leurs éléments
par rapport & un espace associé au poids cominuscule considéré.

Commencgons par décrire précisément les orbites paraboliques associées aux
poids cominuscules en types A, B, C et D. Notons que dans chaque cas, les
arguments utilisés sont trés similaires. On les exposera donc en détail seulement
en type C (car c’est le cas dont on s’inspirera pour étudier IG (2,2n + 1)), et
dans les autres cas, on se contentera de donner les résultats. D’une maniére
générale, dans cette partie, on représentera les éléments du groupe de Weyl
comme des permutations (en type A) ou des permutations signées (en type B,
C ou D).

Type C. Le seul poids cominuscule est w,, et X est la grassmannienne sym-
plectique IG(m,2n). Notons I = {1,...,n—1} et J = {1...,n}\ {m}. On
remarque facilement grace a 'action a gauche de W; = G,, et a I’action a droite
de W; =6, X (Gn,m X Zg*m) que tout représentant de longueur minimale
d’un élément de W \W/W; est de la forme

(I<--<lm<n—T--<n+l+l-ml|l+l<---<n—-m+l),
ol @ := —a. Les Pr-orbites sont donc caractérisées par 1’entier
d(w) = #{1<j <m|w(j) <0},
Par conséquent, la Pr-orbite O, est
Oq ={X €1G(m,2n) | dm(ENE,) =d}.
De plus, ’élément de longueur minimale de la Pr-orbite Oy est

wg=(1<---<m-dn<n—-1<--<n+l-d|m-d+1<---<n-d).
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Calculons maintenant K,,,. On trouve

sisil<li<m-d-1,

t—dm+1 81l =m —d,
w;lslwdz Siqasim—d+1<I<n—-d-1,

tmpn sil=n—d,

Sman—d—1sin—d+1<1<n—1,

ou t; ; désigne la transposition qui échange 7 et j, et s; = ¢; ;41. Par conséquent
Ky, =[1,...,n]\ {m —d,n —d}, donc L;/Q.,, est la variété de drapeaux a
deux crans (de type A) F(m —d,n — d;n).

Type A. Soit w; un poids cominuscule. L’espace homogéne X est la grassman-
nienne usuelle G(m, n). Notons J = {1,...,n—1}\{m}et I ={1,...,n —1}\
{¢}. On peut montrer qu’il y a deux cas, selon que 1 <i<moum <i<n:

e Sil<i<m,ilyai+1 Pj-orbites, notées Oy pour 0 < d < i. L’orbite
parabolique Oy est un fibré vectoriel sur le produit de grassmanniennes
G(i —d,i) x G(m +d —i,n — 7). De plus, si I'on note £, la double classe
associée a I'orbite parabolique g4, alors pour tout w € W7, w € &y si et
seulement si d = d(w), ot d(w) :=i—# {1 <l <m|w() <i}. Enfin :

Og={ZeGm,n) |dm(ENE,_;) =m+d—i}.

e Sim < i< n-11iy an—1i+ 1 Pr-orbites, notées Oy pour 0 <
d < n —i. L’orbite parabolique Q4 est un fibré vectoriel sur le produit de
grassmanniennes G(m—d, i) X G(d,n—1). De plus, si ’on note &; la double
classe associée & 'orbite parabolique Oy, alors pour tout w € W7/, w € &
si et seulement si d = d(w), ou d(w) == m — #{1 <l <m]|w(l) <i}.
Enfin :

Oq={X e G(m,n) |dm(ENE,_;) =d}.

Type B. Le seul poids cominuscule est wq, et X est la grassmannienne ortho-
gonale OG(m,2n + 1). Notons I = {2,...,n} et J ={1,...,n} \{m}. Il y a
deux cas, selon que m < noum =mn:

e Si m < n, on peut montrer qu’il y a trois Pj-orbites, notées Oy pour
0 < d < 2. Les orbites paraboliques Oq et O5 sont des fibrés vectoriels sur
la grassmannienne orthogonale OG(m — 1,2n — 1), tandis que O; est un
fibré au-dessus de OG(m, 2n — 1). De plus, les doubles classes £; associées

sont :
E={weW/W;|w()=1},
Ei={weW/W;|wim+1)=1},
E={weW/W; |wim)=-1}.
Enfin :

Oy ={2€0G(m,2n+1) |2 ¢ E,_1},
O ={2€0G(m,2n+1) | S C E,_1 et X D E1},
O, ={X€0G(m,2n+1) | XD E1}.
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Sim = n, on peut montrer qu’il y a deux Pr-orbites, notées Qg et O1, qui
sont isomorphes & des fibrés vectoriels sur la grassmannienne orthogonale
OG(n — 1,2n — 1). De plus, si 'on note & l'ensemble indexant I'orbite
parabolique Oy, alors :

50 :{wE W/WJ | w(l) = 1},
51 :{’LUG W/W]|w(n) :—].}.

Enfin :

Oy={2e€0G(n,2n+1)|% 5 E1},
Olz{EEOG(n,2n+1)|EDE1}.

Type D. Supposons tout d’abord m < n—1, de telle sorte que X = OG(m, 2n).
En type D, rappelons que les éléments de W+ sont des permutations signées
avec un nombre pair de signes moins, de la forme

w = (a1 < L gy 0y <<y | < < cn,m,l,(—l)lcn,m),

ol Cpy—m > Cp—m—1 €t 0 <1 < m. De plus, il y a trois poids cominuscules : wq,
Wn_1 et wy. Décrivons les orbites paraboliques dans chacune de ces situations :

e Pour le cas de wq, notons I = {2,...,n}. Il y a trois Pr-orbites, notées
O4 pour 0 < d < 2. Les orbites Oy et Oy sont des fibrés vectoriels sur
la grassmannienne orthogonale OG(m — 1,2n — 2), tandis que O; est un
fibré au-dessus de OG(m,2n —2). De plus, les doubles classes £; associées
sont :

& ={weW/W;|w(l) =1},
Er={weW/W;|wim+1) =1},
E ={weW/W;|wim)=—-1}.

Enfin :

Oy ={Xe€0G(m,2n) | X ¢ E,_1},
O, = {E S OG(m,Zn) ‘ YYXCE,_1etX z E1}7
0Oy ={X € 0G(m,2n) | XD E1}.

Traitons maintenant le cas de w, (celui de w,_1 étant similaire). Notons
I'={1,...,n—1}. 1y a m + 1 Pr-orbites, notées O4 pour 0 < d < m.
L’orbite Oy est un fibré vectoriel sur la variété de drapeaux & deux crans
F(m — d,n — d;n). De plus, si on note &; la double classe associée a
Oy, alors pour tout w € W/Wj;, w € &4 si et seulement si d = d(w), ou
dw) :=#{1 <l <m]|w(l) <0}. Enfin :

Oq={X € OG(m,2n) | dim(XNE,) =d}.

Supposons finalement m = n. La variété X est alors la grassmannienne

isotrope maximale OG(n,2n) = OG(n — 1,2n — 1). Par conséquent, le cas de
w1 a déja été traité dans le paragraphe précédent. Il nous reste & déterminer les
orbites paraboliques pour les cas de w,,_1 et de w,. On doit également distinguer
le cas ot n est pair du cas ot il est impair :
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e Sin = 2r est pair et que ’on considére le poids w,, il y a (r+1) Pr-orbites,
notées Oy pour 0 < d < r. De plus, l'orbite Oy est un fibré vectoriel sur
la grassmannienne G(2d, n). Enfin, si 'on note &; ’ensemble indexant Oy,
alors pour tout w € W/Wy;, w € &y si et seulement si d = d(w), ou
d(w) == 1# {1 <1 <n|w(l) <0}.

e Sin = 2r est pair et que I'on considére le poids w,,_1, il y a r Pr-orbites.
L’orbite Q4 est cette fois un fibré vectoriel sur G(2d + 1,n), et EgN W7
est ’ensemble des éléments de la forme

w:(a1<~~<an_l,gl<-~-<51),
avecl =2d et by <noul=2d+2et by =n.

e Sin =2r+1 et que lon considére le poids wy, il y a (r + 1) Pr-orbites.
L’orbite O est toujours un fibré vectoriel sur G(2d +1,n), et EgNW7 est
I’ensemble des éléments de la forme

’LUZ(a1<---<CLn_l,Bl<"'<b1)7
avecl=2d et by <noul=2d+2et b =n.

e Enfin, si n = 2r + 1 et que l'on considére le poids w,_1, il y a & nouveau
(r41) Pr-orbites. L’orbite O, est un fibré vectoriel sur la grassmannienne
G(2d,n). De plus, pour tout w € W/Wy;, w € &y si et seulement si d =
d(w), ott d(w) := 3# {1 <1< n|w() <0}.

Résumons maintenant les résultats obtenus :

Proposition B.4. 1. En type A, si 1 < i < n—m, i y a min(i,m) + 1
Pr-orbites, notées Oy pour 0 < d < min(i,m), et Oy est Uespace total
d’un fibré vectoriel sur le produit de grassmanniennes G(min(i, m)—d, i) X
G(m—+d—min(i,m),n—i). Sin—m <i<n-—1, iy amin(n—i,n—m)+1
Pr-orbites, notées Oq pour 0 < d < min(n —i,n —m), et Oq est l’espace
total d’un fibré vectoriel sur le produit de grassmanniennes G(min(n —
i,n—m)—d,n—1i) x G(n —m+d—min(n —i,n —m),i).

2. En type B, la grassmannienne orthogonale OG(m,2n+1) avec m < n pos-
sede trois orbites paraboliques associées au poids wi, isomorphes a l’espace
total de fibrés vectoriels au-dessus de OG(m—1,2n—1) ou OG(m,2n—1).

3. En type C, la grassmannienne symplectique 1G(m,2n) posséde m + 1 or-
bites paraboliques associées au poids wy, notées Og pour 0 < d < m, et
Oy est lespace total d’un fibré vectoriel sur la variété de drapeaur & deux
crans F(m — d,n — d;n).

4. En type D, la grassmannienne orthogonale OG(m,2n) avec m < n —
1 posséde trois orbites paraboliques associées au poids wy, isomorphes a
Pespace total de fibrés vectoriels au-dessus de OG(m—1,2n—2) ou OG(m—
1,2n — 2). Elle posséde m + 1 orbites paraboliques associées au poids wy,
(et de méme pour le poids wp_1), notées Og pour 0 < d < m, et Oy est
lespace total d’un fibré vectoriel sur la variété de drapeaux & deux crans
F(m —d,n—d;n).
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5. En type B ou D, la grassmannienne orthogonale mazimale OG(n—1,2n—
1) 2 OG(n,2n) posseéde deuz orbites paraboliques associées au poids wy,
isomorphes a l'espace total de fibrés vectoriels au-dessus de OG(n—1,2n—
2). Sin est pair, elle posséde G + 1 orbites paraboliques associées au poids

wp, notées Og pour 0 < d < 3, et Oy est lespace total d’un fibré vectoriel

sur la grassmannienne G(2d,n). Elle posséde également % orbites para-
boliques associées au poids w,—1, notées Og pour 0 < d < 5 —1, et Oq

est l'espace total d’un fibré vectoriel sur la grassmannienne G(2d + 1,n).

Enfin, si n est impair, elle posséde "TH orbites paraboliques associées au

poids wy, notées Oq pour 0 < d < 5, et Og est l'espace total d’un fibré

vectoriel sur la grassmannienne G(2d + 1,n). Elle posséde également "T'H

orbites paraboliques associées au poids wy, 1, notées Oq pour 0 < d < 5, et

Oy est Uespace total d’un fibré vectoriel sur la grassmannienne G(2d,n).

B.2 Lien entre Pj-orbites et produit quantique

Dans cette partie, on va faire le lien entre le théoréme et les orbites parabo-
liques. Plus précisément, on va montrer que les lieux sur lesquels le degré §(w)
(défini dans U'introduction de annexe) est constant correspondent exactement
aux ensembles &; indexant les Pj-orbites. Cela signifie que pour tout w € W+,
d(w) est égal a entier d(w) introduit pour chacun des types A, B, C et D a la
partie précédente.

d(w) est constant sur les Pr-orbites. On commence d’abord par montrer
que d(w) est constant pour tout w € £ := Wiwpmin Wy, out I correspond a un
poids cominuscule et wyy,;, est 'unique élément de longueur minimale de £. Pour
cela, montrons que pour tout w € &, on a §(w) = §(Wmin)-

En effet, d’aprés la proposition [B:2] tout w € £ admet une écriture réduite
de la forme w = wrwpinwy, ot wy € Wi et wy € Wy. On a donc §(w) =
S(wrwminwy). Or sil #1i, on a

Sl(wzy) = w’Ly - (O‘lvwzv)alv = wzyv
d’ou
wi (W) = w'. (B.1)

1

Soit maintenant e := 1, (w,,;, (w;’)). Alors par définition de 7,

—1 (VY _  V 2 : v
Winin (wi ) = ey, + cpap7
pF#EM
ol les ¢, sont certains coefficients. Or si I # m, on a
) v v

m) = Q. f(al,axq)ozl.

si(a ;

De méme, pour p # m et | # p,m,

etsip£Emetl=p:



Par conséquent, on en déduit que si 'on applique s; pour [ # m, le coefficient
de a, ne change pas. On conclut donc que 7y (w; w;} wY) = n; (w,1,wy).

En utilisant I’équation (B.1)), on en déduit le résultat cherché :

ny(wy tw b wrtw)) =0y (w1,w)).

d(w) change lorsqu’on change de P;-orbite. Soit
Iy :={weW’|jw)=d},

ot 'on a choisi un d pour lequel cet ensemble est non vide. On a démon-
tré au paragraphe précédent que c’est une réunion d’ensembles de la forme
E = Wiwmin Wy indexant les Pr-orbites. Supposons que I; contienne deux tels
ensembles distincts £ et £’. Alors comme I est un intervalle, quitte & échanger
Eet & il existe w € € et w' € &' tels que w — w' (c’est-a-dire que w’ est un
successeur de w pour l'ordre de Bruhat dans W/Wj).

Dans la situation présente, comme w — w’ et que w et w’ ne correspondent
pas & la méme Pr-orbite, on a w’ = s,,w pour une certaine racine positive
ap € RY\ (R} UR]). En effet, si « € RF, on a [w] = [s,w] dans W/W),
et si a € R}r, la réflexion s, ne fait pas changer de Pj-orbite. On a de plus
lJ(’LU/) = l](’w) + 1.

Il existe By € RT \ R} tel que w(By) = ap. En effet, si ce n’était pas le
cas, alors pour tout @ € Lj(w'), on aurait s, w(a) € R~ et w(a) # ag, d’on
w(a) € R™, et donc @ € Lyj(w). On en déduirait I;(w') < I;(w), ce qui est
absurde.

Calculons maintenant §(w’) :

S(w') =0y (W) — w50, (w)")) = 8(w) + (a0, )ns (w™ag) -

Comme ag € R\ R}, on a (ag,w)) > 0. De plus, w(By) = ap implique
w™Hag) = By, et ns(Bo) > 0 car By € RT\ R}. D’ott finalement §(w’) > §(w),
ce qui contredit ’hypothése selon laquelle w et w’ sont tous deux dans I.

Par conséquent, I; est une Pj-orbite.

B.3 Décomposition du diagramme de Hasse

Dans [CMPQT7], Chaput, Manivel et Perrin relient le produit quantique par la
classe du point dans les variétés minuscules & une décomposition de leur dia-
gramme de Hasse. Les résultats ci-dessus nous permettent de trouver des dé-
compositions similaires dans le cas non minuscule, correspondant au produit
quantique par les classes de Schubert o,, associées aux poids cominuscules. Si,
dans cette partie, on ne décrit explicitement que le cas des grassmanniennes
classiques (types A, B, C et D), la méme méthode fonctionne pour les autres
espaces homogénes, avec simplement une combinatoire plus compliquée.

Considérons O une orbite parabolique de X. C’est la réunion des variétés
de Schubert X,, C X pour tout w dans un certain ensemble £. Rappelons que
d’apres la proposition [B:2] 'ensemble £ est un intervalle pour l'ordre de Bruhat
dans W/W;. On note donc € = [Wpmin, Wmaz). D’aprés le théoréme O est
un fibré vectoriel au-dessus de la variété de drapeaux F := L;/Q.,, ;. -

On donne ici un résultat faisant le lien entre les diagrammes de Hasse de
lorbite parabolique O et de la variété de drapeaux F :
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Proposition B.5. Soient v : O — F la fibration, i : O — X Uinclusion
naturelle et h la classe hyperplane de X . Alors :

1. Il existe une classe h' € A*(F) telle que i*h = ¢*h';

2. Le diagramme de Hasse de O est isomorphe au diagramme de la multipli-
cation par la classe h' dans F.

Démonstration. 1. Pour démontrer le premier point, il suffit de constater que
i*h € AY(O) =2 AL(F), donc il existe i’ € AY(F) tel que i*h = *}'.

2. Soit ¢ I'isomorphisme € N WY — WF, ot W est I’ensemble des repré-
sentants de longueur minimale de Wy, /Wq,, . Cette application nous
donne une correspondance entre les sommets du diagramme de Hasse de
O et ceux du diagramme de la multiplication par la classe i’ dans F.

On étudie maintenant la correspondance entre les arétes de ces deux dia-
grammes. Supposons que

Vo] UK =" a,[Y],

ou Y, désigne la variété de Schubert de F' associée a 1’élément v. Ceci si-
gnifie qu’une section hyperplane générale de Y, est rationnellement équi-
valente & la réunion des Y, avec multiplicités a,. or I'image inverse par
Y de Y, dans O est X4,y N O pour un certain ¢(v) (on note X, la va-
riété de Schubert de X associée a 1’élément «). Par conséquent, une section
Xpw)NONh est rationnellement équivalente a la réunion des Xg,) NONhA
avec les multiplicités a,. Si ’'on considére ’adhérence dans O, on en dé-
duit que Xg(,)caph est rationnellement équivalente & la somme des X,
avec les multiplicités a,, plus une classe supportée dans le bord O \ O.
Or une telle classe est rationnellement équivalente & une somme de varié-
tés de Schubert incluses dans O \ O, avec certaines multiplicités. Cette
équivalence rationnelle reste valable dans tout X = G/P;. Finalement, on
remarque que la contribution du bord apparait en dehors de 'intervalle
défini par I'orbite parabolique O, d’ott finalement l'isomorphisme entre le
diagramme de Hasse de O et le diagramme de la multiplication par la
classe h' dans F. O

Dans ce qui suit, on explicite, pour chacune des grassmanniennes de type A,
B, C et D et chacun des poids cominuscules, les applications ¢ et 1 ainsi que
I'élément ' € AL(F). On verra qu’on a en fait i*h = r*H, oit H est la somme
des diviseurs de Schubert et » > 1 un entier. Si on note Hp le diagramme de
Hasse de O et Hp le diagramme de la mutiplication par H dans F', on verra
que Ho est isomorphe & Hp avec la multiplicité des arétes multipliée par r. On
décrira également les arétes entre les orbites paraboliques a ’aide de la formule
de Chevalley pour les espaces homogenes, démontrée dans [Che94].

Pour énoncer cette formule, on reprend les notations précédentes, et on pose
pour tout o € RT, pour tout 8 € A\ Ay :

(8,8)

(@)’

avec cq g le coefficient de 8 dans la décomposition de a en somme de racines
simples. On a alors le

ha(B) == ca,p
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Théoréme B.6. Soient B € A\ Ay et w e W7, Alors :

Osy Uy = Z ha(8)0s,w-

acR*
li(sqw)=ly(w)+1

Type C. Dans ce paragraphe, notons Oy une Pj-orbite associée a I'unique
poids cominuscule w,, & la double classe correspondante et Fy = Lj/Qu,
la variété de drapeaux associée & Q4. On commence par décrire la fibration
g Oq — Fy. Notons 1G(m, 2n) = G, (m, V), ot V = C?" et w est une forme
symplectique sur V, et considérons F, un drapeau isotrope complet de V. On
a vu que si ¥ € Oy, alors dim(X N E,,) = d, donc on pose :

Vg: Og — F(m —d,n—d;V/E,)
S e (B/(SNE), /(3 NE,))

Montrons maintenant que application ¢q : Eg N WY — W4 est donnée, si
w= (a1 <+ <amoa,bg < - <b|er < <cpom) (B.2)
est un élément de £, N WY, par 'expression
da(w) = (a1 < < ameg|cr < < Cpem | b1 < <bg).
Pour cela, montrons que pour tout w € £, N W, on a
[ Xw] = V3[Fp, )],

ou X, est la variété de Schubert associée a w dans X et Fy, () celle associ¢e
A ¢q(w) dans Fy. On définit un drapeau complet E sur V/E,, en posant E; :=
Eiin/E, pour tout 0 < i < n. Remarquons que si w € W est de la forme
, alors les conditions d’incidence (cf paragraphe associées sont

P=(by,...,bg,2n+1—am—qg,...,2n+1—aq).
Par conséquent, tout (31,32) € (i1 X,,) vérifie les conditions d’incidence :
dim(X1 N Ent1-a,_uyi,) = J pour tout 1 < j <m—d
dim(Xe N E,_p,) >n—d+i—b; pour tout 1 <i <d.
On remarque que ces conditions sont équivalentes a
dim (3, mEn+1—am,d+1,j) >jpourtout 1 <j<m-—d (B.3)
dim(32 N Engi—e,_ypy_,) = J pour tout 1 < j <n—d,

oufeg < <epgt={a1 < - <am-gtU{c1 < - <chn-m}
Or les conditions d’incidence sont justement celles définissant la variété
de Schubert Fy, () dans Fy, ce qui montre qu’on a bien i*[X,,] = ¥}[Fy ()]
Pour calculer la classe i’ € A'(F) définie au début de cette partie, montrons
tout d’abord que si S est le fibré tautologique sur X et & C Ss sont les fibrés
tautologiques sur Fy, alors

*(det S*) = ¥ (det S} @ det ) . (B.4)
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En effet, la forme symplectique w sur V' donne une identification
(ZH/(EPNE,)) = E./(ENE,).
On en déduit
det X7 @ det B3 = det (X*/(ZNE,)") @det (E,/(ENEL)),
d’ou Videntite (B.4).
Comme c¢;(det §*) est la classe hyperplane h sur X et ¢; (det S§ ® det S3)

la somme H des diviseurs de Schubert dans Fy, on trouve i*h = v¢;H, donc
h' = H, ce qui démontre 'isomorphisme Hp, = Hp,.

Type B. Le type B correspond & la grassmannienne orthogonale impaire
OG(m,2n + 1). Notons V = C?"*! et Q une forme quadratique non dégénérée
sur V, de telle sorte que Gg(m, V) = OG(m, 2n+1). Le seul poids cominuscule
est wi. On a trois cas, selon sim <n—1, m =n —1 ou m = n. On va décrire
précisément le cas m = n — 1, car il fournit un exemple ott Hop, et Hp, ne sont
pas isomorphes, méme si seule la multiplicité des arétes est différente. Dans les
cas m < n — 1 et m =n, on donnera simplement le résultat.

e Si m < n —1, on reprend les notations du paragraphe précédent, de telle
sorte que Fyp = F» = OG(m — 1,2n — 1) et F; = OG(m,2n — 1). Pour
d = 0,1,2, définissons 'application ¢4 : £ N W7 — WFe, Remarquons
tout d’abord que tout w € & N W est de la forme

w=(1<ay< - <am,by < - <b|cy < <cnom) (B.5)

pour un certain 0 <! < m — 1 et posons

po(w)=(ag—1< -+ <am—1,bj+1< - <b +1
ler—1< - <cpem—1).

De méme, si w € & NW, il est de la forme
w=(ay < <ami,by < - <b|1<ecr < - <cpom) (B.6)
pour un certain 0 <[ < m, et on pose

qbl(w):(al—l<-~-<am,g—1,51+1<-~-<51—|—1
|ea—1< - <cpem—1).

Enfin, si w € & N W, il est de la forme
w= (a1 < <apmo, by < <by<T|ey < < cpomm) (B.7)
pour un certain 1 <[ < m, et on pose

¢2(w)=(a1—1<---<am_l—1,51—|—1<~--<52—|—1
lep—1<--<epom—1).
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Décrivons maintenant la fibration ¢4 : Oy — F4 pour d = 0,1,2. Pour
cela, on considére E, un drapeau isotrope complet de V. On a vu que

Oy={XeX|X¢Z FE, 1},
Olz{ZGX\ZCEn,letEjE1}7
O,={XeX|XDE}.

La fibration 14 est alors donnée par

¢03 Oy — OG(m—l,Egn_l/El)
¥ — (EﬂEn_l)/El,

1 O = OG(m,Eap_1/Ey)
by — E/El

et
¢2 : 02 — OG(m — 1,E2n_1/E1)
PO Y/E;.

Montrons maintenant que pour tout w € & N W+, on a bien
[ Xow] = a[Fp ()

Tout d’abord, définissons un drapeau complet E sur Ey,_1/E; en posant
E; = E;.1/FE; pour tout 0 <i < 2n—2. Siw € Oy NW est de la forme
(B.5)), alors les conditions d’incidence associées sont

P=(0b,....,002n+1—am_y,...,2n+1—ag,2n).
Par conséquent, tout ¥’ € (i1 X,,) vérifie les conditions d’incidence :

dim(X' N Ey, 1) > i pour tout 1 < i <1,
dim(X' N Eon—q,, ., ,) =1+ jpourtout 1 <j<m—1-1.

Or ces conditions d’incidence sont justement celles qui définissent la variété
de Schubert Fy () dans Fp, ce qui montre qu’on a bien

i [Xuw] = 95 [Fpg (w)]-

Le cas d =1 ou 2 se démontre de maniére analogue.

Pour calculer la classe i’ € A(F), on montre que quelque soit d, on a
i*(det S*) = ¥i(det ™), ou S et S’ sont les fibrés tautologiques sur X et
F,. Par ailleurs, c¢;(det S*) est la classe hyperplane h sur X et ¢;(det §’*)
est la classe hyperplane H de Fy, donc i*h = ¢;H, d’ou b/ = H, ce qui
démontre 'isomorphisme Hp, = Hr,.

Si m = n — 1, les applications ¢4 et ¥y sont les mémes que dans le
cas précédent. De plus, on a toujours i*(det S*) = ¢5(det S™), ou S et
S’ sont les fibrés tautologiques sur X et Fy, et pour d = 0 ou 2, les
identités ¢1(det S*) = h et ¢1(det ™) = H sont encore valables. Cepen-
dant, pour d = 1, on a ¢;(det ™) = 2H. En effet, OG(n — 1,2n — 1) et
OG(n—1,2n—2) sont projectivement isomorphes, donc il suffit de montrer
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que cp (det (SgG(n_l 2n—2))) est égal & deux fois la section hyperplane.

Pour voir cela, il suffit de remarquer que la grassmannienne orthogonale

maximale OG(n — 1,2n — 2) se plonge dans P(V,,, _,), ou V, _, est la

représentation %-spinorielle. La classe hyperplane correspond donc au dé-

terminant du fibré en droites associé au poids w,_1 = %(61 + ot €en_1),

tandis que det (S(*)G(nfl 2n72)) est le fibré en droites associé au poids
€1+ -+ €,_1, ce qui nous donne le résultat cherché.

Par conséquent, si pour d = 0 ou 2, on retrouve bien l’isomorphisme
Ho, = Hr,, ce n’est pas le cas pour d = 1; Hp, est alors obtenu a partir
de Hr, en doublant toutes les arétes.

Supposons maintenant que m = n. La variété X est alors la grassman-
nienne orthogonale maximale OG(n,2n + 1) =2 OG(n + 1,2n + 2). Cette
fois Fp = F1 = OG(n—1,2n—1). Pour d = 0 ou 1, décrivons lapplication
bqg:EgNWT = WFe Siwe &NWY, il est de la forme

w=(1<ay < - <am_y,—b << —=by)
pour un certain 0 <! < m — 1. On a alors
po(w)=(as—1< - <amg—1,-b+1<---<=b+1).
De plus, si w € & NW, il est de la forme
w= (a1 < < G-y, —by << —=by <—1)
pour un certain 1 <1 <m, et
(w)=(a1 —1<- <apmeoy—1,-b+1<---<=by+1).

De plus, on peut montrer que la fibration Oy — F; pour d = 0 ou 1 est
définie de la maniére suivante. Considérons un drapeau isotrope complet
E, de V. On a alors

’L/JQZ O() — OG(?’L—LEgn,l/El)
¥ — ZﬂEgn_l/El,

et
’L/Jl : 01 — OG(?’L — 17E2n,1/E1)
X o= ¥/Ey
Par une méthode analogue & celle du cas précédent, on montre que

i*h = 0;H,

ou h est la classe hyperplane de X et H la classe hyperplane de Fj, d’ou
Ho, = HF,.

Type A. Dans ce paragraphe, nous allons voir que pour toute Pj-orbite Oy
associée a un poids w;, si 'on note Fy la variété de drapeaux associée a Oy (qui
en type A est un produit de grassmanniennes), on a Hp, = Hp,. En type A,
ona X =G(m,V),ouV=C"

On distingue toujours les cas i < m et i > m :
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e Si 1 < i < m, décrivons tout d’abord I'application ¢g : EgN W7 — Wke,
Si

w:(a1<---<ai,d<bl<--~<bm+d,i|cl<---<cn,m)
avec a;_q < i < by, posons
gbd(w):((al<---<ai,d|...),(bl—i<-~-<bm+d,i—i|...))7

ou les derniers pointillés de chaque permutation correspondent respecti-
vement :

— pour la partition de gauche, &
{L,...;i}\{ap |1 <p<i-—d}

ordonné en croissant ;

— pour la partition de droite, &
{L,...,n—i}\{bg —i|1<g<m+d—1i}
ordonné en croissant.

Considérons maintenant F, un drapeau complet de V. On a vu que si
¥ €Oy, alorsdimXNE, ; =m+d—1i, et la fibration ¥4 : Oy — F, est
donnée par :

’Q[Jd : Od — G(Z—d, V/Enfl) X G(m—i—d—z,En,Z)
by — (E/(EmEnfz)aEmEnfz))

Notons alors S, &1 et Sy les fibrés tautologiques sur G(m,n), G(i — d, 7)
et G(m +d —i,n — 7). La suite exacte

0= 9Y*Sy = i*S - ¢¥*S1 — 0

implique
i*(det S*) = ¢*(det ST @ det S3),

d’ot I'isomorphisme entre Ho, et Hr,.
e Sim < i <n, 'application
bg:Eqg— Wha
est définie, si
w= (a1 < <Apg<b < - <bgleyr < < cp_m)
avec ay,_q <1 < by, par
pa(w) = (a1 < <am—g|...), (L1 —i<---<bg—i]|...)),

ou les derniers pointillés de chaque permutation correspondent respecti-
vement :
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— pour la partition de gauche, a

{L...;i}\{ap | 1 <p<m—d}

ordonné en croissant ;

— pour la partition de droite, a
{Lon—i)\{b,—i| 1< q<d}
ordonné en croissant.

Onavuquesi X € Oy, alors dim XNE,_; = d, et la fibration ¥4 : Oy — Fy
est donnée par :

’Q[Jd : Od - G (m — d, V/Enfi) x G (d, Enfz)
S e (S/(SNEa), SN Eny))

On démontre alors & nouveau l'isomorphisme entre Hp, et Hp, par la
méme méthode que dans le cas précédent.

Type D. On distingue quatre cas, selon que m < n —1 ou m = n et que 'on
considére wy ou wy, (ou de maniére analogue w,,—1):

e Sim < n—1 et que l'on considére le poids wy, on a trois orbites parabo-
liques. De plus Fy = F» = OG(m—1,2n—2) et F; = OG(m, 2n—2). Notons
que lorsque m = n — 2, F} n’est plus une grassmannienne, mais la variété
de drapeaux OG(n — 2,2n — 2). Cependant les calculs sont les mémes que
pour m < n — 2. On ne va pas décrire précisément les applications ¢4 et
1pq car elles sont trés proches de celles que I'on avait obtenues en type B,
mais on peut montrer de la méme maniére qu’avant I’'isomorphisme entre
Hod et HFd-

e Sim < n—1 et quon considére le poids w,, (ou de maniére analogue le
poids wy,—1), on a Fy = F(m — d,n — d;n). Cette fois la situation est trés
proche de celle observée en type C, et on a toujours 'isomorphisme entre
H(Dd et HFd-

e Sim = n, le cas du poids w; a déja été traité lors de ’étude du type B.
En effet, on a un isomorphisme entre OG(n,2n) et OG(n —1,2n —1) .

e Si m = n, on a quatre cas, selon que n est pair ou impair et que le poids
cominuscule considéré est w,_; ou w,. Dans tous les cas, on peut montrer
que Ho, = Hp,. Etant donné qu’ils sont tous similaires, on ne présente
ici que le cas ot n = 2r est pair et ol 'on considére le poids w,,.

Soit F, un drapeau isotrope complet de V = C?”. Si ¥ € O, on a vu que
dim XN E, = 2d. La fibration ¢4 : Oy — F4 s’exprime alors de la maniére
suivante :
’L/Jd : Od — G(?d, En)
¥ — YXNE,
De plus, 'application ¢g4 : g N W7 — WFa est définie, si

w:(a1<---<an,2d,52d<~--<b1)
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par ’expression

pa(w) = (a1 < -+ < ap_24) -
Pour démontrer l'isomorphisme entre Hep, et Hp,, remarquons que la
fibre de 14 au-dessus d’un point ¥’ € G(2d, E,;) est un ouvert affine de la
grassmannienne orthogonale OG(n — 2d, ¥’ + /¥"), correspondant a

{2/2’ € 0G(n— 24,2 /o) | £/2 — £ /E, est un isomorphisme} .

On en déduit que det(E) = det (Efl /En> ® det(2'). Comme X' /E, =

(E./%")", on trouve det(X) = (det(X’))%. Or on a vu dans 'étude du type
B que c¢1(det(X)) = 2h, ot h est la classe hyperplane de OG(n,2n), et on
a également c1(det(X')) = H, avec H la classe hyperplane de G(2d, E,,),
d’ou I'isomorphisme entre Ho, et Hr,.

Pour terminer cette partie, décrivons a ’aide du théoréme les arétes entre
les diagrammes de Hasse de deux Pj-orbites différentes.

Type C. Remarquons tout d’abord que si |[d — d’'| > 2, alors il n’existe pas
d’aréte entre Oy et Oy . En effet, les orbites paraboliques sont indexées par

dlw)=#{1<I<m]|w(l) <0},

et si « est une racine positive, on vérifie facilement gréce a la description du
groupe de Weyl en type C que |d(sqw) — d(w)| < 1. On peut donc supposer que
d =d+1avecd <m — 1. Soit w € &;. Cet élément peut s’écrire sous la forme

w=(a1<---<am_d,5d<---<51|cl<-~-<cn_m).

Si a;—qg = n, on remarque qu’il existe une seule racine positive « telle que
l(sqw) = l(w) + 1 et sqw € E441 : la racine simple «,. De plus, on a alors
he, (am) = 1, donc la multiplicité est 1. En revanche, si a,,—q # n, il n’existe
pas de racine positive vérifiant ces propriétés, donc il n’y a pas d’aréte de w vers
un élément de Egy1.

Par conséquent, les seules arétes entre Ho, et Ho,,, sont les arétes

(a1 <+ <ameag-1 <nbg < <by|cp < v <cCnom)
1

((L1<"'<am,d,17ﬁ<5d<~-'<g1|C1<-~-<Cn,m).

Type B. Supposons tout d’abord que m < n — 1. On peut montrer que les
arétes entre & et & sont les arétes simples de la forme :

(I<ayg< - <apmop,by < - <bp<T<--<2 | r4+l1<c<-<cpm)
+

(r+l<ay< - <@mop,by < <b <T<:---<2 | I1<ea < < cCpom)

pour certains 0 <1 <m —1et 1 <r <[+ 1. Les arétes entre & et & sont les
arétes doubles de la forme :

(I<az< - <amop,by < - <by<2 | 1< <Cpom)
1

(2<az< - <amop, by < - <by<1 | 1< <cpom)
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pour un certain 1 <[ < m — 1. Enfin, les arétes entre &, et & sont les arétes
simples de la forme :

(a1 < <am-i,by < <ba<by | 1<co<-<cCpom)
1

(a1<~~~<am_l,51<~~<gg<i | b1<02<"'<cn—m)

avec by < coet 1 <l <m.
Enfin, si m = n, on montre que les arétes entre & et & sont les arétes
simples de la forme :

(I<as< - <amoa , < <by<2)
1

(2<az < <amoy , b<--<by<T)

pour 1 <l <m—1.

Type A. Supposons tout d’abord que ¢ < m. On remarque tout d’abord que
si|d—d'| > 2,il n’y a pas d’aréte entre Oy et Oy . On peut donc supposer que
d =d+1avec0<d<i-—1,et on montre que les arétes entre Oy et Oy sont
les arétes simples de la forme

<i >i <i >i

—~~
a1 < - <@g <by <o <bpyd—i

1< -<cg<Cip1 < < Cnom

<i > <i >i

a1<~~~<ai,d,1<cd+1<b1<-~~<bm+d,i | 1 < <Cg<i—g <Cggo2<--<Cp_m

avec les conditions cgy1 < by et a;—q > cq4.

Enfin, si ¢ > m, on remarque comme avant que si |[d — d’'| > 2, alors il n’y
a pas d’aréte entre Oy et Ogp. On peut donc supposer que d = d + 1 avec
0 <d <i—1, et on montre que les arétes entre Oy et Oy sont les arétes simples
de la forme

<i > <i >iq
—_ | —
a1 <o < Qg < by <o < by | c1 < < Citd—m < Citd—m+1 < < Cp—m
1
<i >i <i >i
a1 << Om—d—1 < Cigd—m+1 < by <+ < by | C1 < < Cigdem < Om—d < Citd—m42 < " < Cp_m

avec les conditions ¢;4qg—m+1 < b1 €t Gm—q > Citd—m-

Type D Considérons tout d’abord le cas de w; lorsque m < n — 1. On peut
montrer que les arétes entre & et &1 sont les arétes simples de la forme :

(I<ay < - <apmopby < - <b <F<--<2 | r+l<c < <cnomet, (—Dlcn_m)
+

(r+l<ay< - <amog,by < <b <F<---<2 | 1<ey <+ <cpomot,(—1)lcpn_m)
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avec 1 <r <[+1. Les arétes entre & et & sont les arétes doubles de la forme :

(I<ar< - <apmiby < <by<2 | 1< <cpomet,(=Dcn_m)
N
(2<ay< - <apmopby < - <by<1 | 1< <cpomet,(=Dlcp_m).
Enfin, les arétes entre £ et & sont les arétes simples de la forme :
(a1 <~-~<am71,51 <"'<Bg<51 | 1<02<"-<Cn,m,1,(—1)lcn,m)
N
(al <~"<am_l,gl <"'<62<T | b1 <(32<"'<Cn_m_1,(—1)lcn_m)

avec by < cs.

Considérons maintenant le cas du poids wy, lorsque m < n—1 (celui de wy,—1
étant similaire). Remarquons tout d’abord que si |d — d’| > 2, alors il n’existe
pas d’aréte entre Oy et Oy . Ensuite, supposons tout d’abord que d' = d + 1
avec d < m — 1. Alors les arétes entre Ho, et Ho, , sont les arétes simples

(CLl << Apad—1 < am,d,gd << 51 ‘ 1 < - - < Cp-m—1, (—1)an,m)
1

(a1 <+ <am-d1,Cnom <ba<---<bi]er < - < epmet, (=1) " am_q)

avec les conditions a,,_q > Cn_m_1 €t Cp_m > bg.
Enfin, si d' = d+2 avec d < m — 2, alors les arétes entre Ho, et Ho,,, sont
les arétes doubles

(al << Om—d-2 < Gm—d—-1 < afm—d7gd <--- < 51 | c1 << Cp-m-1, (_1)dcn—m)
!

(al << Om—d-2, Om—d < Gm—d—1 < Bd << B1 | €1 << Cp-m-1, (_l)dc”—m) ’

avec les conditions a,,—q—1 > bg et ¢; < am—g—1 pour tout 1 < j <n—m.

Enfin, étudions le cas du poids w, lorsque m = n et n = 2r (les trois autres
situations étant analogues). Remarquons tout d’abord que si |d — d'| > 1, alors
il n’existe pas d’aréte entre Oy et Oy . Supposons donc d' =d+ 1 avec d < r.
Alors les arétes entre Ho, et Ho,,, sont les arétes simples

(a1<~-~<an,2d,2<n—1<n,52d<--~<b1)
+ _ _
(a1<~--<an,2d,2,ﬁ<n—1<b2d<~-~<b1).

Résumons briévement une partie des résultats obtenus :

Proposition B.7. 1. En types A, C, D, et en type B pour les grassman-
niennes orthogonales de la forme OG(m,2n+1) avecm #n—1, si O est
une orbite parabolique associée a un poids cominuscule w;, les diagrammes
de Hasse Ho et Hp de O et de la variété de drapeauz F correspondante
sont isomorphes.

2. En type B pour la grassmannienne OG(n —1,2n+1), si l'on note Og, Oq
et Oy les orbites paraboliques correspondant au poids wy et Fy, Fy et Fy
les variétés de drapeaux correspondantes, on a Ho, = Hr, et Ho, = Hp,,
mais Ho, correspond a Hp, avec les arétes doublées.

Ceci conclut I’étude du lien entre les orbites paraboliques associées aux poids
cominuscules et le produit quantique pour les grassmanniennes classiques. Dans
la partie suivante, on tente d’obtenir un résultat similaire pour la grassman-
nienne symplectique impaire de droites IG (2,2n + 1).
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B.4 Produit quantique par 0,1, dans IG (2,2n + 1)

Dans cette partie, nous allons donner, sous réserve de la conjecture d’énumérati-
vite 5.1} une formule pour la multiplication quantique par la classe de Schubert
On+1,n dans IG(2,2n + 1). Etant donné que cette classe est la restriction a
IG (2,2n 4 1) de la classe de Schubert o, ,, de IG(2,2n + 2), qui est la classe
associée au poids cominuscule w11, on peut s’attendre a ce que la multiplication
par o411, dans IG (2,2n + 1) soit particuliérement simple.

On va montrer que oy,11,n, * 0gp €st homogeéne en ¢ (de degré 0, 1 ou 2), et
fait intervenir au plus deux classes de Schubert. Plus précisément, on prouve le
résultat suivant :

Théoréme B.8.

On+1+a,n+b sta<n—2
40b+n,a—n+1 sta>n—1eta+b<2n-—4
q(Obina—nt1 + Obinilan) Sia+b=2n—3
On+1,n *Oab = § QO0btntla—n sia+b>2n—2etb<n-—2
POa—np-n+1 sib>n—1¢et
(a,b) # (2n —1,2n — 2)
P Onn—2 si (a,b) = (2n —1,2n — 2).

Pour démontrer ce théoréme, on calcule dans un premier temps par des
arguments énumeératifs les termes de degré 0 du produit par 0,41, (proposition
ainsi que certains des termes de degré 1 (proposition [B.10) et de degré 2
(cf proposition [B.13)). Ensuite, on utilise le fait que o2 fin = q?01.1 (corollaire
B.15)) et la régle de Pieri quantique (théoréme pour calculer les invariants
manquants. On notera (o, 4)x le terme de degré k (en ¢) du produit 0,11 %0 p-

Termes de degré 0.

Proposition B.9. Le terme de degré 0 du produit op41,n * 0ap €5t

(0 ) On+1+a,n+b 510 <a<n-— 27
a,b)0 — .
0 sinon.

Démonstration. Sia—+b > 2n — 4, pour des raisons de dimension on a toujours

(0ap)o = 0. Si a+b < 2n — 4, rappelons que i*aib = 044, €t remarquons

également que i*a;me = Opt1,n (cf §3.1). Alors

. + _ .
1*an+1+a,n+b = Optitantd Sia<n—2

ok 4 A
(Cap)o =10y, Uicl, = )
ntln ab 0 sinon.

Termes de degré 1.

Proposition B.10. Lorsque a >n+1etb>n—1, on a (04)1 =0.
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Démonstration. On utilise la méme méthode qu’aux paragraphes [3.2.1.1] et
3.2.1.2] sauf que cette fois, on fait appel a I'inclusion dans la grassmannienne
symplectique paire IGT := IG(2, 2n+ 2). On cherche a déterminer les invariants
de la forme 11(0'7L+17n7i*O'Qn_l_j7i+j_1,i*UQn_l_lJ_z’_l), c’est-a-dire a calculer
le nombre de droites passant par les sous-variétés suivantes :

X={ZSelG|ScFf nE}

{EEKHEﬁGﬁQHE#OECG%HZJﬂE}uz>2
{EGIG|EHG]+20E7€O S CGhysi JﬂE} sit=0o0ul

Z={SelG|SnNH},NE,SCHj, NnE}

n+3—1+1i

ol i,7,1 sont des entiers, F,-, GI et H} des drapeaux isotropes génériques de
IGT et E ((:2"+1 C C2nt2 l’hyperplan déﬁnissant IG :=1G(2,2n + 1)

Lemme B.11. Supposons que n > 2 et notons F;} la variété des drapeaur
isotropes complets de 1G(2,2n + 2), A} la variété des formes symplectiques sur
C?n+2. L’ensemble des quadruplets (FF,GE HF ,wt) € FF x Ff x FF x A
vérifiant les conditions suivantes

(C1) YO<p<2n+2, wh . etw’ . sont de rang maximal,

|FF? \G |H

(C2) Y0 <p,q,r <2n+2, FFNGINHT et FFNGINHNE ont la dimension
attendue,

(C3) K ¢ n+1 U G2n+1 U H2n—|-17
est un ouvert dense de Fb x Ff x Fb x A

Sous ces hypothéses, on peut prouver le

Lemme B.12. 1. Les intersections X NO, Y NO et ZNO sont transverses.

De plus
XNO=0,
{K®L|LCGjNE} sii=0etj=1,
YNO=<S{GinE®K} sii=1¢etj=0,
0 sinon,
700 = 0 sil#i+1,
{K®L|LcH',NnE} sil=i+1.

2. 5i>2etj+l>nousii<letj+1l>n+1, alors il n'existe pas de
droite coupant X, Y et Z.

Preuve du lemme. 1. Le cas de X N O est évident, et celui de Y N O a déja
été traité dans la preuve de la proposition [3.11] Quant au cas de Z, on re-
marque que si ¥ € ZNQO, on doit avoir K C H2+n+3 141NE, d'ot, par (C2),
la condition l =i+1.Sil=i+1,alors ZNO={K®L|LC H l+2 NE}.
Prenons g = K@ < h >, ou h est un élément non nul de HlJr2 NE. On
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exprime Ty, Z et Ty, O en tant que sous-espaces de Ty, G, ou G est la
grassmannienne usuelle :

Ts,Z = {6 € T5,G | 6(h) € (Hfr, N B)/ < h >, 6(k) L h}
TEO(O) = {¢ € TEOG | (b(k) 0}7
avec k un générateur de K. On remarque que l'intersection de Ty Z et de

Ts,O est de dimension . En calculant dim Z = 2n—2—l et dim O = 2n—1,
on conclut qu’ils engendrent Ty IG.

2. Notons D(V, W) une droite passant par X, Y et Z. Supposons i > 2. La
droite vectorielle V' doit alors vérifier

V CFl NGy NHS NE,

2n+2—i—j 2n+3—I1+1i
ce qui, par la condition (C2), impose j +1 < n.
Si maintenant ¢ < 1, V' doit vérifier
+ + +
VCF L1 NGy s jNHy s 1 NE,
d’otl nécessairement j +1 < n + 1. O

Pour terminer la preuve de la proposition considérons (a,b) avec a >
n+1etb>n-—1. Notons

(a.b) = (2n—1—j,i+j—1).

On va utiliser la seconde partie du lemme ci-dessus. Pour cela, on remarque
quesib>n—1,alorsi+j > n, d ot j > n—1i. Supposons que pour un certain [,
Vinvariant I+ (0n41,ms 02n—1—j,i+j—1,1 C2n—1-1,1—i—1) soit non nul. Alors il existe
une droite D(V, W) passant par X, Y et Z définis comme ci-dessus. De plus,
comme a + b > 2n, on a nécessairement ¢ > 2. L’existence de D(V, W) impose
alors 7 + 1 < n, donc I < 4. Mais pour que la troisiéme partition ait un sens, on
doit avoir [ — ¢ — 1 > 0, d’ot une contradiction. Ceci termine la preuve de la
proposition. O

Termes de degré 2. Sous réserve de la conjecture d’énumérativite [5.1} on
montre

Proposition B.13. Le terme de degré 2 du produit quantique par o,41,, est

(Can), = Oa—npb-nt+1 sib>n—1¢et (a,b) & {(n,n—1),(2n—1,2n—2)},
Tabl2 = g sib<n—1et(a,b) & {(n,n—1),(2n—1,2n—2)}.

Remarque B.1. La proposition ci-dessus ne donne aucune information sur les
invariants (0nn—1)y €t (02n-12n-2),. En effet, on verra que le lemme
servant a démontrer la proposition ne permet pas de calculer I'invariant

I (0pt1,m502n—1,2n—2:Onyn—1) -

On le calculera donc dans la suite par une autre méthode.
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Preuve de la proposition. On cherche a déterminer les invariants de la forme

ok
I (0nt1.ms 02n—1—jn—1+4itjs 1 Oom—1—in—1+i—i),

c’est-a-dire calculer le nombre de courbes de degré 2 passant par les sous-variétés
suivantes :
X:{EEIG|ECFJ+1HE}
Y={XelG|EnNG/,NEXCG}, , ,NE}
{{EGIG |SNH ,NE#0,SCH,, NE}si0<i<n-—2

+
{CelG|SNH ,NE#0,XCH , NE}sii=n—1

ot i,7,1 sont des entiers, F;t, GI et HF des drapeaux isotropes de IG™ et
E = C?>n*!  C?"*2 I'hyperplan définissant 1G := 1G(2,2n + 1).

Lemme B.14.

. 1 sil—i+j
1. 12(0'n+1,n7U2n—1—j,n—1+i+j71*U2n—1—l,n—1+l—i):{ 0 sinon

2. Iy (Opg1ms02n—12n-2,02n—1-1,1) =0 81 0 <1 <n—2.

Preuve du lemme. Pour démontrer le lemme, on admet la conjecture [5.1] et on
utilise le principe quantique-classique de Buch (cf § . A une courbe ra-
tionnelle C' de degré 2 sur 1G (2,2n + 1), on associe son noyau (ici trivial) et
son image, qui est un sous-espace vectoriel U de dimension 4 de C2"*+!. Les
conditions d’incidence CNX £ 0, CNY # et CNZ # D se traduisent alors
par appartenance de U a certaines variétés de Schubert de G(4,2n + 1).

1. Lorsque 0 < i < n — 2, on remarque que la condition d’incidence associée
4 X correspond a la classe de Schubert o5, _; € A*(G(4,2n + 1)). De
méme, les conditions associées & Y et Z correspondent respectivement &
U§H_3_j,n_2+i+j et a o-g;n—B‘—l,n—Q—i—l' Pour connaitre I'invariant, il suffit

donc de calculer le produit d’intersection

a el el
On—1m-1Y 023 jn—2+i+; Y O02m_3_1n—2—iti-

On utilise la régle de Littlewood-Richardson, avec le vocabulaire et les no-
tations de [Ful97]. Notons, de gauche a droite, A, p et v les trois partitions
ci-dessus. Le coeflicient de Littlewood-Richardson CKL dans G(4,2n + 1)
est obtenu est comptant le nombre de tableaux gauches de forme v /A
(c’est-a-dire dont le diagramme est le complémentaire du diagramme de A
dans celui de vV) et de poids u (c’est-a-dire dont les cases sont numéro-
tées avec pq coefficients 1, po coefficients 2, etc...). Il y a également deux
conditions supplémentaires :

e la numérotation doit étre croissante sur les lignes et strictement crois-
sante sur les colonnnes ;

e le mot z1 ...z, obtenu en lisant la numérotation du diagramme de
droite a gauche et de haut en bas doit étre de Yamanouchi, c’est-a-
dire que pour tout s, le sous-mot z1 ...z, doit comporter au moins
autant de 1 que de 2, au moins autant de 2 que de 3, etc...
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Dans notre cas, on remarque facilement que si [ # i 4 j, alors il n’existe
pas de tel tableau gauche. En revanche, si | = ¢+ 7, il en existe un unique,
représenté a la figure suivante :

n—2
ol 1 1
-n—1—
J 2 2
1| -4 |1
1+7
On trouve donc le résultat suivant :
G . . .
a G c oy sil=i+j
On1m-1Y 02 3 jn_94it; Y0 3 1 n-9-i1 = {Op sinon

d’ott la premiére partie du lemme.

2. Lorsque ¢ = n — 1, on a nécessairement j = 0 et 0 <1 < n — 1. Les
conditions d’incidence sur U € G(4,2n + 1) correspondent aux classes
de Schubert a,?_l)n_l, U§H_3,2n_3 et O'Qangil,lir Lorsque I < n — 2, on
remarque donc facilement que leur produit d’intersection est nul, d’ou la
deuxiéme partie du lemme. O

Ceci termine la preuve de la proposition O

Une conséquence de la proposition est que le carré de 0,,41,, prend une
forme particuliérement simple :

Corollaire B.15. 07, ,,, = ¢°01,1.

Démonstration. Par la proposition B9} on a 41, U0pni1,n = 0. De plus, la
proposition [B:I0] assure de annulation du terme en ¢ du produit quantique
o2 41, 1l reste donc simplement a calculer le terme en q%, ce qui est fait & la

proposition [B:13] O

L’intérét de ce corollaire est que 1'on connait le produit quantique par la
classe 011 (cf théoréme. Par conséquent, ceci va nous permettre de calculer
les invariants de degré 1 et 2 que 'on n’a pas pu déterminer par un calcul
énumératif, et donc de terminer la preuve du théoréme [B.§]:

Prewve du théoréme[B.8. Commencons par montrer que
(onn—1)2 = 1. (B.8)
En effet, notons a := (0,,,—1)2. On a alors :
0§+17n2 * Opn—1 = q201,1 * Opn—1

2 2
= aq On+1,n =4 Ont1n
=a=1.

On connait donc dans tous les cas le terme de degré 2 du produit quantique par

Jn+1,n-
Traitons maintenant le cas du degré 1 par les deux lemmes suivants.
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Lemme B.16. (Jn,n72)1 = 02n—1-
Prewve du lemme[B.10. 1l s’agit de calculer 'invariant

ok _+ ok _+ ok
Il(l O—n,n72’1 Jn+1,n71 02"—2)7

c’est-a-dire de compter le nombre de droites D(V, W) passant par les sous-
variétés :
X={SelG(2,2n+1)|ENF;,#0,SCF/,},
Y={SeclG(2,2n+1)|ZNG} #0,2CG},,},
Z={3elG(2,2n+1)|SNHS #0},
ou Fjr, GF et Hf sont des drapeaux isotropes de C2"*2 1G(2,2n+1) =
IG(2,FE) C IG(2,2n + 2), ces objets vérifiant les conditions du lemme
On montre alors facilement quon a V = F," ;N G, ; N E et que le nombre

d’espaces W vérifiant les conditions d’incidence et d’isotropie nécessaires est
égal au coefficient de la classe du point dans le produit d’intersection

oS oNoS ,NoS ,NoS e A*(G(3,2n+1)).

La régle de Pieri classique de la grassmannienne usuelle nous assure que ce
coeflicient est égal a 1, d’ou le lemme. O

Lemme B.17. Le terme de degré 1 du produit quantique par o1,y est

Ob+n,a—n+1 sia+b<2n—4eta>n-—1,
(O’ ) ) Ob+n,a—n+1 + Ob+n+l,a—n sia+b=2n— 3,
b1 — .
“rL Obtntl,a—n sia+b>2n—2etb<n-—2,
0 stnomn.

Preuve du lemme[B.17. Montrons tout d’abord que
(0ap); =0sia<n-—2. (B.9)
En effet, sia <n—2et (a,b) #(n—2,n—2), on a

2 2
Opt1n*0ab =q 01,1 *Tap

2 2
= " Oat1,041 + Ont1,n *¢(0ap)1 = ¢°Oat1,p41
= (Ja,b)l =0.

De plus, si (a,b) = (n — 2,n — 2), on conclut par la méme méthode en utilisant

l’équation (B.8).

En utilisant toujours le corollaire [B:I5] on montre également que

(On-1,6)1 = {0b+n sibgn =2 (B.10)

Oon—1,—1 + 02pn—2 sib=n—2.
On peut maintenant démontrer le lemme par récurrence sur la codimension

¢ := a + b. L’initialisation (¢ < n — 1) est donnée par les équations et
(B.10).
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Supposons maintenant que ’hypothése de récurrence est vraie en codimen-
sion ¢ < 2n — 4. Alors

2 2 2
O—n+17n * Ob4+n—1,a—n — On+1,n * qo—a,b =q 01,1 * Ob+n—1l,a—n = q Ob+n,a—n+1-

On en déduit que
On41,n * Oa,b = 40b+n,a—n+1,
ce qui démontre ’hypothése en codimension ¢ + 1.

Supposons maintenant que I'’hypothése de récurrence est vraie en codimen-
sion ¢ = 2n — 3. Alors

2 2
0n+1,n * Op+n—1,a—n = ¢ (0b+n,a7n+1 + o—b+n+1,a7n) s

d’ott ’hypothése en codimension 2n — 2.
Lorsque ¢ = 2n — 2, on a, pour tout 0 < i <n—2:

2 2
On+tin * On—1+in—2—i = q (Un+i,n—1—i + Un+1+i,n—2—i) >

d’ou
(0on—1—i,i—1)1 + (O2n—1—-i,i=1)1 = Ontin—1—i + On+1+in—2—i
et on a vu que (0 n—2)1 = 02,—1 (cf lemme [B.16)).
On en déduit aisément (02p,—1—ii—1)1 = Ontin—1—; pour tout 0 <i <mn—1,
ce qui est I’hypothése en codimension 2n — 1.

Supposons finalement que ’hypothése de récurrence est vraie en codimension
c>2n — 1. Alors

*2 2
Ont1,n ¥ Ob+n—1,a—n = ¢ Obtn+l,a—n,
d’ott ’hypothése en codimension ¢ + 1. O

Pour terminer la preuve du théoréme [B.g] il suffit de combiner les proposi-

tions le lemme et I’équation (B.8§). O

Le théorémenous donne pour IG (2,2n + 1), sous réserve de la conjecture
d’énumérativite 5.1} un résultat proche de celui donné par le théoréme pour
la grassmannienne symplectique. Cependant, tandis que dans le cas pair, ce
résultat permet de définir des automorphismes de la cohomologie quantique, ce
n’est a priori plus vrai dans le cas impair.
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Résumé

Les grassmanniennes symplectiques impaires sont une famille d’espaces
quasi-homogénes trés proches des grassmanniennes symplectiques de par
leur construction et leurs propriétés. Dans ce travail, j’étudie leur coho-
mologie classique et quantique.

Pour les grassmanniennes symplectiques impaires de droites, j’obtiens
une régle de Pieri quantique ainsi qu’une présentation de l'anneau de
cohomologie quantique. J’en déduis la semi-simplicité de cet anneau et je
détermine une collection exceptionnelle compléte pour la catégorie dérivée,
ce qui me permet de vérifier pour cet exemple une conjecture de Dubrovin.

Dans le cas général, je démontre un principe quantique-classique pour
certains invariants de Gromov-Witten de degré un. Sous réserve de 1’énu-
mérativité des invariants de degré supérieur, je prouve que la régle de
Pieri quantique est entiérement déterminée par le calcul des invariants de
degré un.

Abstract

Odd symplectic Grassmannians are a family of quasi-homogeneous
spaces that are closely related to symplectic Grassmannians by their con-
struction and properties. The goal of this work is to study their classical
and quantum cohomology.

For odd symplectic Grassmannians of lines, I obtain a quantum Pieri
rule and a presentation of the quantum cohomology ring. I prove the
semisimplicity of this ring and determine a full exceptional collection for
the derived category, which enables me to check a conjecture of Dubrovin
in this example.

In the general case, I prove a quantum-to-classical principle for some
degree one Gromov-Witten invariants. Assuming that the higher-dimensio-
nal Gromov-Witten invariants are enumerative, I conclude that the quan-
tum Pieri rule is entirely determined by the knowledge of degree one in-
variants.
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