Projet CLANU en 3GE:
Compléments d’algebre linéaire numérique

Année 2008 /2009

1 Décomposition QR

On rappelle que la multiplication avec une matrice unitaire @ € C"*" (c’est-a-dire
Q! = Q* = Q") ne change pas la norme euclidienne d’un vecteur z € C", ||Qz|| = ||z||.
Soit A € C™*P. 1l est souvent utile d’avoir une décomposition A = QR ou R € C"*P est
une matrice triangulaire supérieure et @ € C™*™ est unitaire.

Soient A € R"*P, b € R™ donnés. Le probléme des moindres carrés pour ces données
est de trouver x € RP tel que

— Az| = min||b — Ay]|.
16— Az]| = min|ib - Ay|

Avec la décomposition A = QR (toutes les matrices réelles) ce probleme est équivalent
au probleme de trouver

: T
b— Ryl.
min|Q yll

Puisque R est triangulaire supérieure on peut résoudre Rr = Qb avec I’algorithme de
remontée.

1.1 L’algorithme de Householder

L’algorithme de Householder est une méthode stable pour calculer la décomposition

QR.
Définition :
Soit v € C",v # 0 un vecteur. La matrice de Householder associée & v, notée H(v) est
définie par H(v) = 1 — 2vv*/||v||?. On pose H(0) = 1.
On observe que les matrices de Householder sont hermitiennes :

H(v)" =1 = 2(")"v"/|vo|* = H(v).

De plus H(v)? = 1, c’est-a-dire les matrices de Householder sont unitaires. Soit w = v +
||v|le1. Un petit calcul montre alors que H(w)v = —||v||e;. De facon similaire, on obtient



H(v—|v|ler)v = +/||v]||e1. Done, en multipliant v avec H (v + ||v||e1) ou H(v — ||v]le1), on
obtient un vecteur aligné a ey. Le but est de transformer la matrice A successivement en
une matrice triangulaire supérieure en la multipliant avec des matrices de Householder.
Soit A = [a1,...,ap) ot a € R™ est la k-ieme colonne de A. On pose A; = A et
H; = H(a; £ |ja1|le1). Ensuite on pose Ag = H1A;. Avec les propriétés de la matrice de
Householder, la premiére colonne de As devient

Flla]

Le choix du signe dans H; se fera en fonction de la stabilité numérique. On considere
maintenant la sous-matrice suivante Ay € C=Dx(®=1) de A, :

Soit EL?) € C" ! la premiére colonne de Ay. On pose Hy = H(EL?):I:HZLSZ) lle1) otre; € C™1

et
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Supposons qu’au bout de k — 1 étapes correspondantes a k£ — 1 multiplications avec
certaines matrices H;, on est arrivé a transformer la matrice originale A en la matrice
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Pour la k-ieme étape on pose

et

ou dgk) est la premiere colonne de flk et 1;,_1 est lidentité dans C . Ensuite

Agy1 = HpAg. Remarquons enfin que pour des raisons de stabilité, on choisit le signe
dans fIk comme celui de a,(flz;

Au bout de p—1 multiplications la matrice R = Hp,_; ... H1 A est triangulaire supérieure.
Donc Q* = Hp,—1...Hy et Q = Hy ... Hy,_1 (puisque les matrices de Householder sont

hermitiennes).

(k—1)x(k—1)

2 Calcul de valeurs propres

On rappelle qu’un scalaire A € C est une valeur propre de la matrice A € C™*" ¢l
existe un vecteur x € C", x # 0 tel que Ax = Ax. Dans ce cas x est appelé vecteur
propre. Par ailleurs, A est une valeur propre si et seulement si c¢’est un zéro du polynoéme
caractéristique p(\) de degré n, p(A) = det(A — A1). Donc il y a n valeurs propres (qui
ne sont pas forcément différentes).

2.1 Méthode de la puissance

La méthode la plus simple pour calculer la valeur propre la plus grande d’une matrice
est la méthode de la puissance. On suppose que les valeurs propres Aq, ..., A\,de A € R?*™
sont ordonnées :

0< ‘)\1‘ << |)\n—1| < )\n-

Si les vecteur propres correspondants v1, . .., v, sont linéairement indépendants, on peut
calculer A, et v, avec ’algorithme suivant :

choisir (¥ € R* avec [2(”)] =1 et une tolérance e.
Faire y® = Az(+=1 | 2 = &) /|y®)|
jusqu’a ce que ||z®) — (V|| <e.

TAB. 1: Algorithme pour la méthode de la puissance.

Sous les hypotheses indiquées, () converge vers un vecteur propre pour \, et |y®||
converge vers A,. Pour plus de détails voir la littérature, par exemple le livre de G.
Allaire, « Algebre linéaire numérique ».



2.2 La méthode QR

La méthode QR est peut-étre la plus utilisée pour calculer toutes les valeurs propres
d’'une matrice A € R™*™. Nous allons introduire ici seulement une version basique de
cette méthode et nous faisons les mémes hypothéses que dans le paragraphe précédent :
D’abord on pose A1 = A. On calcule la décomposition A1 = ()1 R; puis on pose As =
R1Q;. Ensuite on décompose Ay, = QR et on pose Apy1 = RpQr, k > 1. Si toutes les
valeurs propres de A sont réelles et différentes, Ay converge vers une matrice triangulaire
supérieure avec les valeurs propres de A sur la diagonale, donc on arréte 'itération quand

k N ’ . .
max;> ’a; j)) < € ou € est une tolérance. S’il y a des paires de valeurs propres complexes

avec des valeurs absolues différentes, la suite Ay « converge » vers une matrice presque
triangulaire supérieure, c’est-a-dire une paire A,A de valeurs propres complexes donne

lieu & un bloc B,
b11 b12>
B = ,
<b21 ba2

ou by1 et bygo sont sur la diagonale dans la limite k& — oo et les valeurs propres de B
convergent vers A\, A\. Dans ce cas il faut adapter le critére d’arrét puisque bo; est sous la
diagonale et non zéro en général. Entre ces blocs on obtient toujours les valeurs propres
réelles sur la diagonale.

3 Exercices

3.1 Programmation

On vous demande d’écrire en langage C :

— une fonction qui calcule la décomposition QR d’une matrice A € R™*P avec ’algo-
rithme de Householder ou la matrice A peut étre entrée a la main ou lue a partir
d’un fichier. On se restreint au cas ou A est réelle.

— une fonction qui calcule la valeur propre la plus grande et un vecteur propre cor-
respondant d’une matrice A € R™*" avec la méthode de la puissance pour une
tolérance e spécifiée (si possible).

R™*™ avec la

— une fonction qui calcule toutes les valeurs propres d’une matrice A €
méthode QR.
Attention aux boucles infinies! Attention au portage informatique : tout le monde n’a

pas le méme systeme.

3.2 Probléme inverse linéaire

Un probléeme inverse est une situation dans laquelle on tente de déterminer certains
parametres d’un modele a partir des observations. Considérons, par exemple, les notes
du module MA1. On suppose que les différentes notes sont stockées dans une matrice
A = (aij)i=1...,n,j=1,2,3 ol n est le nombre d’éleves et a;; est la note du DM de I'éleve 4,



a;o est la note du DS d’analyse numérique et a;3 est la note du DS de mathématiques
générales. Les notes finales sont stockées dans le vecteur b € R™. Nous savons que la note
finale est une combinaison linéaire des différentes notes, b; = cia;1 + c2a49 + c3a;3. Bien
sur, selon le reglement d’études, ¢; = co = ¢3 = 1/2, mais essayons de déterminer ces
coefficients & partir des observations. Pour cela, on cherche = € R? tel que

16— Az[| = min[|b — Ay].
yER3
Question :

Résoudre le probléme des moindres carrés ci-dessus avec la décomposition QR. Les
données sont disponibles sur le sitemath.univ-1lyonl.fr/~reichert/ teaching.html).

3.3 Modéle d’une population

On considere un modele a temps discret d’une population structurée au sens qu’elle
est divisée en n tranches d’age. On note z;(t), t = 0,1,2,..., le nombre d’individus dans
la i-ieme tranche au temps t. Soit s; le taux de survie de la i-iéme tranche entre ¢ et t+ 1
et soit m; son taux de reproduction. Alors

l‘i+1(t—|— 1) = sixi(t), 1=1,...,n—1,

pi(t+1) =) mzi(t).
=1

Sous forme matricielle, cela donne

z(t+1) = Az(t) ou

mp mo ... My,
S1 0 0
A= 0 S92

On peut montrer qu’il y a une valeur propre A, avec 0 < |A1| < -+ < |Ap_1] < Ay et
un vecteur propre v, correspondant avec des entrées positives. Supposons qu’il y a n
vecteurs propres v1, ..., v, linéairement indépendants qui forment alors une base de R™.

Par conséquent, x(0) = $1v1 + - - - + Bpvy, pour certains coefficients f1,..., 0, € R et
z(k) = AF2(0) = BiXfor + - + BuAE v,

Puisque A, est la valeur propre la plus grande, x(k) s’aligne & v, quand k — 0o. Si \,, > 1
la population croit indéfiniment, par contre, méme dans ce cas il s’installe un équilibre
dans le sens que la proportion de la i-ieme tranche d’age de la population totale tend
vers une constante donnée par le i-ieme élément de v, qui donne alors la distribution
normalisée.


http://math.univ-lyon1.fr/~reichert/teaching.html

Question :

On considere les données suivantes pour une population de poissons : z(0) = (6,12, 8,4),
my1 = 0, mo = 0.5, mg = 0.8, mgy = 0.3, s; = 0.2, s = 0.4, s3 = 0.8. En utilisant
la méthode de la puissance, trouver la valeur propre la plus grande de la matrice A
correspondante et la distribution normalisée.

Détails techniques Le projet peut se faire en binéme. Chaque groupe doit rendre deux
dossiers, un pour l'enseignant en Analyse Numérique et le deuxieme pour l’enseignant
en Informatique. Les dossiers seront composés d’un exposé sur papier du travail effectué
par le binome et d’'un CD avec les logiciels qui ont été implémentés et utilisés pour
résoudre les exercices. Il sera tenu le plus grand compte de la qualité et de la clarté de
la présentation. Les dossiers sont a rendre au plus tard le vendredi 12 juin, mais de
préférence au début d’un cours correspondant.
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