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FEUILLE D’EXERCICES 3 : ANNEAUX ET IDEAUX

Exercice 1. Lesquels de ces sous-ensembles de C sont des anneaux ? Lesquels sont des corps ?

1) U 10-z;
neN

(2) {2 |meZneN, (mmn)=1p|n} (pest un nombre premier fixé)
(3) ZIV—1] =Z +2Zv—-1, Z|NV2|=Z+7V2;
4) QV-1]=Q+Qv-1, Q[v2]=Q+0Qv2

Exercice 2. Les éléments inversibles d’'un anneau A forment le groupe multiplicatif (A%, ).
(1) Trouver le groupe Z[v/—1]* en utilisant le module complexe.
(2) Montrer que le groupe Z[/2]* est infini.

Exercice 3. Un élément a d’un anneau A est dit nilpotent, s’il existe n € N tel que a”™ = 0.

(1) Trouver tous les éléments inversibles, les diviseurs de zéro, les nilpotents des anneaux sui-
vants :

(a) Z/12Z;
(b) Z/nZ;
(2) Démontrer que, pour tout nilpotent 2 de A, I’élément 1 + z est inversible.

(3) Montrer que 'ensemble N des éléments nilpotents d’un anneau forme un idéal.

Exercice 4. Soit [ et J deux idéaux de A étrangers c’est-a-dire tels que I + J = A.
Montrer que INJ =1J.
Trouver deux idéaux non étranngers d’un anneau A tels que I NJ # I.J.

Exercice 5. Montrer que les ensembles suivants sont des idéaux non principaux :
(1) I={fe€eA: f(0)=0} ou A=C(R,R) est ’anneau des applications continues de R dans
R;
(2) I={fe€A:5divise f(0)} ou A=7Z[X].
(3) L’idéal (X,n) oun € Z, n > 1 de Panneau Z[X].

Exercice 6. Démontrer que pour tout corps K, anneau des polyndémes K[z] a une infinité de
polynorhes unitaires irréductibles.

Exercice 7. Soit A un anneau intégre. Montrer que A[x] est principal ssi A est un corps.
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Exercice 8. (1) Soit f(z) € Alz] un polynéme sur un anneau A. Supposons que (x—1) | f(z™).
Montrer que (" — 1) | f(z™).

(2) Pour n,m > 2, déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme (z — 2)™ + (z — 1)" — 1
par (x — 1)(x — 2) dans Z[z].

Exercice 9. (1) Si K est un corps, montrer qu'un polynoéme P de degré 2 ou 3 dans K|x] est
irréductible si et seulement si il n’a pas de zéro dans K.

(2) Trouver tous les polynoémes irréductibles de degré 2, 3 a coefficients dans Z/2Z.
(3) Décrire tous les polynomes irréductibles de degré 4 et 5 sur Z/2Z.

Exercice 10. (1) Trouver tous les polyndmes irréductibles de degré 2, 3 & coefficients dans le
corps F5 = Z/3Z.

(2) Décomposer les polyndmes suivants en facteurs irréductibles dans Fs[z].

22 +r+1, 2+ +2, st +rar+1.

Exercice 11. En utilisant les réductions mod 2 ou mod 3 montrer que les polynémes
2% —62° + 227 —4x+5 et Tat +82° + 112 — 24w — 455

sont irréductibles dans Z[z].
En utilisant la partie précédente, montrer que les polynémes

523 + 822 + 3z + 15 et 2° 4+ 22% + 322 — 62— 5

sont irréductibles dans Z|z].

Exercice 12. Soient
f@)y=(@@—-a)(zr—a2)...(x —an) -1, glx)=(r— a1)2(;v — CL2)2 oz — an)2 +1

ol ay,...a, € Z sont deux a deux distincts. Montrer que f et g sont irréductibles dans Q[z].

Exercice 13. Soient f,g € Q[z]. Supposons que f soit irréductible et qu’il existe @ € C tel que
f(a) = g(a) = 0. Alors f divise g.

Exercice 14. Trouver le pged(z™ — 1, 2™ — 1) dans Z[x].

Exercice 15. Trouver le pged(f,g) dans Zs[z] et sa représentation linéaire fu + gv ou d,u,v €
Zslx] :

(1)

f=a+a2*+1, g=a+2%+1;
(2)
f=a+22+z+1, g=a*+1.
Exercice 16. Trouver le pged(f, g) dans Zsz[z] et Zs[z] de f =a* + 1, g=23 + 2z + 1.

Exercice 17. Trouver le pged(f, g) dans Z[z] de f = 2 + 23 - 322 —dz—let g=a® +22 — 2 — 1.

Exercice 18. Montrer que f est irréductible dans Q[z] dans chacun des cas suivants :
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) f=at—8x3+122% — 62 + 2;

2) f=a%—122% + 362 — 12;

) f=at — 2%+ 22+ 1;

4) f=aP 14 ... 42 +1, ol p est premier.

~

Exercice 19. Soient A = Z[y/—3] et K son corps de fractions. Montrer que z? — z + 1 est
irréductible dans A[x] sans pour autant étre irréductible dans K[z]. Expliquer la contradiction
apparente avec le corollaire du lemme de Gauss.

Exercice 20. Soit P € Z[x].

(1) Supposons que P(0), P(1) soient impairs. Montrer que P n’a pas de racine dans Z. (Indi-
cation : Utiliser la réduction modulo 2.)

(2) Soit n € N tel qu'aucun des entiers P(0), ..., P(n — 1) ne soit divisible par n. Montrer que
P n’a pas de racine dans Z.

Exercice 21. (1) Soit P € Z[x]. Soit % sa racine rationnelle : P(%) = 0, pged(a,b) = 1
Montrer que Vk € Z (a — bk) divise P(k).

(2) Quelles racines rationnelles ont les polynémes f(z) = 2% — 62% + 15z — 14 et g(z) = 223 +
3z2 + 62 —47

Exercice 22. (1) Soient P € Z[z], n € N, m = P(n). Montrer que Vk € Z m|P(n+ km).

(2) En déduire qu'il n’existe aucun polynoéme P € Z[x], non constant, tel que, pour tout n € Z,
P(n) soit un nombre premier.

Exercice 23. Soit (#® — z + 2) Iidéal principal engendré par 23 — z + 2 dans I'anneau Q[z].
(1) Montrer que 'anneau quotient Q[z]/(z® — x + 2) est un corps.
(2) Soit y I'image de x dans Q[z]/(x® — z + 2) par la surjection canonique. Calculer son inverse.

(3) Montrer que 1+ y -+ 3?2 est non nul et calculer son inverse.

Exercice 24. Les polyndmes suivants sont-ils irréductibles ?
(1) X5+ 121X* +1221X3 + 12221 X2 + 122221X + 222222 dans Q[X].
(2) f(X,Y)=X2Y3+ X?2Y? + V3 - 2XVY?2 4+ Y? + X — 1 dans C[X, Y] et Fo[X,Y].
(3) F(X,Y)=Y"+YC 4+ 7Y+ XV3 +3X%Y2 - 5Y + X%+ X + 1 dans Q[X, Y].

Exercice 25. L’idéal principal (z%+y?+1) est-il maximal dans les anneaux C[z, y], R[z, y], Q[z, y],
Zlx), Zolz,y]?

Exercice 26. Vrai ou faux?
(1) R[X,Y] est un anneau euclidien.
2

3

(2) Z[X] est un anneau principal.
(3)
(4) Un anneau factoriel est principal.
(5)
(6)

Z[X,Y] est un anneau factoriel.

5
6

Un anneau euclidien est principal.

Un anneau euclidien est factoriel.
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Exercice 27. Démontrer que tout morphisme non trivial d’un corps dans un anneau est injectif.
Exercice 28. Montrer que dans un anneau fini tout idéal premier est maximal.

Exercice 29. Montrer que si M est un idéal maximal de A, alors le seul idéal premier de A qui
contient M™ est M.

Exercice 30. (1) Trouver le nombre d’éléments de I’anneau quotient Z[v/d]/(m) ott m € Z et
m # 0.

(2) L’idéal principal engendré par 2 est-il premier dans Panneau Z[v/d] ?

Exercice 31. Soit I et J deux idéaux de I'anneau A. Considérons la projection canonique 7y :
A — A/I et Vimage J = m;(J) de l'idéal J.

(1) Montrer que J est un idéal de 'anneau quotient A/I.

(2) Démontrer qu’on a l'isomorphisme suivant : (A/I)/J = A/(I + J).

(Indication :. Considérer le morphisme a+1 — a+ (I +.J) de anneau A/I vers 'anneau
A/(I+J).)

Exercice 32. (1) Soit A un anneau principal, I un idéal de A. Montrer que tous les idéaux de
Panneau quotient A/I sont principaux.

(2) Trouver tous les idéaux des anneaux suivants : Z/nZ, Q[z]/(f) ou (f) est I'idéal principal
engendré par un polynéme f.

(3) Trouver les idéaux maximaux de Z/nZ et de Q[z]/(f).

Exercice 33. (1) Montrer que les idéaux (5,22 + 3), (2% + 1,2 + 2), (2® — 1,2* — 1) ne sont
pas principaux dans Z[x].

(2) Lesidéaux (z,z+1), (5,22 +4) et (22 + 1,z +2) sont-ils premiers ou maximaux dans Z[x] ?

Exercice 34. (Anneaux intégralement clos) Soient A un anneau intégre et K son coprs de fractions.
On dit qu'un élément = de K est entier sur A s’il vérifie une équation

"+ ap_12" P+ +ay=0 avec a; € A.
On dit que A est intégralement clos si pour tout x € K qui est entier sur A on a z € A.
(1) Montrer qu'un anneau factoriel est intégralement clos.

(2) Soit d = §2. On suppose que l'entier d est sans facteur carré. Montrer que si d = 1 mod 4,
alots Z[5] n’est pas intégralement clos. (Indication : Considérer 11°.)

Exercice 35. On dit qu'un nombre algébrique (sur Q) est un entier algébrique s'il est racine d’un
polynéme unitaire & coefficients entiers.

1) Montrer qu’un nombre algébrique est un entier algébrique si et seulement si son polyndéme
q g q g q poly
minimal sur Q est a coefficients entiers.

(2) Montrer qu'un nombre rationnel est une entier algébrique si et seulement s’il est entier.
(3) On suppose que « est un nombre algébrique et racine d’un polynéme irréductible
an X" 4+ a1 X"+t ag avec a, # 0, a; € Z.

Montrer que a,a est un entier algébrique.
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Les nombres algébriques suivants sont-ils des entiers algébriques : 4, %, %(1 + \/5), —% —|—i§ ?
Dans la suite, on fixe un entier d € Z sans facteur carré, une de ses racines carrées ¢ € C et
le corps Q(0).

Montrer que le polynéme X? — 2aX + a? — db? annule a + b6. Montrer que a + bJ pour
a,b € Q est un entier algébrique si et seulement si a? — db? et 2a sont des entiers.

Déterminer les entiers algébriques du corps Q(4).
Montrer que les entiers alébriques de @(\/?) sont les a 4+ bv/2 avec a,b €.
Est-il vrai que les entiers algébriques de Q(iv/3) sont les a + iby/3 avec a,b € Z?



