Chapitre 1 : Algebre linéaire et dualité

1- Deuxs.e.v.d’'une.v.

Soit k un corps (c’est-a-dire k = Q, R ou C).
Soit E un k — e.v. de dimension finie.

Soit F et G deux s.e.v.de E.

Proposition : Grassmann
dim(F N G) +dim(F + G) =dimF + dim G

X
Démonstration 1 (abstraite) : Considérons l'application linéaire ¢ : { ( ng) i_}i g
Théoréme du rang => dim(F x G) =dim(Im(¢)) + dim(ker(¢p))
dim F + dim G F+G
Il reste a montrer que dim(ker ¢)) = dim(F N G).
f+g =0ilfautmontrerque f = —g € FNG.

FNG—->kerpcEXF
v— (v,—v)

Considérons ¥ : {
Montrons que W est un isomorphisme.

Y est linéaire ok.

ker¥ = {0} : W est injective ok.

Surjective: Si (v,w) € kergp alorsv = —w € F N G.
Donc¥(v) = (v, w). |

Démonstration 2 (concrete) : Bases et TBI (théoréme de la base incompléte)

Lemme : Méme hypothese que la proposition.
Il existe une base B = (ey, ...,e,) de E et3entiersa < b < c <n:=dimE tq
(1) (eq, ..., ep) base de F
(2) (eq41, -, €c) base de G
(3) (eq,...,e.) basede F + G
4) (eq41, - €p) basede FN G
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Lemme => Propo



Les quatre dimensions de F, de G, de F + G et de F N G s’expriment en fonction de a, b, c et n =>
la formule

Preuve du lemme : Soit (e444, ..-,€p) une base de F N G par TBI (4)
Soit (ey, ..., €p) une base de F par TBlou b = dim(F) et b —a = dim(F N G). (1)
Soit (ey, ..., ;) une base de F + G ou ¢ = dim(F + G). (3)
Soit (e, ..., €,) une base de E.
Reste a montrer que (e441,, -, €p, €p+1, -, €-) €St une base de G.
FNG viennent de F 4+ G donc sont-ils dans G ?
En fait, c’est faux : modifions e, 4, ..., €.
Par hypotheése, chaque e;, b + 1 < i < ¢, s’écrite; = ¢; + f;
G3 -- --—-E€EF
Donc (eq, ..., €p, Ept1, -+ €) €stune base de F + G
Base de F par des opérations élémentaires sur les bases (e; — e;, e; élément de F)
Donc on peut supposere; € G Vb+ 1 <i <c.
Il reste a voir Vect(ey41, ---, €:) = G (= la famille est génératrice).
Soitv € G.
Comme v € F + G, il existe A; tq v = X.§_; 4;€;.
Onaw=XY% ieg=v—2_ 1 Lie; EFNG
eEF eEG

Comme F NG = Vect(egsq, -, €p), on en déduit que w = 0. [ |

2- Changements de bases

Soit E et F deux e.v. de dimensions finies et f € L(E, F).

Soit By et Br des bases de E et F.

f(B(E))

Matg,p, (f) = ( ) Br

f vade E dans F. On va de droite a gauche.



Théoréme :
(DxeE
Matp,p, (f) Matp, (x) = Matg, (f (x))
(2)Soitg : F = G

MatBG\B\p\(g) MatB\(.-BE(f) = Matg_ g (g°f)

Analogie : Chasles

b c c
Lo+l =]

a b a
Remarque: Notation f(x) est déja a I'envers c’est-a-dire si on veut calculer f(x), il faut déja
calculer x puis f. Ca ne respecte pas I'ordre de calcul.
Exemple : sin(3 + 4t)
On calcule d’abord 4t puis 4t+3 puis le sin etc...
On pourrait noter xf (notation polonaise inversée)
Changements de bases :

By et Cp deux bases de E

Cg

Matg,c (Idg) = < > Bg

Matc, g, (Idg) = ( ) Ce

MatBECE(Id).MatCEBE(IdE) = MatBEBE(Id) = ITL
Sif :E - (F,Bp)
Matg, g, (f) = Matg,c.(f)-Matc,p, (Id)

Toutes les formules de changement de bases s’obtiennent en appliquant le théoréme de
Berthollet a des relations du type :

x =1d(x)
f=fold
f=ldeof
f=Idofold

3- Dualité

3.1- Formes linéaires, hyperplans

Soit E un e.v.



Définition : On appelle forme linéaire sur E un élément de L(E, k) = E™.
E™* est appelé 'espace dual.

Sip eE*etx €EE, p(x) € k.

Exemple : E = R?

E* 2{(;) — ax + by,a,b € R}

E=R*

2x+4y+z—t€E"

Remarque: E* estun e.v. de dimension dim E.

Ex:(2x+3y)+3(x —y) = 5x

| Définition : Un hyperplande E estuns.ev. HtqdimH + 1 =dimE (1). |

| Prop : Les hyperplans sont les noyaux des formes linéaires non nulles. |

Démonstration :

3.2-

Soit @ € E*\{0}. Alors Im(¢) est un s.e.v. non réduit a {0} de K donc c’est K.

Donc le théoréme du rang donne (1) pour H = ker ¢.

Soit H un hyperplan.
Soit (e, ..., e,—_1) une base de H que I'on complete en une base (ey, ..., e,) de E.

Soit(p'{ E
XA

e = A,

@ est bien linéaire (vérifier), donc ¢ € E™.
¢(ep) =1 # 0donc ¢ € E*\{0} et enfin H = ker ¢.

Avec des bases

Soit B = (ey, ..., e,) une base de E.

On a aussi (1) qui est une base de K

{ L(E,K) » M ,(K)
@ > Mat)p(p) =L

avecl =dimK,n =dimE

Remarque: Matg ¢ (f) € Myp uc(K),

Mp,qg X Mgr > My,

e.v. Matrices
E M, 1(K) matrice colonne
E* M (1) (K) matrice ligne
xX€E X = ( ) matrice colonne
Q@ EE" L=( )
p(x) EK LX

Concrétement, la matrice de ¢ est donnée par L = ((p(el)

Etaussi:2x+3y—ze (2 3 —1)

@(en))




Base duale

Soit B = (e, ..., €,) base de E.

0 sii#j
1 sii=j
Explicitement, cela donne e/ (Z}l:lljej) = Yi=1 e (e) = 7.

Définition : On définit e; € E* par la formule e (¢;) = §;; = {

Donc e/ associe a un vecteur sa i'“™¢ coordonnée.

Remarque: Sur R3 avec la base canonique, onaej = x

*_
€ =Y

*

e3=Z

| Prop : La famille (ef, ..., e;;) est une base de E* appelée base duale.

Démonstration : Mat(;yz(e;) =(0 .. 0 1 0 .. 0)avec1alai®m® place

(L’'image d’une base par un isomorphisme est une base)

{L(E' K) - M, (K)
@ - Matq) (@)

Remarque: e dépend de la base et pas seulement de ¢; !

Ex:Eneffet: £ = R%,B = ((é)(‘;))c = <((1))(1)>
ecnzei((5))=x e ((})) =

Avec C : e} <(;)> =ef((x,y)e1 +ye)=x—y #x

Base antéduale

Prop : Soit (¢4, ..., ¢,,) une base de E*.
Alors Vi € {1, ...,n},3!g; € E tq 9;(g;) = ;.
De plus, (&4, ..., &,) estune base de E et ¢; = e/

Démonstration : cf bidualité

3.3- Bidualité

| Définition : L'espace bidual est E** = (E*)"

E N E**
Considérons L : ({ E*->K )
X =
@ - p(x)

| Théoréme : L est bien définie, linéaire et inversible (isomorphe)




Démonstration :

E* > K

e Bien définie: ({
@ > p(x)

) € E** (linéaire en ¢)
A écrire

e Linéaire: L(x + Ay) = L(x) + AL(y) (linéaire en x)
A écrire

e dimE*” =dimE* =dimE
e Injectivité : ker(L) = {x,Vp € E*, p(x) = 0}

---------------------- => toutes les coordonnées de x dans une
base donnée sont nulles
=>x=0
Remarque:

1. Onautilisé dimE < + oo (théoreme du rang pour mq isomorphisme). Le théoréme est
toujours faux en dimension infinie. En fait, E* est toujours strictement plus gros que E
(qui est tous les deux o)

2. @(x) dépend linéairement de ¢ et de x !

4- Orthogonalité
4.1- Intro

{s.ev.de E} 2! {s.ev.de E*}

Soit F c E uns.e.v. On pose F*+ = {¢ € E*,Vx € F, ¢(x) = 0}
F* est appelé 'orthogonal de F.

Soit G un s.e.v. de E™.

G°={x EEVp€E G px) =0}

G° est appelé I'antéorthogonal de E

Lemme :
1) SiG =Vect(epq,...,¢x) alors G° = {x € E, Vi, p;(x) = 0}
2) SiF =Vect(vy,...,vy) alors F* = {p € E,Vi,¢(v;) = 0}

Preuve : exercice

Concrétement, exemple : E = R* coordonnées x,y, z, t
Q=2x—y+t

Y, =x+y—z+mnt

SiG =Vect(epq,92)

x
o=V {2x—y+t=0
"Nz ) x+y—z+mt=0
t

Ainsi, G° est 'ensemble des solutions d’un systéme linéaire.



2 0
De méme, si v; = (3) etv, = % et F = Vect(vq,v3)
0 -1
L_ 2a+3c=0
F —{ax+by+cz+dt,{b+c_d:0}

Ainsi, F1 est aussi ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire.

Proposition :
) F1 et G° sontdes s.e.v.
(ii) dimF 4+ dimF* = dimE = dimE* = dimG + dim G°
(iii)  Si(ey,..,e,) basedeE tq (ey, ..., ex) base de F alors F+ = Vect(ej,4, ..., €;,)
(iv)  Si(eq,..,e,) basedeE tq (eq, ..., ex) base de G alors G° = Vect(eyyq, .-, €n)
v) F,,F,sev.deE, G, G, s.ev.de E*
(F,NF)t =F+ +F*
(FL+F)*=FtnFs
(G1NGy)° =Gy + G,
(G, +G,)° =G NG
(vi) (FYH)°=FouFs.ev.deEet(G°)t=GouGs.ev.deE*
(vii) Gt =L(G*)oul:E - E* estl'isomorphisme (du dernier cours)

Remarque: (vii) est cohérent avec le constat que concrétement, calculer F* et G° revient a
résoudre des systémes linéaires. Plus généralement, L et o sont analogues et (vii) explique cette
analogie par un isomorphisme.

Preuve :
®
(i)
(iii)

(iv)
)

(vi)
(vii)

Vérif (trivial)
<= (iii) et (iv) + TBI
Evident avec le point de vue concret (c’est-a-dire en écrivant F* comme I'ensemble
des solutions d’un systéme linéaire)
Méme chose que (iii)
Vient de (iii) et (iv) + lemme qui donne une base de E tq Fy, F,, F; + F, et F; N F, en
ont des bases extraites. Pour o, on a aussi besoin de base antéduale.
Vient de (iii) et (iv) car prendre deux fois le complément revient au départ.
Soitx € G°. AlorsV¢p € G,p(x) =0
Donc L(x)(¢) =0
=p((x)
Donc L(x) € G*.
Donc L(G°) € G+ or méme dimension donc égalité. [

Remarque: Pour expliciter les choses, il est important de se poser perpétuellement la question :
De quelle nature est I'objet désigné par le symbole que je suis en train d’écrire ?

5- Transposée d’'une application linéaire

5.1-

Définition

| Soitu : E; — E, une application linéaire entre deux e.v. de dimensions finies.




E; - Ef
Alors l'application suivante tu . o <{ E1 -k > —gou est bien définie et linéaire.

v p(u®))
On I'appelle la transposée de u.

Propriété :
() ‘a € L(E3, EY)
L(E,,E L(E; Ef L
(ii) t: { (By, B2) _>t (B2, Ei) est linéaire
u-tu
(iii)  Soitu € L(Ey,E,),v € L(Ey, E3), '(vou) =tuo v € L(ES E)
(iv)  Soitu € L(Ey,E,), ‘tuoly =L,ou

u
E, - E,
Ly 1 I L,

ttu
) Soit B; et B, des bases de E; et E; etu € L(Ey, E>).
Matg:g: (*u) = ‘Matg p (1)

Preuve :

() tu bien définie comme application de E; dans E; : ‘u(¢) est linéaire de E; dans k
(composée de linéaire).
tu estlinéaire : ‘u(p; + 1¢,) = ‘u(p,) + A'u(p)
(i) % estlinéaire: ‘(u; + Auy) = fuy + Atu,
(iii)  Soitg € E3,'(vou)(p) = @ o (vou)
(ue v)(@) = ‘u(*v(@)) = ‘u(pov) = (pov)ou
(iv)  Soitv; € E;
Ly o u(vy)(@2) = ¢z o u(vy) Voo, € E;
("wo Ly () (92) = Ly (1) » “ulep2) = u(@2) (1) = (9 ° w)(v1)
"""" 017 91(v1)
(%) Coef (i,j) de Matg;p; ("u) = a;; oU By = (ey,...,eq) et By = (fi, .., fp) ?
u(ff)=fou=3 Aef
aij = 4 = CrArer)(e) = f7(ule))
Coef (i, ) noté b;; pour Matg, g (u)?
u(ej) =Y X fk
bij = x; = fi' (X xxfir)
Donc b;j = f; (u(ej))

i et j échangés dans °..

5.2- Noyau et image

Proposition : Soitu € L(E;, E,). Alors :
6) ker(tu) = (Im(w)* c E;
()  Im(tw) = ((kerw)) c E;

Démonstration :

()  Soite € E}
@ €Eker(fu) <=>@ou=0



<=>Vx€E;,poulx)=0
<=>Vyelm(u),p(y)=0
<=>¢E€ (Im(u))l
(ii) Soit @ € E;
Mq ‘u(e) € (keru)?.
Soitx € keru c E; alors (tu(q)))(x) =(pou)(x) = <p(u(x)) =¢p0)=0
Ainsi, Im(*u) = (keru)*.

Par ailleurs, dim(ker u)! =dim E; — dim(ker u)
------------ dim E; — dim Im(u)
= dim(Im(u))
=dimE, — dim(Im(u))l
= dimE, — dim(ker ‘u)  par (i)
= dim(/m(*w))  par théoréme du rang

Donc on a égalité dans (1) ]

5.3- Changement de bases
Soitu € L(E) et B et C deux bases de E.

Mat;(u) = Matcg(Id). Matg(u). Matg:(u)

2
P A p1
B = PAP™!
Matc-c- () = Matc-g (Id)Matg-g- (WMatgc: (‘1dg)
= Id-
tg = tp—1tptp
Morale :
> Idg = Idg

> Matgc-(*u) = tMatcg(u)



