Chapitre 2 : Algebre bilinéaire

1- Formes bilinéaires et matrices
1.1- Définition

Soit E un k — e.v. de dimension finie.
C . EXE—>k e
Une application B : {(v, w) — B(v,w) est une forme bilinéaire si
() Vv,,v, EEetd € k,B(vy + kvy,w) = B(vy,w) + AB(vy,w) Vw € E

(i) Ywy,w, EEetd€k,B(v,w; + Aw,) = B(v,w;) + AB(v,w,) VV EE

Notation : Bil(E) = {formes bilinéaires}
Exemple :
1) E = R?, base canonique (e, f)

Soit B € Bil(R?),v = (;1)w = (;Z) € R?

B(w,w) = B(x,e + y1f,xe + y,f)

= x1B(e, x2e + y2f) + y1B(f, x2€ + y2f)
-- -- on gele la gauche

= xl(sz(e, e) +y,(e, f)) + Y1(sz(f' e) + ¥, B(f, f))

= B(e, e)x1x, + B(e, f)x1y, + B(f,€)y1x2 + B(f, f)y1¥2
Remarque: Les valeurs de B ne dépendent que des 4 nombres B(e, e), B(e, f),B(f,e), B(f,f)
qui sont les valeurs de B sur les vecteurs de la base.
Réciproquement, étant donnés 4 scalaires a, b, ¢ et d, 1a formule ((;1) , (;2)) — axqx; +
bx,y, + cx,y, + dy,y, définit une forme bilinéaire sur R
On met ces 4 nombres dans une matrice :

(a b)_(B(e,e) B(e,f))

c d/ \B(f,e) B(f.f)

ax,x,

a : constante, x; : coordonnée du premier vecteur, x, : coordonnée du deuxieme vecteur
2) Plus généralement, toute forme bilinéaire sur E est donnée par une formule du type :
* *
(v,w) » Z a;; X e; (v) X ef (w)
1<i,jsn
Avec a constante, B = (eq, ..., e, ) base de E

Siv=2% xe;,w =% yie;



(v,w) » z aXe(v)xe(w)= z agjx;y;

1<i,jsn 1<i,jsn

De plus, a;; = B(e;, €))

On définit Matg(B) = (B(ei: ej))

Ek —ev.dimE < oo,
Forme bilinéaire B: E X E — k.

SiB = (eq, ..., e,) est une base
B inei'zyjej = z* XiYj
i Jj Lj
*=B(es ¢)

~> Matrice Matg(B)

1.2- Utilisation de E*

E - E*

Si B € Bil(E), on définit B : { ({ E-k ) (E* car B(w, v) linéaire en w a v fixé)
V>

w — B(w,v)

Est linéaire car B(w, v) dépend bien de v.

Proposition :

1) L’application {Bll(E) - LEE’E )

B— B

2) Soit B une base de E alors Matg5(B) = (B(ei, ej)) =:Matg(B).

est un isomorphisme linéaire.

Démonstration : 1) Exo
2) Regardons le coefficient (i, j) de Matg+g(B) pour 1 < i,j < n, noté aj.
Regardons la colonne j donc B(e;).
Il existe x;, ..., X, € k uniques tels que B(e;) = Y-, xxef ().
Par définition, a;; = x;.
Appliquons (*) a e;, on obtient E’(ej)(ei) = Yr=1Xrer(e) = x;.
=B(e,e) - Sk ]

Changement de bases

SiB € Bil(FE) et B et C deux bases de E.
Comparons Matg(B) et Mat;(B) ?

Matc*c(g) = Matc*B*(IdE*) o MatB*B(B) o Math(]dE)



Quel est le lien entre les deux matrices de passage ?
On remarque que Idg+ = ‘dp.
En effet, Idg:E = E

E* > E*

= Id;
po@eldg=¢ F

trdg : {
D’apres le paragraphe « transposée » du chapitre I, on a:
Matc+p-(Idg-) = Matcp-(*Idg) = "Matpgc(Idg)
Finalement, on obtient| M = !PNP| (1) avec P matrices mutuellement transposées.
(1) s’écrit ainsi: tP~1. M. P71

M = (*P)N*(*P)

Résumé calcul matriciel pour Bil(E)

e.v. Matrice light Matrice lourde
v,weEE X, Y e My, 1(k) X = Matg(v)
- Lemo X = Maty (9)
¢ Ln L=ty L = Matyg(¢)
5 M e M, (k) -
Matg-g(B
= (B(ei,ej)) s'8(B)
YMY)X
~ t _
B(v,w) = B(w)(v) tEXMY € k = (MatB*B(B).MatB(W)).MatB(v)
= Maty,B(w)(v)
BlBJc Mc = tPM'BP

LMX)Y = tYIMX = (((XMY) = IXMY

——————— scalaire !!

1.3- Noyau et rang

Définition - Propriété :
(1) rg(B) = rg(B) = rg(Mats(B))
(2) ker(B) = ker(E’) " ="ker (Matg(B)) en identifiant E a M, , (k).

Remarque : Explicitement, v € Ker B si et seulement si B(v) = 0+
si et seulementsi Vw € E, B(v)(w) = B(w,v) =0
si et seulement si Ve; € B,B(e;,v) =0

si et seulementsi {YMX = 0 VY ou X = Matg(v)



si et seulementsi MX =0

Ne pas confondre avec {v € E, B(v,v) = 0}.

1.4- Symétrie

Prop : Soit B € Bil(E) et B base de E. Se valent :
(D) Yv,w € E, B(v,w) = B(w,v).
(ii) Matg(B) est symétrique c’est-a-dire ‘Matz(B) = Matg(B).
(i) B =B

Preuve : exercice
B:E—>E*

tB: E*™ - E*

On dit alors que B est une forme bilinéaire symétrique

2- Forme bilinéaire symétrique et forme quadratique

Hypothése : 2 # 0 c’est-a-dire caractéristique de k (car(k)) * 2
2.1-
Soit B € Bil(E) symétrique.

On définit alors g : {v '_E> ;(1]: V) que I'on appelle la forme quadratique associé a B.

X1 V1
Sur R™, on a vu que B ( : >,( 5 > = Yisijen* XiYj-

xn Yn
X1

Alors qp ( :
xn

) = lei,an* XiXj.

Exemple :n = 3

X1 Y1
B <x2> , ()’2)
X3 V3

= 2x191 + 7x1Y2 + 6x1Y3 + 3x2y1 + XY, + exyys + In(2) x3y1 + x5y, + x3Y3

2 7 6
= < 3 T e)
In(2) 9 1

Modifions pour qu’elle soit symétrique (on n’est donc plus dans le méme cas) :



X1 Y1 2 7 6
Bl[X2),[Y2]]=(7 m e
X3 Y3 6 e 1
X1
qs (x2> =2x2 + X2 + x2 + 2 X 7x1x; + 2 X 6x1x3 + 2 X ex,x3

X3
= z aiixiz + 2 X Z ai]-xixj

i<

Dans une forme quadratique :

2.2- Formule de polarisation

En fait, gz permet de retrouver B

qg(v +w) — qp(v) — qp(w)
2

vv,w € E,B(v,w) = €]

_ aa(+w) = gz (v —w)
4

(2)
Remarque:

1) Analogue a:

b_(a+b)2—a2—b2_(a+b)2—(a—b)2
B 2 B 4

2) Car k # 2 est utile pour diviser par 2.
Preuve du (1) :

qgg(v+w)—qg(v) —qg(w) =Blw+w,v+w) — B(v,v) — B(w,w)

= B(v;v) + B(v,w) + Bw,v) + B(w,w) — B(v;v) - W)

=2 B(v,w)

2.3- Réduction de Gauss des formes quadratiques

Théoréme : Soit g une forme quadratique sur E. Alors il existe :
(i) @1, -, Pr € E™ linéaire indépendantes
(ii) ay, ..., €k

Tels que g = a;9? + - + a, ¢,

De plus, r = rang(q).

Remarque: C’est un théoréme de réduction car on a au plus dim E coeff a;.

Corollaire :
(1) Il existe B base de E tq Matg(q) est diagonale.
(2) Si B est une base quelconque alors 3P € GL, (k) tq ‘PMatz(q)P est diagonale.

Preuve du corollaire : TBI => 3 base (¢4, ..., ¢,) € E™.

Soit B = (e, ..., €,) sa base antéduale.



Donc Matg(q) =

(2) P = Mateg(Idg) convient
Preuve du théoréme : C’est un algorithme
q = x2 4+ x2 +x3 — 2x1x, — 2X5X3 — 2X3X;

1. Utiliser les identités remarquables
2. Eliminer successivement les variables

Cas 1: ¢, consomme les x;
= (x; — X — x3)% — (2% + x2 4+ 2x,%3) + x5 + x% — 2x,%3
= (X1 — X — x3)% — 4x,%3
Cas 2 : ¥;.¥, =tous les termes contenant du x; et du x,
Exemple du cas 2 :
q = X1X + 3X1X3 — TX3X3 — €X3Xy
= (x; — mx3)(x, + 3x3) + termes sans x; ou x,

(W) + ¥)% — (W, — ¥,)?
= 4 + cee

Retour I'algo de Gauss :
1) Sionaun carré divise ax? + -

On écrit A(x; + * x, + ---)? qui fait apparaitre les * x; x;
2) Sinaaucuncarré,onaax;x; + -

On écrit a(x; + * x5 + -+ )(x, + * x3 + ---) qui fait apparaitre les x; x; et x,x;

On écrit AB = %([A +B]2-[A-B]®

q=a;¢7 + -+ a,¢}

@; forme linéaire linéairement indépendante



a, 0

r =rangM = rangB « forme bilinéaire

Théoréme : Sur C, toute matrice M d’'une forme bilinéaire de rang r est de la forme ‘PI,.P ou
1 0
1
PeGL,(C)etl,. = 0
0 0

Preuve : On report du (1) et on remarque que les a; sont de la forme b;?.

On écrit a;p? = (b;;)> n
Théoréme de Sylvester :
L, 0
Sur R, toute matrice symétrique M est de la forme ‘P —Iq P.
0 0

De plus, p et g ne dépend pas de P. Le couple (p, q) est appelé la signature de la forme
quadratique.

Preuve :Sia; > 0,a; = b;?

a; <0,a; = —b;?
+(b191)? £ (byp2)* £ -
Preuve du « de plus » a venir.
Remarque: Sur Q, il existe une infinité de forme quadratique deux a deux non congruentes.
Fixons n la taille. Soit p un nombre premier.

1 0
M, = -
Qq = X7 + -+ X1 + Py
Ces formes quadratiques sont deux a deux non congruentes.
[Soit p # p’. Supposons par I'absurde qu'il existe P € GL,(Q) telle que M, = tp. My.P (2)
On prend le déterminant de (2) : det M), = (det P)? X det(Mpr)
p= e =p

Remarque: Le déterminant dépend de la base.

Ecrivons detP = % aveca,b € Z.

bzp — azp/



La plus grande puissance de p qui divise b®p est impaire.

La plus grande puissance de p qui divise a®p’ est paire. Contradiction !

Remarque: Comparer a2 & Q.

3- Orthogonalité d’un s.e.v.

Soit B une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (i.e.rg(B) = dimE) surune.v. E.
Remarque:SiF c E sev, Ft c E*—BE
FiB:={x € E,Vy € F,B(x,y) = 0}
=B~ (FY)
En particulier, F1B est un s.e.v. de dimension dim E — dim F
Question : On peut comparer F et F1B

Exemple 1 : Sur R3, on considére la forme quadratique Q = x7 + x5 — x5>

X1 Y1
B <x2), (3’2) =X1Y1 T X2Y2 — X33
X3 V3
1 0
Y1 +y2, +y3 =0¢=Vect (0 A1
-1 -1

| (
X1 X1 _ 1
FllB=<<xz>e]R3,< >={(x2),{X11X3:3}=Vea (1>
X3 ( X3 X2 T X3 = -1

F,NE™®?

x1+x3=0
xZ+X3=0

11 1 1.0 0
y(101)=y<101)=3
01 1 01 1

Liy=Ly—Ls

{xl‘l'xz +X3=0

Donc F; @ F[® = E

V1 1 0
Exemple 2 : soit F, = {()’2),311 +y3 = 0} = Vect ( 0 ),(1)
Y3 -1 0



1 x1+x3=0
FZB<—>{ Xy = 0

L
Onremarque que F, ® C F,

1
Exemple 3 : Soit D = Vect <0)
1

X1 0 1
DJ-B = {<x2>,x1 — X3 = 0 =Vect 1 ) 0
X3 0 1

OnaDiE oD

4- Produits scalaires

Ici le corps est R.

4.1- Prop - définition

Soit B une forme bilinéaire symétrique sur E alors se valent :
(1) Sym(B) = (p.0)
(2)Vx €E,B(x,x) =0

On dit que B est positive.

Soit B une forme bilinéaire symétrique sur E alors se valent :
(1) Sym(B) = (p 0) etrg(B) = dim(E)
(2)Vx€E,B(x,x)=20etB(x,x)=0=>x=0

On dit que B est définie positive.

M = PI,P
M=fP(IP 0>P
00

Preuve : (1)=>(2) (du premier cadre)
Dans une bonne base B(x,x) = xZ + -+ + xf, =0
(1)=>(2) (du deuxieme cadre)
B(x,x) =x}+-+x2=0
= 0 si et seulement si Vx; = 0 c’est-a-direx = 0
(2)=>(1) (du premier cadre)

Supposons B(x,x) =0

D’aprés le théoréme de Gauss, il existe une base ot B(x,x) = x + --- + xé — (xgﬂ +

B(ep+q,ep+q) < 0doncqg =0
(2)=>(1) (du deuxieme cadre)
Si par 'absurde, rgM < dimE
B(en,e,) =0

e + x%_{_q)




Preuve Sylvester: Si Q = @7 + -+ @f — (9241 + - + Qh4q)

Alors p = max(dim F, B|pxp définie = 0) (3)
--------------------------------------- indépendant de I'écriture

Donc (3) suffit pour montrer 'unicité.

Preuve de (3) : on complete e; en une base (¢4, ..., @,) de E™.

Posons Fy = Vect(gopH, ...,(pn)o

dim Fy = p et B| xr, définie positive.

Soit G = Vect(gol, s gop)o alors Bigxg <0

Soit F un s.e.v. tq B)pxr définie positive.

Donc F N G = {0}
Doncdim F < dim E — dim G par la formule de Grassmann.

<p [ |

4.2- Produit scalaire

Produit scalaire = Forme bilinéaire symétrique définie positive

Matriciellement cela revienta tXXMX > 0VX = 0et M = PP

Définition : Une famille (e, ..., e;) est dite :
e OrthogonalesiB(e;, e) =0 Vi # j
1sii=]

o Orthonormale si B(e;, ¢j) = §;; = { 0 sinor

Notation : Dans la suite, on fixe un produit scalaire que I'on note sous B

B(x,y) = (x,y)

Trois exemples de produits scalaires :

1) SurR",

X1 V1 n
()5
xn Yn =1

La base canonique est orthonormale.
2) E=My,(R)
(A,B) = tr(*AB)
SiA = (a;j),ona(4,A) =tr(*AA) = X7 (FAA);
= X 27, (PA);4 (4;)

2
= Zi,j aij >0



= 0 seulementsiA =0

3) E = Rs[X]
1
¢,0) = | Po) D
0
On voit facilement que c’est une forme bilinéaire symétrique
1
(P,P) = f P?(t)dt = 0carP? >0
0

Si (P, P) = 0 comme les P(t) continuent,ona P(t) = 0 Vt € [0,1]

Donc P a une infinité de racines donc P = 0.

4.3- Cauchy-Schwarz et Minkowski

Prop : Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit E un e.v. muni d’un produit scalaire (, ).
Soitu, v € E alors

()| < V@ w x J@,v)

Avec = si et seulement si la famille (u, v) est liée.

R - R*
t-> (y+tv,u+tv)

Preuve : Considérons ¢ : {
e(t) = (v,v)t? + 2t(u, v) + (u,u)

Polynome de degré 2 en t.

Son discriminant est négatif ou nul c’est-a-dire (u, v)? — (v, v)(w,u) < 0
Comme+/ est croissante, on a l'inégalité de la prop.

Quand a-t-on =7?

Siv = 0, tout est trivial

Supposons v # 0 donc (v,v) # 0

A=0<=>¢(-2)=0

2a

l, coef de ¢
<=> (u+ (—%) v,u+ (— ?:2) v) =0
<=>y—%v =0

=> (u,v) liée

Réciproque si u = Av, on voit que c’est égalité.

Posons ||u|| =./(u,u)

| Corollaire : Inégalité de Minkowski




Soitu, v € E alors ||u+ v|| < ||u|| + ||v]]
Avec égalité si et seulement si u et v sont positivement liés (31 € R*,u = Av ou v = Au).

Preuve : Regardons —||u + v||2 + (||u|| + ||v||)2 = ||u||2 + ||v||2 + 2||u||. ||v|| —(u+v,u+v)

= (Il x [Ivl] = (w,v))
-------------------------- = 0 d’apresc
Supposons 31 € RT,u = Audoncona=
Supposons qu’il y a égalité dans (5)
Alors (u,v) = ||u||. ||v||
Donc u, v sont liés
Quitte a échanger u et v on peut supposerv =Au 1 € R
Or (w,v) = ||ull.|Ivl| donc A(u, w) = |A].]|ul|* (6)
Soit ||u|| =Omaisalorsv=0etv=1Xu

Soit||u||+Oalors 6)=>1=0 ]

Théoréme Pythagore :

Si u, v sont orthogonaux c’est-a-dire (u, v) = 0 alors ||u + v||2 = ||u||2 + ||v||2.

4.4- Théoréme de projection orthogonale

Prop:Soit F c E uns.e.v. et (, ) un produit scalaire.
Alors FOF(.) =E

Preuve : dim ok

N = {0}

Six € FNF*O donc (x,x) =0etx =0 n

La projection sur F parallélement a F*0 est appelé la projection L sur F

E->FE
Dp x+y-—->xsix€F,
y € F10

pr(v) EF Vv

Est caractérisé par {(pp (1)) —, W) =0VWEeEF

Théoréeme:F c Eetv €EE

|lv = pr @] = inf|lv — x|
Cette quantité est appelée la distance de F a v et notée d(v, F).
De plus, pr (1) est'unique point de F qui réalise cette égalité.

Preuve :

e Puisque p;(v) € F,inf <||v — pr(v)||



o Soity € F,|lv—yl| = |lv—pr() + pr(v) — yl|
= |lv = pr@)I|” + IIpr (@) - yI|* d'apres Pythagore
> [|lv—pr@II?
Donc égalité dans le théoréme.
Pour le « De plus », soity € F tq |[[v — y|| = |lv — pr W)
=> |lpr(v) — yI| = 0

Doncy = pp(v) = 0. [ ]

Exemple : On va calculer I = inffom(sint —a—bt)’dt,a,b ER?

Soite = Vect((sint,1,1)) le s.e.v. de C(R, R)

={ R-R

) ,a,b,c e R
t > asint+b+ct }

EXE->R
L’application {(f, 9) - foznf(t)g (D)dt est une forme bilinéaire symétrique définie positive (par

le raisonnement déja vu).
Posons f = Vect(1,t) c E

d(sint,F) = inf{||sint—f||,f EF}

2T
= inf \/ (sint —a — bt)%2dt,a,b € R
0

=T
La solution est donnée par la projection orthogonale ay + byt € F tq

(sint —ag — bot,1) =0 (8)
{(sint —ay— bot,t) =0 (9)

C’est un systeéme linéaire en (ay, by)

2m
(8) <=>f sint —ag — byt dt =0
0

b
—2ray — —4m? =0
2
2m

9) <=>f tsint —agt — bot? dt =0
0

(.)

4.5- Gram-Schmitz

Soit E un R e.v. de dimension finie muni d’un produit scalaire (, ).



Le couple(E, (,)) s’appelle un espace euclidien.

Il existe (e, ..., e, ) base de E telle que Matg( , ) =1, (1) oun = dim E par le théoréme de
Gauss.

La base B est dite orthonormée (3) : (el-, ej) = 6;5 (2)

Remarque: (1) <=> (2) <=>(3)

Théoréme de Gram-Schmitz :

SoitC = (g4, ...,&,) base de E.

Il existe une unique base orthonormée B = (eq, ..., €,,) telle que :
(1) Vect(ey, ..., &) = Vect(eq, ..., ex) Vk
(2) vk (ek, Ek) >0

Preuve par récurrence sur k :
Hypothese de récurrence (HR) : 3! (eq, ..., ex) tq:

(1) VraivVk' <k
(2) VraiVk' <k
() Vij <k (ene) =5

Initialisation: k = 1
On veut trouver e, tq

(1) Reg = Rey
(2) (e1,€1) >0
(3) (er,e1) =1
e1 = ag
On veut donc montrer qu'il existe un unique a € R, (e1,€1) = a(ey, 1) > 0 cest-a-dire tel que

(ep,e)=1= 0—’2(51'51)
1

a>0eta? =
(81'81)

car (g1,€1) >0

a = est bien la seule solution.

(e1,61)
Induction : On suppose construits (ey, ..., ex—1) et on cherche e.

ek=ﬁ€k+*€k_1+"'+*£1

C'est-a-dire e, doit s’écrire e, = B + ax_1€x—1 + -+ a4
OnveutqueVi<k—1, 0 = (e, e;) = L(ex €) + aq

L’astuce : dans un premier temps, on prend = 1.

On pose alors @, = —(e, €;) et|x = & + Yr -l e

Est-ce que e convient ?
(1) Ok

(2) (k&) = (e, &) >0 Ok
(3)Oksii =ketsiietj<k—-1



Reste (3) pouri=j =k

(€. e) =0

=

Posons ¢, =

%
Ve |

On aura (e, ex) = 1 etles propriétés (1) et (2) montrées plus haut.

&kl|

Remarque:

(1) La preuve est un algorithme. Il faut savoir le faire sur des exemples (voir TD)
(2) La preuve montre bien I'unicité car les a; sont déterminés par 8 donc les seules solutions

sont cey. Par les cey, on veut vérifier ||cek|| = 1let (e, &) > 0.
Sur R?:
||92|| =1
(e;,e) =0 €;
(e;,,)=>0 &
ie du mé&me coté /'
b
que £ 0 > £
€
Sur R3 :

€3
€;
€3 Q €3
/ El
—
/ 81

4.6- Isométries/groupe orthogonal

(E, (,)) espace euclidien

‘ Définition : u € L(E) est une isométrie si Vx € E, ||u(x)|| = ||x]]|.

Remarque:

(1) Par les formules de polarisation, V(x,y) € E, (x,y) = (u(x),u(y)) (5)
(2) (5) => ulinéaire méme si on ne l'avait pas supposé



(3) Toute isométrie est inversible (keru = {0}) et u~! est une isométrie. De plus, 'ensemble
des isométries est stable par o. C’est un groupe noté O(E) et que I'on appelle groupe
orthogonal.

(4) Soit B une base orthonormée de E.

Alorsu € L(E),u(O(E)) <=> Matg(u).I,,. Matg(u) = I,, d’apres (5) et les formules de
changement de base.

(5) Poura € M,,(R),ona‘A.A=1, | AmA~!

<=>AtA=1, 1'Am‘A > m!
<=>A"ltAl=1p,
<=>tt A=,

Notation : 0,,(R) = {4 € M,,(R), ‘AA = I}

Lemme :
(1) A =(cyq, ..., ) civecteurs colonnes

(“*44)i; = cicj = (€i¢j) gn
(2) A € 0,(R) si et seulement si (cy, ..., ¢,) orthonormée

Preuve : exercice

Remarque:u € L(E) est une isométrie <=> 3B BON tq u(B) est une base orthonormée
<=> VB BON, u(B) est une base orthonormée

Remarqgue:

e Pour montrer que u est une isométrie, on utilise il existe...
e Une fois que 'on sait que u est une isométrie, on peut utiliser pour tout ...

En dimension 2 : 0,(R) ?

212 4 a = cost
aZ+b —1<—>EItE]R{b=Sint
c2+d?*=1
ab +bd =0

(‘Cl Z) € 0,(R) <=>

)

ou® = ((E eyl ne).cen)
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. ) est la rotation d’angle ¢
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xp=X>—-1=X-1DX+1)
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B est la symétrie
orthogonale d'axe A

0,(R) = {rotde centre 0} ~ > det =1
U {symétrie L} ~ > det = —1
Un exemple en dimension m :

Soit F c E s.ew.



FOF' =E

E->FE
Spi:y vovsiveF
v—o —vsiv EFt

Fait : S est une isométrie.

Soitve FetweFr+ 0
v+ wl|* = [Ivl]” + |Iwl]* + 2(v, w)
= |Ivl|* + [Iwl|?

1S-w + wI|” = |lv —wl|* = [Ivl]* + [Iwl]?

| Théoréme : 0,(R) est un groupe compact.

Preuve :

e Groupe déja dit
e Compact: fermé + borné

tAA = I, i.e. préimage de {I,,} par A - AA

vji=1, ...,n,ZaiZj =1=>a; €[-1,1]Vi,j
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