
Chapitre 3 : Géométrie affine 

 

1- Espaces et sous espaces affines 

       1.1-     Définition 

Un espace affine ℰ de direction ℰ⃗ est la donnée de  

(1) ℰ⃗ est un e.v. 

(2) Une action de ℰ⃗ sur ℰ qui simplement transitive 
 

Notation : 

(i) Les éléments de ℰ sont appelés des points souvent noté 𝐴, 𝐵,𝑀,… 

(ii) Les éléments ℰ⃗ sont appelés des vecteurs. 

(iii) L’action de ℰ⃗ sur ℰ est notée +. 

Ainsi, on écrit 𝐴 + 𝑢⃗⃗ est un point. 

     Point     --     --   Vecteur 

Ensemble      Groupe 

(iv) ∀𝐴, 𝐵 ∈ ℰ, ∃! 𝑢⃗⃗ ∈ ℰ⃗ tq 𝐴 + 𝑢⃗⃗ = 𝐵. 

𝑢⃗⃗ est noté 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

Exemples :  

1) Soit 𝐸 un e.v. 

Alors avec 𝐸 = ℰ − ℰ⃗ on a un exemple 

𝑢⃗⃗ + 𝑣⃗ = 𝑢⃗⃗ + 𝑣⃗  ∀𝑢⃗⃗, 𝑣⃗ ∈ 𝐸 

               --     --      --    -- 

    Point  Vecteur       ∈ 𝐸 

 

2) ℰ = {(𝑥, 1) ∈ ℝ2, 𝑥 ∈ ℝ} et ℰ⃗ = ℝ(
1
𝑖
) 



 

3) ℰ = {(
𝑥
𝑦) ∈ ℝ

2, 𝑥 + 𝑦 = 1} 

 

4) ℰ = {(
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝐸, 𝑥 − 𝑧 + 2𝑧 = 3} 

ℰ = {𝑣 ∈ 𝐸, 𝜑(𝑣) = 𝜆} est un espace affine de direction ℰ⃗ = ker𝜑 

5) ℰ = {(
𝑥
𝑦
𝑧
) , {

𝑥 + 𝑦 = 2
𝑥 + 2𝑧 − 𝑦 = 1

} est un espace affine de direction {
𝑥 + 𝑦 = 0

𝑥 + 2𝑧 − 𝑦 = 0
 

 

       1.2-     Quelques règles de calcul 

∀𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℰ : 

(i) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (Chasles) 

(ii) 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

(iii) 𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐵 

(iv) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ <=> 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
 

Preuve :  

(i) 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  le vecteur tel que 𝐴 + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶 

Regardons 𝐴 + (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵 + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶 

             action ↑            ↑ dans ℰ⃗     action de groupes 



(ii) 𝐴 + 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴 + 0⃗⃗ = 𝐴 

{𝑒. 𝑥 = 𝑥}  

        Donc 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ par simple transitivité 

        𝐴 + (−𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =?𝐵 

  <=> 𝐴 = 𝐵 + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

        𝑔−1𝑥 = 𝑦 <=> 𝑥 = 𝑔𝑦 

(iii) Par définition 

(iv)  

 

 

 

 

 

 

Supposons 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . Montrons que 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ c’est-à-dire 𝐴 + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶. 

𝐴 + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴 + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

= (𝐴 + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= 𝐷 +𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶 

 

       1.2-     Sous-espace affine 

Soit ℰ un espace affine de direction ℰ⃗. 

Définition : Un sous-espace affine de ℰ est une partie ℱ de ℰ de la forme ℱ = 𝐴 + 𝐹 où 𝐴 ∈ ℰ et 

𝐹 ⊂ ℰ⃗ s.e.v..  
 

Exemple : ℰ = ℝ² 

𝐹 = ℝ(
1
1
)     𝐴 = (

0
1
)  

ℱ = 𝐴 + 𝐹 = {𝐴 + 𝑣⃗, 𝑣⃗ ∈ 𝐹}  

 

 

 

 

 



Proposition : Si (ℱ⃗⃗𝑖)𝑖∈𝐼 des s.e.a. de ℰ alors soit 

(i) ⋂ ℱ𝑖𝑖∈𝐼 = ∅ 
(ii) ⋂ ℱ𝑖𝑖∈𝐼  est un s.e.a. 

De direction ⋂ 𝐹𝑖𝑖∈𝐼  où 𝐹𝑖 est de direction de ℱ𝑖 . 
 

Preuve : supposons (i) est fausse et montrons (ii). 

Soit 𝑂 ∈ ⋂ ℱ𝑖𝑖∈𝐼 . 

Montrons que ⋂ ℱ𝑖𝑖∈𝐼 = 0 +⋂ 𝐹𝑖𝑖∈𝐼 . 

⊆∶ Soit 𝑀 ∈ ⋂ ℱ𝑖𝑖∈𝐼  

Comme O et 𝑀 ∈ ℱ𝑖 , 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∈ 𝐹𝑖  pour tout 𝑖 ∈ 𝐼. 

Mais alors 𝑀 = 𝑂 + 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ avec 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∈ ⋂ 𝐹𝑖𝑖∈𝐼 . 

⊇: Soit 𝑣⃗ ∈ ⋂ 𝐹𝑖𝑖∈𝐼 . 

Montrons que 𝑂 + 𝑣⃗ ∈ ⋂ ℱ𝑖𝑖∈𝐼 . 

Soit 𝑖 ∈ 𝐼. Comme 𝑣⃗ ∈ 𝐹𝑖 et 𝑂 ∈ ℱ𝑖 , on a 𝑂 + 𝑣⃗ ∈ ℱ𝑖 .  ∎ 

Dans cette preuve, on a utilisé la  

Remarque : Soit ℱ ⊂ ℰ un s.e.a. de direction 𝐹 et 𝑂 ∈ ℱ et 𝑀 ∈ ℰ quelconque alors ℱ = 𝑂 + 𝐹 

c’est-à-dire 𝑀 ∈ ℱ <=> 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∈ 𝐹. 

En effet, ℱ = 𝐴 + 𝐹 avec 𝐴 ∈ ℱ. 

𝑀 ∈ ℱ <=> ∃𝑣⃗ ∈ 𝐹,𝑀 = 𝐴 + 𝑣⃗                            

<=> ∃𝑣⃗ ∈ 𝐹,𝑀 = 0 + (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑣⃗) 

             ----      -- ∈ 𝐹 

 ∈ 𝐹 car 𝑂 et 𝐴 ∈ ℱ 

=> 𝑀 ∈ 𝑂 + 𝐹 

De même pour la réciproque. 

Vocabulaire : La dimension de ℱ est celle de 𝐹.  
Une droite est un s.e.a. de dimension 1.  
Un plan est un s.e.a. de dimension 2.  
Un hyperplan est un s.e.a. de dimension un de moins que l’espace ambiant. 

 

Propriété :  
(1) Par deux points 𝐴 et 𝐵 passent une unique droite notée (𝐴𝐵). 
(2) Si dimℰ = 2 alors deux droites 𝑑 et 𝑑′ distinctes vérifient 

i. 𝑑 et 𝑑′ est réduite à un point 

ii. 𝑑 ∩ 𝑑′ = ∅ et 𝑑 = 𝑑′⃗⃗⃗⃗  
 

Preuve :  

(1) Considérons 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∈ ℰ⃗ − 0⃗⃗ 

Alors 𝐴 et 𝐵 appartiennent à la droite 𝐴 + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 



             ------------ s.e.v. de dim 1 

     ----------------- droite 

En effet, 𝐴 = 𝐴 + 0⃗⃗ ∈ 𝑑, 𝐵 = 𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∈ 𝑑 

Unité de (1) : Soit 𝑑′ une droite de ℰ contenant 𝐴 et 𝐵. 

𝑑′ = 𝐴 + 𝑑′⃗⃗⃗⃗  par la remarque. 

Comme 𝐵 ∈ 𝑑′ et 𝐵 = 𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , on a 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∈ 𝑑′⃗⃗⃗⃗ . 

Par dimension, on a donc 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑑′⃗⃗⃗⃗  mais alors 𝑑′ = 𝑑. 

(2) Supposons 𝑀 ∈ 𝑑 ∩ 𝑑′ ≠ ∅ alors 𝑑 ∩ 𝑑′ est s.e.a. de direction 𝑑 ∩ 𝑑′⃗⃗⃗⃗  

Or dim𝑑 = dim𝑑′⃗⃗⃗⃗ = 1 donc soit 𝑑 = 𝑑′⃗⃗⃗⃗ , soit 𝑑 ∩ 𝑑′⃗⃗ ⃗⃗ = {0⃗⃗}. 

Soit 𝑑 = 𝑑′⃗⃗⃗⃗  : Comme en plus, ils ont un point commun alors 𝑑 = 𝑑′ 

Soit 𝑑 ∩ 𝑑′⃗⃗ ⃗⃗ = {0⃗⃗} : 𝑑 ∩ 𝑑′ = 𝑀 + {0⃗⃗} est un seul point. 

Supposons 𝑑 ∩ 𝑑′ = ∅. Montrons que 𝑑 = 𝑑′⃗⃗⃗⃗ . 

Supposons 𝑑 ≠ 𝑑′⃗⃗⃗⃗ . Alors comme dim ℰ⃗ = 2, on a 𝑑⨁𝑑′⃗⃗ ⃗⃗ = ℰ⃗. 

Soit 𝐴 ∈ 𝑑 et 𝐴′ ∈ 𝑑′. 

Ecrivons 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑣⃗ + 𝑣′⃗⃗⃗ ⃗ avec 𝑣⃗ ∈ 𝑑 et 𝑣′⃗⃗⃗ ⃗ ∈ 𝑑′⃗⃗⃗⃗ . 

Posons 𝑀 = 𝐴 + 𝑣⃗ avec 𝐴 point de 𝑑 et 𝑣⃗ 

vecteur de 𝑑 

Par ailleurs,  

𝑀 = (𝐴′ + 𝐴′𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑣⃗  

     = 𝐴′ + (𝐴′𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑣⃗)  

     = 𝐴 + (−𝑣′⃗⃗ ⃗⃗ ) ∈ 𝑑′   ∎ 

Définition : Deux s.e.a. ℱ et ℱ′ sont parallèles (respectivement faiblement parallèles) si ℱ⃗⃗ = ℱ′⃗⃗⃗⃗⃗ 

(respectivement ℱ⃗⃗ ⊂ ℱ′⃗⃗⃗⃗⃗ ou ℱ′⃗⃗⃗⃗⃗ ⊂ ℱ⃗⃗). 
 

Proposition : Soit ℰ un e.a. et 𝑑 ⊂ ℰ une droite et 𝑀 ∈ ℰ. 
Alors il existe une unique droite parallèle à 𝑑 passant par 𝑀. 

 

Preuve : 𝑀 + 𝑑 est clairement la seule solution.  ∎ 

 

2- Géométrie analytique affine 

       2.1-     Repère 

Définition : Un repère ℛ de ℰ est la donnée  
(1) D’un point 𝑂 appelé origine du repère. 



(2) Une base (𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗, … , 𝑣𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) de ℰ⃗ 
 

Exemple : (𝑂, 𝑖, 𝑗) est un repère de ℝ2. 

Point de ℰ : 𝑀    Vecteur colonnes 

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = ∑ 𝛼𝑖𝑣𝑖⃗⃗⃗ ⃗
𝑛
𝑖=1     𝑋 = (

𝛼1
⋮
𝛼𝑛
) 

𝑀 = 𝑂 + 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗  

      = 𝑂 + ∑ 𝛼𝑖𝑣𝑖⃗⃗⃗ ⃗
𝑛
𝑖=1  

 

       2.2-     Equation des hyperplans 

Proposition : Les hyperplans affines de ℰ sont les parties de ℰ de la forme : 

{𝑂 +∑𝛼𝑖𝑣𝑖⃗⃗⃗ ⃗

𝑛

𝑖=1

 | 𝑎0 +∑𝑎𝑖𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0}   avec (𝑎0, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝕂 tq (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ≠ (0,… ,0) 

Si dimℰ = 2, 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 avec (𝑎, 𝑏) ≠ (0,0) 
Si dimℰ = 3, 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 avec (𝑎, 𝑏, 𝑐) ≠ (0,0,0) 

De plus, ℋ⃗⃗⃗ = {∑ 𝛼𝑖𝑣𝑖⃗⃗⃗ ⃗
 
  |  ∑ 𝛼𝑖𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0} 

                                              ----------- forme linéaire sur ℰ⃗ 
                           ------------------------------  
                         Noyau de cette forme linéaire 

 

Preuve : exo 

Remarque : Pour décrire un s.e.a. qui n’est pas un hyperplan, on intersecte des hyperplans. 

Exemple : {(
𝑥
𝑦
𝑧
) , {

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1
𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = −1

} ∋ (
2
0
1
) ce n’est pas vide donc c’est un s.e.a. de direction 

{(
𝑥
𝑦
𝑧
) , {

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 0

}. 

 

       2.3-     Déterminant 

Proposition : Soit ℰ un espace affine et ℛ = (0, ℬ) un repère tq dim ℰ⃗ = 𝑛. 
Soit 𝑃0, … , 𝑃𝑛  𝑛 + 1 points. 
Alors (𝑃0, … , 𝑃𝑛) sont dans le même hyperplan affine si et seulement si 

𝑛 lignes  |

𝑃01 … 𝑃𝑛1
⋮  ⋮
𝑃0𝑛
1

…
𝑃𝑛𝑛
1

| = 0 

      𝑛 + 1 colonnes 

Où 𝑂𝑃𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = ∑𝑃𝑖𝑗𝑒𝑗⃗⃗⃗ ⃗ et ℬ = (𝑒1⃗⃗ ⃗⃗ , … , 𝑒𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) 
 

Exemple : Les 3 points 𝐴1 (
𝑥1
𝑦1
) , 𝐴2 (

𝑥2
𝑦2
) , 𝐴3 (

𝑥3
𝑦3
) de ℝ² sont allignés si et seulement si  

|
𝑥1 𝑥2 𝑥3
𝑦1 𝑦2 𝑦3
1 1 1

| = 0 



|
𝑥1 𝑥2 𝑥3
𝑦1 𝑦2 𝑦3
1 1 1

| = |
𝑥1 𝑥2 − 𝑥1 𝑥3 − 𝑥1
𝑦1 𝑦2 − 𝑦1 𝑦3 − 𝑦1
1 0 0

|                  

= |
𝑥2 − 𝑥1 𝑥3 − 𝑥1
𝑦2 − 𝑦1 𝑦3 − 𝑦1

| 

= det(𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝐴1𝐴3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗)     

La prop dit que (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) sont alignés si (𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝐴1𝐴3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗) liée 

Preuve : On remarque que les coord de 𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ dans ℬ sont (
𝑃𝑖1 − 𝑃01

⋮
𝑃𝑖𝑛 − 𝑃0𝑛

). Mais alors, par des 

opérations 𝑐𝑖 ← 𝑐𝑖 − 𝑐0, on constate que Δ = detℬ(𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) 

Il s’agit donc de montrer que (𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) liées si (𝑃0, … , 𝑃𝑛) ∈ même hyperplan affine. 

=>∶ Il existe ℋ⃗⃗⃗ un hyperplan vectoriel de ℰ⃗ tq 𝑃0𝑃𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∈ ℋ⃗⃗⃗ 

Mais alors ℋ = 𝑃0 + ℋ⃗⃗⃗ convient 

<=: Si ℋ est un hyperplan tq tous les 𝑃𝑖 ∈ ℋ. 

Alors ∀𝑖, 𝑃0𝑃𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∈ ℋ⃗⃗⃗. 

Donc la famille est liée.  ∎ 

 

       2.3-     Changement de repère 

Soit ℰ un e.a. muni de 2 repères (𝐴, ℬ) et (𝐵, 𝒞) 

Si 𝑀 ∈ ℰ, {

(𝐴,ℬ)
↔  𝑋
(𝐵,𝒞)
↔  𝑌

 ∈ ℳ𝑛1(𝕂) 

Théorème : On a 𝑦 = 𝑃𝑋 + 𝑍 où 𝑃 = 𝑀𝑎𝑡𝒞ℬ(𝐼𝑑ℰ) ∈ 𝑀𝑛𝑛(𝕂) inversible  
       𝑍 = coord de 𝐴 dans (ℬ, 𝒞) ∈ 𝑀𝑛1(𝕂) 

 

Remarque : Pour trouver 𝑍 faire 𝑋 = 0 c’est-à-dire 𝑀 = 1 

Preuve : Par définition, 𝑋 = 𝑀𝑎𝑡ℬ(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) 

    𝑌 = 𝑀𝑎𝑡𝒞(𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

Ecrivons 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

𝑀𝑎𝑡𝒞(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝑀𝑎𝑡𝒞(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝑀𝑎𝑡𝒞(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)  

        𝑌       = 𝑍 

De plus, 𝑀𝑎𝑡𝒞(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) = 𝑀𝑎𝑡𝒞ℬ(𝐼𝑑ℰ)𝑀𝑎𝑡ℬ(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗) 

   --------------  ------------- 

            = 𝑃           𝑋 

On trouve bien 𝑌 = 𝑃𝑋 + 𝑍.  ∎ 



Remarque : La géométrie affine ressemble à l’algèbre linéaire avec des constantes en plus. 

 

3- Barycentre 

       3.1-     Définition  

Définition : Soient 𝐴1, … , 𝐴𝑠 ∈ ℰ, 𝜆1, … , 𝜆𝑠 ∈ 𝕂 tq ∑𝜆𝑖 ≠ 0. 

Le barycentre 𝐺 des 𝐴𝑖  avec poids 𝜆𝑖 est l’unique point de ℰ tq ∑ 𝜆𝑖𝐺𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =𝑛
𝑖=0 0⃗⃗. 

On le note 𝐺 = bar((𝐴1, 𝜆1),… , (𝐴𝑠, 𝜆𝑠)). 
 

Exemples :  

(1) 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 1 

 

(2) bar((𝐴, 1), (𝐵, 0)) = 𝑏𝑎𝑟(𝐴, 1) = 𝐴 

(3) bar ((𝐴,
1

2
) , (𝐵,

1

2
)) = milieu de [𝐴𝐵] car : 

1

2
(𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0⃗⃗ 

(4) bar((𝐴, 𝑡), (𝐵, 1 − 𝑡)) 

 

𝑡𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + (1 − 𝑡)𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ 

     -----      ------------ 

     2 vecteurs opposés 

𝑡 ∈ [0,1] <=> 𝐺 ∈ [𝐴, 𝐵] 

Preuve : Soit 𝑀 un point quelconque. 

Vectorialisons en 𝑀 :            ------- 𝑆 

0⃗⃗ = ∑ 𝜆𝑖𝐺𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑠
𝑖=1 = ∑ 𝜆𝑖𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝜆𝑖𝑀𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑠

𝑖=1  si et seulement si (∑ 𝜆𝑖
 
 )𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ∑𝜆𝑖𝑀𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 



     Si et seulement si 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ∑
𝜆𝑖

𝑆
𝑠
𝑖=1 𝑀𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

Donc il est unique.  ∎ 

Remarque : bar(𝐴𝑖, 𝜆𝑖) = bar(𝐴𝑖 , 𝑘𝜆𝑖) ∀𝑘 ≠ 0. 

 

       3.2-     Associativité 

Définition : Soit (𝐴𝑖, 𝜆𝑖) avec ∑𝜆𝑖 ≠ 0, (𝐵𝑗 , 𝜇𝑗) avec ∑𝜇𝑗 ≠ 0 et ∑𝜆𝑖 + ∑𝜇𝑗 ≠ 0. 

Alors 𝑏𝑎𝑟 ((𝐴𝑖, 𝜆𝑖), (𝐵𝑗 , 𝜇𝑗)) = 𝑏𝑎𝑟[(𝑏𝑎𝑟(𝐴𝑖, 𝜆𝑖), ∑ 𝜆𝑖𝑖 ), (𝑏𝑎𝑟(𝐵𝑗, 𝜇𝑗), ∑ 𝜇𝑗𝑗 )]. 
 

Exemple : 𝑏𝑎𝑟 des 5 points avec poids 1 pour tous 

 

Preuve : On a ∑ 𝜆𝑖𝑖 𝐺𝐴𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0 

             ∑ 𝜇𝑗𝐺𝐵𝐵𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
𝑗 = 0 

             Et (∑𝜆𝑖)𝐺𝐺𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + (∑𝜇𝑗)𝐺𝐺𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0⃗⃗ 

Regardons ∑𝜆𝑖𝐺𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ∑𝜇𝑗𝐺𝐵𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ∑𝜆𝑖𝐺𝐺𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + ∑ 𝜆𝑖𝐺𝐴𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ∑𝜇𝑗𝐺𝐺𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + ∑𝜇𝑗𝐺𝐵𝐵𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

        0 = -----------                            ----------- = 0 

    = (∑𝜆𝑖)𝐺𝐺𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + (∑ 𝜇𝑗)𝐺𝐺𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0⃗⃗ ∎ 

Exemple : 𝑏𝑎𝑟((𝐴, 1 ), (𝐵, 1), (𝐶, 1)) = 𝑏𝑎𝑟((𝐴, 1), (𝐼, 2)) avec 𝐼 le milieu de [𝐵𝐶]. 

L’isobarycentre d’un triangle est l’intersection de ses médianes et se situe en leur tiers. 


