Chapitre 3 : Géométrie affine

1- Espaces et sous espaces affines

1.1- Définition

Un espace affine £ de direction £ estla donnée de
(D £ estun e.v.
(2) Une action de Esur€ qui simplement transitive

Notation :

(D) Les éléments de € sont appelés des points souvent noté 4, B, M, ...
(ii) Les éléments & sont appelés des vecteurs.
(ili) L’actionde & sur € est notée +.

Ainsi, on écrit A + i est un point.
Point -- -- Vecteur

Ensemble Groupe

(iv) VABEeEUeltqAd+1u=B8.
i est noté AB.

Exemples :
1) SoitE une.v.

Alors avecE = £ — € onaun exemple

U+V=U+V VU VEE

N

Point Vecteur EFE

. i+
7
— =
u+v ¥,
.
u
u
0
0
point de vue affine point de vue vectoriel

2) €={(x,1) ER%x € R}et = ]R(D



€ I I
g }

0

3) 8={(§) ERLx+y= 1}
£
é
1)
()
(o)

X
4) 8={<y>€E,x—z+Zz=3}
z

&€ ={v € E,p(v) = A} est un espace affine de direction £ = ker 1

5) = x { x+y=2 ¢ ffine de directi {x+y=0
) €= 321 x+2z7—y=1 est un espace affine de direction X+27—y=0

1.2- Quelques régles de calcul

VA,B,C,D € E:
(i)  AB + BC = AC (Chasles)
(i) AA=0,AB=-BA
(i) A+AB =B
(ivy AB=CD <=>AC =BD

Preuve :
(D) AC le vecteur tel que 4 + AC=C
RegardonsA+(ﬁ+?f) :\(;4+ﬁ) +BC=B+BC=C

action T T dans € * action de groupes



(ii) A+ﬂ=A+67‘=A
{e.x = x}
Donc A4 =0 par simple transitivité
A+ (-BA)=?B
<=>A=B+BA
g lx=y<=>x=gy

(iii)  Par définition

(iv)

A C

Supposons AB = CD. Montrons que AC = BD c’est-a-dire A + BD = C.
A+BD =A+BA+AD
= (A+4D) +DC

=D+DC=C

1.2- Sous-espace affine

Soit £ un espace affine de direction E.

Définition : Un sous-espace affine de € est une partie F de € delaformeF = A+ Foud € et
F c €s.ev.

Exemple : £ = R?

P a=()

F=A+F={A+ 7,V € F}




Proposition : Si (fi)iel des s.e.a. de £ alors soit
() NietFi =0
(ii) N;e; F; estun s.e.a.

De direction ;¢; F; ou F; est de direction de F;.

Preuve : supposons (i) est fausse et montrons (ii).

Soit O € Nie Fi-

Montrons que N;e; F; = 0+ Ny Fi-

C:SoitM € N Fi

CommeOetM € Ti,OW € F; pour touti € I.

Mais alors M = O + OM avec OM € Nier Fi-

2: Soit U € N;e Fi.

Montrons que O + ¥ € N;e; Fi.

Soiti € I.Comme v € F; et 0 € F;,ona0 + ¥ € F;. n
Dans cette preuve, on a utilisé la

Remarque: Soit F € £ uns.e.a. de direction F et O € F et M € € quelconque alors F =0 + F
Cest-a-dire M € F <=> OM € F.

Eneffet, F = A+ F avecA € F.
MEF<=>IAVEFM=A+7v
<=>33 € F,M =0+ (04 + %)
S
€EFcarOetAeF
=>MeO0+F

De méme pour la réciproque.

Vocabulaire : La dimension de F est celle de F.

Une droite est un s.e.a. de dimension 1.

Un plan est un s.e.a. de dimension 2.

Un hyperplan est un s.e.a. de dimension un de moins que I’espace ambiant.

Propriété :
(D Par deux points A et B passent une unique droite notée (AB).
(2) Sidim € = 2 alors deux droites d et d’ distinctes vérifient
i. detd' estréduite a un point

ii. dnd' =@etd=d

Preuve :

N

@Y Considérons 4B € £ — 0

Alors A et B appartiennent a la droite 4 + Vect(ﬁ).



............ s.e.v.dedim 1
................. droite
Eneffet A=A+0€dB=A+AB€d

Unité de (1) : Soit d’ une droite de € contenant 4 et B.

d=A+d par la remarque.

—_—  —

CommeB €d etB=A+AB,onaAB € d.

Par dimension, on a donc Vect(ﬁ) = Ei mais alors d’ = d.

—

(2) Supposons M € d N d’ # @ alors d N d’ ests.e.a. de directiond N d’
Ordimd = dimg’) = 1 donc soitd = E’), soitd Nd’ = {6}
Soitd = d’ : Comme en plus, ils ont un point commun alors d = d’
Soitdnd ={0}:dnd =M+ {6} est un seul point.

Supposons d N d' = @. Montrons que d=4d.

Supposons d # d'. Alors comme dim € = 2,0ona dod =&

SoitAedetd €d'.

—_— N — N - — — AI
Ecrivons AA'=v 4+ v'avecv edetv’ €d'.

Posons M = A + ¥ avec A point de d et ¥ _

N 7

vecteur de d v

Par ailleurs, A

M=(A+A4)+7D

= A + (A4 + D)

=A+(-v)ed n

Définition : Deux s.e.a. F et F' sont paralléles (respectivement faiblement paralléles) si F=F
(respectivement F ¢ F' ou F' c F).

Proposition : Soit £ un e.a. et d € £ une droiteet M € £.
Alors il existe une unique droite paralléle a d passant par M.

Preuve : M + d est clairement la seule solution. ]

2- Géométrie analytique affine
2.1- Repere

Définition : Un repere R de € estla donnée
(1) D’un point O appelé origine du repére.




‘ (2) Une base (73, ..., ;) de €

Exemple : (0,7,)) est un repére de R2.

Pointde £: M Vecteur colonnes
ay
aTl
M=0+0M

=0+ XL, v,

2.2- Equation des hyperplans

Proposition : Les hyperplans affines de € sont les parties de £ de la forme :

{O+Zcxvl |a0+Zaal—0} avec (ay, ..., ay) € Ktq (ay, ..., ay) # (0, ...,0)

Sidim€ = 2,ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0)
Sidim€ = 3,ax+ by +cz+d = 0avec(a,b,c) # (0,0,0)
De plus, # = {¥ a;7; | ¥, a;a; = 0}

——————————— forme linéaire sur &

Noyau de cette forme linéaire

Preuve : exo

Remargue: Pour décrire un s.e.a. qui n’est pas un hyperplan, on intersecte des hyperplans.

X 2

—_ = 1

Exemple:{|y ], Xxry-z _ 3 ( 0 | ce n’est pas vide donc c’est un s.e.a. de direction
2 +y—3z=-1 1

x {x+y—z=0
}Z/ "x+y—-3z=0})

2.3- Déterminant

Proposition : Soit £ un espace affine et R = (0, B) un repére tq dim E=n
Soit Py, ..., B, n + 1 points.
Alors (Py, ..., B,) sont dans le méme hyperplan affine si et seulement si

POl s Pnl
nlignes |, “1=0
S | Pan

"o

n + 1 colonnes

O OF, =Y P, ;e et B = (e, ..., &)

. X1 X2 X3 2 . .
Exemple : Les 3 points 4, (3’1)"42 ( 2),A3 ( ) de R sont allignés si et seulement si

y V3
X1 X2 X3
Y1 Y2 y3|=0
1 1 1




X1 Xy X3 Xy Xy—X1 X3—Xp
Yi Y2 Y3[=|Y1 Y2—DY1 Y3— N
1 1 1 1 0 0

|x2 —X1 X3 —x1|
YV2—Y1 Y3— W1

= det(4,4,,A143)
La prop dit que (44, 4,, A3) sont alignés si (AIAZ,A1A3) liée

Pil_P01

Preuve : On remarque que les coord de PyP; dans B sont < > Mais alors, par des

Pi - POn
opérations c¢; < ¢; — ¢y, on constate que A = detB(POPl, s POPn)

Il s’agit donc de montrer que (PyPy, ..., PoB, ) liées si (P, ..., B,) € méme hyperplan affine.
=>: 1l existe X un hyperplan vectoriel de g tq m eH

Mais alors H = P, + # convient

<=:SiH estun hyperplan tq tous les P; € H.

Alors Vi,fPf €H.

Donc la famille est liée. [}

2.3- Changement de repére
Soit £ un e.a. muni de 2 reperes (4, B) et (B,C)

(4B)

—
B,C

(B,6) v

SiM €€, € M1 (K)

Théoreme :Onay = PX + Z ou P = Mateg(ldg) € My, (K) inversible
Z = coord de A dans (B, C) € M,1(K)

Remarqgue: Pour trouver Z faire X = 0 c’est-a-dire M = 1
Preuve : Par définition, X = Mat(AM)
Y = Mate(IM)
Ecrivons BM = BA + AM
Mat.(MA) = Mat.(BA) + Mat.(AM)
Y =7

De plus, Matc(m) = MatCB(IdS)MatB(m)

On trouve bien Y = PX + Z. [}



Remarque: La géométrie affine ressemble a I'algebre linéaire avec des constantes en plus.

3- Barycentre

3.1- Définition

Définition : Soient 4y, ..., A5 € €, 44, ..., A, E Ktq X 4; # 0.
Le barycentre G des A; avec poids A; est 'unique pointde € tq 2.7~ /L-G—A; =0.
Onle note G = bar((Al,Al), v, (A, /15)).

Exemples :
(1)11=AZ=A3 =1

B C

(2) bar((4,1),(B,0)) = bar(4,1) = A

(3) bar ((A, %) , (B,%)) = milieu de [AB] car:
~(@+CB) =0

(4) bar((4,1),(B,1 - 1))

t €[0,1]

-~y

2 vecteurs opposés
t € [0,1] <=> G € [A,B]
Preuve : Soit M un point quelconque.
VectorialisonsenM: e S

0= Zfﬂ)liG—A; = f=1)lim + A;MA4, si et seulement i (¥ 1,)MG = ¥ 1;MA4,



Si et seulement si MG = Y5_, % MA,

Donc il est unique. [

Remarque:bar(4;, ;) = bar(4;,kA;) Yk # 0.

3.2- Associativité

Définition : Soit (4;,4;) avec ¥ 4; # 0, (Bj, uj) avec Y uj # 0 et X A; + X u; # 0.
Alors bar ((Ai;li): (B' l’l_])) = bar[(bar(Ai:Ai)J Zi /‘li)' (baT(B', ,Ll]), Z] .uj)]

Exemple : bar des 5 points avec poids 1 pour tous

B,
G3) B,
A, G
RS +
|
1
i} 1
(6a,2) 4 B,
1
1
a, -

Preuve:Ona);1; G4A4, =0
XjujGB =0

Et (EA)GG, + (T p;)GGp = 0

Regardons ZAiG—A; + Z,ujG—B; =X AiGG, + X A;GuA, + X ujGGg + X uiGgB,

= (B 1)GG, + (T)GGy =0 -
Exemple : bar((A, 1),(B,1),(C, 1)) = bar((A, 1), U, 2)) avec I le milieu de [BC].

L’isobarycentre d'un triangle est I'intersection de ses médianes et se situe en leur tiers.



