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Exercice 1. Soit B = (e1, e2, e3) la base de R3, où

e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 0,−1), e3 = (0, 1, 1).

Déterminer la base de (R3)∗ duale de B.

Exercice 2. Soient f1, f2, f3 les formes linéaires sur R4 définies par f1(v) = x1 − 3x2 + 2x3 − x4
f2(v) = x1 + 2x2 − x4
f3(v) = 2x1 − x2 + 2x3 + x4

Montrer que (f1, f2, f3) est une famille libre de (R4)∗.

Exercice 3. Déterminer l’orthogonal F⊥ du sous-espace vectoriel F de R5 engendré par les vec-
teurs

v1 = (1, 3,−2, 2, 3), v2 = (1, 4,−3, 4, 2), v3 = (2, 3,−1,−2, 9).

Exercice 4. Espace des polynômes

(1) Soit E = Kn[X]. Pour i = 0, . . . , n, on pose fi(P ) = P ′(i). Montrer que (f0, . . . , fn) est une
famille liée de E∗. Quel est son rang ?

(2) Soit E = Kn[X] et a ∈ K. Soit ϕ ∈ E∗ tel que ϕ((X − a)P ) = 0 pour tout P ∈ Kn−1[X].
Que peut-on dire de ϕ ?

(3) Soit ϕ ∈ E∗ tel que ϕ((X − a)2P ) = 0 pour tout P ∈ Kn−2[X]. Que peut-on dire de ϕ ?

Exercice 5. Soit E un ev de dimension finie et f, f1, . . . , fp ∈ E∗. Montrer que f est combinaison
linéaire des fi si et seulement si Ker f ⊃ Ker f1 ∩ · · · ∩Ker fp.

Exercice 6. Bases duales.

(1) Soit E un ev de dimension n et B = (e1, . . . , en) une base de E et B∗ = (e∗1, . . . , e
∗
n) la base

duale.
(a) Soit B′ = (e2, e1, e3, e4, . . . , en). Déterminer B′∗.
(b) Soit B′ = (λe1, e2, e3, . . . , en) (avec λ ∈ K∗). Déterminer B′∗.
(c) Soit B′ = (e1 + λe2, e2, e3, . . . , en) (avec λ ∈ K). Déterminer B′∗.

(2) Soit E un ev de dimension n, F = (e1, . . . , en−1) une famille libre de E et ϕ ∈ E∗ non nulle.
Donner une CNS pour que l’on puisse completer F en une base de E de sorte que ϕ = e∗n.

Exercice 7. Soit V et W des espaces vectoriels de dimension finie et soit f : V −→ W une
application linéaire.
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(1) Montrer qu’il existe une famille finie (wi)i∈I d’éléments de W et une famille finie de formes
linéaires λi ∈ V ∗ telles que f =

∑
i λiwi.

(2) Montrer que le rang de f est le nombre minimal d’éléments wi nécessaires pour une telle
écriture.

(3) Soit (wi)i une base de W . Montrer qu’il existe une unique famille (λi ) d’éléments de V ∗
telle que f =

∑
i λiwi.

(4) Montrer que, avec ces notations, l’image de f test le sous-espace de V ∗ engendré par les λi.

Exercice 8. Dual de E =Mn(K).

(1) Soit Eij la base canonique de E. Vérifier que EijEkl = δkjEil.

(2) Montrer que pour toute forme linéaire ϕ sur E, il existe une uinque matrice M telle que

∀A ∈ E ϕ(A) = tr(MA).

Exprimer les entrées de M en fonction de ϕ.
(3) Montrer que la trace est l’unique forme linéaire ϕ sur E telle que ϕ(In) = n et

∀A,B ∈ E ϕ(AB) = ϕ(BA).

(4) Déterminer dans Mn(K) le sous-espace vectoriel engendré par les matrices de la forme
AB −BA.

Exercice 9. Soit h ∈ R. On définit l’application R-linéaire suivante :
τh : C0(R,R) −→ C0(R,R)

f 7−→ (x 7−→ f(x+ h))

Soit E un sous-espace vectoriel de C0(R,R) de dimension finie. Le but de cet exercice est de montrer
que si E est stable par les translations τh pour tout h ∈ R, alors E est l’espace des solutions d’une
équation différentielle linéaire à coefficients constants.

(1) A tout x ∈ R, on associe la forme linéaire δx ∈ E∗ définie par δx(f) = f(x). Montrer qu’il
existe des réels (x1, . . . , xn) tels que (δxi

)1≤i≤n est une base de E∗.
(2) Montrer que h 7−→ (τh)|E est continue (pour toute norme sur L(E)).
(3) Montrer qu’il existe u ∈ L(E) tel que pour tout h ∈ R, on a τh = exp(hu).
(4) Montrer que pour tout f ∈ E, on a f dérivable sur R et f ′ = u(f).
(5) Conclure.


