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2 Calculs algébriques

1 Nombres réels

1.1 Définition

Pour les grecs de 'antiquité, (VI®™ siécle av. J.C.), les seuls nombres étaient
les nombres rationnels. Bien qu’ils aient su que /2 n’était pas rationnel, et
que cette grandeur est la longueur de la diagonale d’un carré de coté 1, cette
grandeur était qualifiée d’incommensurable, montrant bien leur embarras. Il a
fallu attendre la fin du XIX¢ siécle pour que des mathématiciens comme Peano,
Dedekind et Cantor notamment aboutissent par une démarche rigoureuse a la
premiére construction du corps des nombres réels. Dans ce cours nous donnons
une définition précise de R, mais admettrons 'existence des opérations et leurs
propriétés.

Un nombre réel est une écriture décimale composée de

(i) Une signe +;
(ii) Une suite finie de chiffres dans {0, --- ,9} ne commengant pas par
0 ou étant réduite a 0;

(iii) Une virgule;
(iv) Une suite infinies de chiffres (éléments de {0,---,9}) apreés la vir-
gule ne finissant pas par une infinité de 9 successifs.

Le nombre —0,0...0... n’existe pas ou est égal & +0,0...0.... L’en-
semble des nombres réels est noté R.

Remarques. (i) Les éléments de R se présentent donc ainsi
:tap...ao,bl...bn...

avec les (a;)o<i<p €t (bj);jen €léments de {0,---,9}.
(ii) Cette définition n’empéche pas les écritures simplifiées usuelles : 2 =
+2,000... par exemple.

(iii) 0,9...9... est interdit pour la raison suivante. Soit < y deux nombres
réels. On veut que

T <

Tty
<.
D) Y
Avec x =0,9...9... et y =1, on a un probléme!

(iv) Comme tout nombre rationnel a une écriture décimale, 'ensemble des
nombres rationnels peut étre vu comme une partie de R : Q C R.

On note R I'ensemble des nombres réels avec un signe + et on pose R} =
R, — {0} et R* =R — {0}.

1.2 Opérations

On admettra le résultat suivant pas si facile qu’il n’y parait.
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Théoréme 1.2

Il existe deux lois + et x et une relation d’ordre < sur R telles que :
(i) 4, x et < prolongent les lois et relations usuelles sur Q.
(ii) Vz,y € R T+y=y+zx
(iii) Vz,y,z € R z+y)+z=az+(y+2)
(iv) Vz € R r+0==x
(v) VeeR 3lyeR x+y=0;o0n pose —x =y
(vi) Vz,y €R T.Y =y.x
(vii) Vz,y,z € R (x.y).z = x.(y.2)
(viil) Yz € R rl=z
(ix) Ve e R— {0} 3MyeR z.y=1;o0npose z~ ! =y
(x) Va,y,z € R z(x+y)=zzx+z2y
(xi) Va,y,2z € R (r<yety<z) = <2
)
)
)
)

(xii) Va,y € R r<youy <
(xiii) Vx,y,z € R r<y = z2+r<z+y
(xiv) Vz e Ret a € Ry r<y = ax<ay

(xv) Vz e Ret y € R dN e N z< Ny

Remarque. Par convention . est prioritaire sur 4. Cette convention usuelle per-
met par exemple d’écrire z.x + z.y plutdt que (z.z) + (z.y). On utilisera les
conventions usuelles x/y = z.y~ !, 2 —y =2+ (~y)...

1.3 Propriété de la borne supérieure

Soit A C R une partie de R. Une nombre réel a est appelé majorant de A si
Vere A r < a.

La partie A est dite majorée s’il existe un majorant.
Encore un résultat admis :

Théoréme 1.3. Existence borne supérieure

Toute partie A non vide et majorée de R posséde une borne supérieure,
c’est-a-dire un plus petit majorant.

Ce théoréme n’est pas vrai pour Q : 'ensemble A = {x € Q : 22 < 2} n’a pas
de borne supérieure dans Q.

On note sup(A) la borne supérieure de A. Si A n’est pas majoré, on pose
sup(4) = +oc. Par ailleurs, sup()) = —co.

Un caractérisation bien utile de la borne supérieure.



4 Calculs algébriques

Théoréme I.4: Caractérisation du sup

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors M = sup(A) si et
seulement si

(i) M est un majorant de A :

Vee A <M

(ii) Et, pour tout € > 0, 'intersection AN]M — €; M| est non vide.

Remarque. La condition (i) peut étre remplacée par lexistense d’une suite
(Un)nen d’éléments de A qui converge vers M.

D

Soit M vérifiant les assertions (i) et (é¢). Le réel M est un majorant. Il
s’agit de montrer que c’est le plus petit. Prenons donc un autre majorant
m et montrons que M < m. Par 'absurde supposons que M > m et
posons € = M — n. Par hypothése, il existe a € AN]M — ¢; M]. Mais alors
a > M — e =m. Ce qui contredit le fait que m soit un majorant.

Réciproquement, il est clair que M = sup(A) vérifie la premiére assertion.

Montrons la seconde. Soit € > 0. Alors M — ¢ < M n’est pas un majorant

de A. Donc il existe a € A tel que M — e < a. Comme a < M, on a

a €]M — e; M]. En particulier, 'intersection AN]M — e; M| est non vide.
—

Exemple 1. Soit A = {—21 : n € N*}. Alors sup(A) = 0.

2 Inégalités

Nous avons déja rencontré la relation d’ordre < sur R; on a aussi >, < et >.
Voici une liste de propriétés utiles.
Propriété 1.5. Soit a,b, c,d des nombres réels.
(i) sia<balorsa+c<b+c;
(1) sia<betc<dalorsa+c<b+d; (les 3 inégalités sont dans le méme
sens!)

)

(iii) st a <b et c>0 alors ac < b
betc<O0 alorsac>=b
b et a et b ont le méme signe alors % > %.

c

(iv) sia c

(v) sia

Remarques. (i) Il y a des propriétés analogues pour > et <. Pour ne pas
encombrer vos mémoires, vous pouvez les retrouver facilement.

)

NN

(ii) Attention a ne pas utiliser d’autres opérations de votre invention. Par
exemple, les implications suivantes sont fausses

a<b = %2%
a<bete<d — a—c<c—d
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3 Valeur absolue

On définit la fonction

|-']: R — R
{x si 20
r +—— .
—x si <0

Son graphe est

Propriété 1.6. Soit a et b deur nombres réels. Alors
(i) |ab| = |a||b] (en particulier | — a| = |a| ;
(ii) |a + b| < |a| + |b| avec égalité si et seulment si a et b ont le méme signe.
(i) |la] —[b]] < |a —].

4 La notation X

Soient m < n deux entiers naturels. On suppose donnés des nombres réels
Gy g1,y - - -, G- On nOte alors

n
>
k=m
leur somme. On écrit aussi quelquefois

Y

m<k<n

Remarques. (i) 1I faut prendre conscience que >.;_  aj dépend de m, n et
des réels ai. En revanche, cette somme ne dépend pas de k qui est une

variable muette :
n n
Y=Y
i=m

k=m
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(ii) Une autre conséquence du fait que k est une variable muette et que

k=1

%) alors que

3

k=1

a un sens (et vaut

n’a aucun sens.

(iii) Le probléme des piquets et des intervalles. Dans la somme > ;_ aj ily
an —m -+ 1 termes. Ainsi, par exemple,

n

Y T=T7(n+1).

k=0

(iv) Un autre exemple ol ay, est indépendant de k :

E Tl:'flz.

k=1

n

Changement d’indice. Comme dans les intégrales, on peut faire des change-
ments d’indices. Voici un exemple :

n+1

n
E ap = E ar—1
k=0 =1

obtenu en faisant
k=1-1 E=n l=n+1

Ce qui est important ici est que k +— [ est une bijection de {0,...,n} sur
{1,...,n+1}.

Reégles de calcul. On a

n

Zak +Zbk = Z(ak + by).
k=0 k=0

k=0

Ici, il est important de veiller & ce que les indices des deux sommes portent sur
les mémes ensembles.

La distributivité donne . .

)\Z ap — Z()\ak)

Sommes doubles. La donnée nécessaire pour utiliser un » | est une série de
nombre réels ax. Imaginons a présent que nous ayons une grille de nombres réels

a;jpourp<e<getr <j<s.
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La somme de ces (¢ — p+ 1)(s — 7 + 1) nombres réels est notée

>
p<i<q
r<j<s

En faisant, cette addition en ligne ou en colonne, on obtient
Y owy (Swl-r(Sw

p<i<yq p<isq \T<J<s r<j<s \p<i<q

r<j<s
Un exemple de somme double vient de la distributivité :
P q
(Ca)(n)- ¥
k=0 k=0

0<i<p
0<j<g¢q

Pour p =2 et ¢ = 1, on obtient

Ll a | a [ a |
bo aobo albo a260
bl a0b1 a1b1 (lgbl

et avec des valeurs numériques :

L [J1[3]-2]
5[5]15]-10
1[4]12] =8

on obtient
(1+3-2)5+4)=5+15—-10+4+12-38.

Sommes télescopiques. Il s’agit d’une simple formule trés utile

n
E ap — ap—1 = Gy — AagQ.
k=1

Exemple 2.
i kE(k+1) n-+1

Quelques sommes a connaitre.
n _ n(n+1)
k=0 k= "7

X _gnt? .
Z’]Zzoqk: ll‘iq sig#1

o2 n(n+1)(2n+1)
k=0 - 6
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5 Coefficients binomiaux

Pour n entier naturel non nul, on rappelle que n! =n(n —1)...1 et se lit «n
factorielle ».

Z) le nombre de partie &

Pour 0 < k£ < n deux entiers naturels, on note (

k éléments d’un ensemble & n éléments.

Proposition 1.8

Pour 0 < k£ < n deux entiers naturels, on a

<n> - _n]!ﬂ!k! :n(n—l)..].d(n—k+l)'

Remarque. Aunumérateur de la derniére expression on a un produit de k termes.
Pour les calculs pratiques la seconde expression est plus efficace.

D

Les deux expressions du coefficient binomial sont égales par simplification
des termes n — k,...,2 au numérateur et au dénominateur de la premiére
expression. Pour obtenir une partie & k éléments on peut choisir succes-
sivement un premier élément (n choix), un deuxiéme (n — 1 choix) et un
k-éme (n — k + 1 choix). Chaque partie est obtenue k! fois par ce procédé
correspondant aux fagons d’ordonner ces parties.

Quelques formules & connaitre :
Théoréme 1.9: Egalité de Pascal

Pour 0 < k£ < n deux entiers naturels, on a

NEREN
o ()-+(:-)
0 (7)) ()

?Tlﬁ
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Preuve :

Par passage au complémentaire on obtient une bijection entre les parties
a k éléméments et celles & n — k éléments. La deuxiéme formule s’obtient
facilement par le calcul. Pour la derniére formule on distingue deux types
de partie de {1,...,n 4+ 1} a k éléments : celles qui contiennent n + 1 et

celles qui ne contiennent pas n + 1. Il y en a respectivement < i i 1) et

(Z) D’ou la formule.

N—

Le nom coefficients binomiaux est issu de la formule du binéme de Newton sui-
vante :

Théoréme 1.10: Binéme de Newton

Soit a et b dans R et n dans N*. On a

(a+b)" = i <Z> akbpnk,

k=0

Preuve :

On écrit
(a+b)"=(a+Db)...(a+0b)

et on imagine que 'on développe cette expression. Chaque terme de la

somme obtenue s’obtient en choisissant des a dans certains facteurs et des

n

b dans les autres. Ainsi, il y a & facons d’obtenir a®b"*.

N—

Remarque. Pour la démonstration, on peut aussi faire une récurence sur n en
utilisation la troisiéme formule de la proposition 1.9.
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12 Ensembles et applications

1 Ensembles et parties

1.1 Premiers exemples

Un ensemble est un « paquet » sans répétition et sans ordre qui est constitué
de ce qu’il est convenu d’appelé ses éléments. Par exemple, les éléments de
I’ensemble N sont les entiers 0, 1,2, .... Par ailleurs

{1,4,5} = {4,1,5} = {1,1,5,5,5,4}.

Lorsque I’on a un ensemble (comme N, Z, R ou R?) on peut en former d’autres :
les parties de cet ensemble. Basiquement, il y a deux fagons de définir une par-
tie : paramétriquement (comme ’ensemble des éléments d’une certaines forme)
ou implicitement (comme l’ensemble des éléments vérifiant une propriété). Par

exemple
{2k : k€Z}={n €Z : n€Zest divisible par 2}.

Un autre exemple, emprunté a la géométrie :
{(z,y) € R? : 2% +y* = 1} = {(cos(t),sin(t)) : t € R}.

Remarquons que dans la deuxiéme description chaque point est répété une in-
finité de fois. Cependant dans ’ensemble on ne tient pas compte de cette répé-
tition. Evidemment, on peut avoir des descriptions plus complexes mélangeant
les 2 :

{3k +1 : k € Z est divisible par 2}.

1.2 Opérations sur les parties

Si A est une partie d'un ensemble F et x est un élément de F, on écrira x € A
si x appartient & A et x € A si x n’appartient pas a A.
Le complémentaire de A est défini par

E-A={zxecE:x¢gA}l

On dit que A est inclus dans B si tout élément de A appartient & B. On note
ACB.
La réunion de deux parties A et B d’un ensemble F est définie par

AUB:={r€FE :xz€ Aouzxc B}
L’intersection de deux parties A et B d’un ensemble F est définie par
ANB:={ze€FE :x€Aetzec B}

Voici une liste de propriété de ces opérations. Soit A, B et C trois parties d’'un
ensemble E.

ANB=BnNnA AUB=BUA
AN(BNC)=(ANnB)NnC AU(BUC)=(AuB)uC
ACB < ANnB=A ACB < AUB=02EB

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
U(BNC)=(AUB)N(AUC)
—(AUB) = (E - A)n (E - B)
—(ANnB)=(E-A)U(F-B)
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1.3 Produit cartésien

Le produit cartésien E x F' de deux ensembles E et F' est ’ensemble des symboles
(x,y), appelés couples avec x € E et y € F. Il est important de comprendre que
(,y) = (2,t) <= z=zety="t.

Par exemple,

{0,1} x {a,b,c} = {(0,a),(0,b), (0,¢), (1,a), (1,b),(1,¢)}.

L’ensemble {0,1,...5} x {0,1,...5} s’identifie & ’ensemble des points du qua-
drillage suivant :

Enfin, (2,2) est permis, (2,3) # (3,2)...Remarquons aussi que « (2,2) = 2» n’a
pas de sens car de part et d’autre d’un signe égal on doit avoir deux éléments
d’un méme ensemble.

2 Applications

2.1 Premiers exemples

Une application f est la donnée de deux ensembles E et F' et d’une fleche
f : E — F qui associe a chaque élément z de E un élément noté f(z) de F.
Le graphe de f est la partie suivante de E x F':

I(f) = {(z, f(2)) : x € E}.

Formellement, on définit plutdt le graphe comme une partie de E x F et 'ap-
plication associée. Il est important de comprendre que F et F' font parties de la
donnée. Ainsi, sin n’est pas une application.

(i) Certaines applications sont données par une formule :
f: R — R f:r R — R f+ N — Z
r — 2x+3 r %+3 x — 247
(ii) ou par plusieurs :
R — R

. 20+ 5six <0
Tx+5six >0

(iii) ou par une propriété caractéristique :
R — R

z +— lunique entier n telquen <z <n+1

(iv) ou par une liste exhaustive :

{1,2,3} — {1,2,3}
1—2 22 3—1

(v) ou que sais-je encore. ..

1l est important de comprendre que pour tout z € E il y a un unique f(x)
dans F'. Exercice. Illustrer cette propriété sur le « modéle » des patates, des
étiquettes, des graphes.
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2.2 Injectivité, surjectivité, bijectivité

(i) Une application f : E — F est injective si

Ve,ye B f(x)=fy) = z=y.
(ii) Une application f : E — F est surjective si
Yy e F JzinE  f(x) =y.

(iii) Une application f : E — F est bijective si elle est injective et
surjective.

Exercice 1. Illustrer l’injectivité, la surjectivité et la bijectivité sur les « mo-
déles » des patates, des étiquettes, des graphes.
Traduire par une phrase avec ¥V and 3 le fait d’étre une bijection.

Une application f : E — F est bijective si
Vye F 3lzeE f(z)=y.

L’affirmation précédente permet d’associer un unique élément x & chaque élé-
ment y de F. Ainsi, on définit une application

ff1F—E, y—suz.

L’application f~—' ainsi définie est appelée réciproque de f et est caractérisée
parmi les applications de F' dans F par les deux propriétés suivantes

f_lonIdE fof_l = Idp.
Exemple 3. Considérons f : Rt — Rt z —— 22. Cette application est
bijective et f~! : Rt — R, 2 — /7.
2.3 Composition
Soit f : E— F et g : F — G. On définit alors
gof E — @G

r — g(f(x))

L’application g o f est appelé la composée de f et g.

Remarques. (i) Pour pouvoir définir go f, il faut que I'ensemble d’arrivée de
soit égal (ou ) & 'ensemble de départ de

(ii) Dans la représentation gaphique avec des patates, la fleche de f est a
gauche de la fleche de g dans g o f. Cela correspond au fait que pour
calculer go f(2) il faut d’abord calculer f(2) puis g de la valeur obtenue.
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Exercice 2. (i) Soit f : R — R,z sin(z),g : R— Rz x+2 et
h : R — R,x +— 3z. Calculer les 6 fonctions fog, gof, foh, hof,
gohethog.

(i) On revient a la situation de la définition. Montrer que si go f est injective
alors f Uest. Interpréter ce résultat sur le « modéle des patates ». La
réciproque est-elle vrai ?

(#ii) On revient o la situation de la définition. Montrer que si gof est surjective
alors g Uest. Interpréter ce résultat sur le « modéle des patates ». La
réciproque est-elle vrai ?

2.4 Image directe, image réciproque

Soit f : F — F une application. Si A C F est une partie de E, on appelle
image directe de A la partie de F' suivante :

FA) = {f(2) : v € A},

Si B C F est une partie de F, on appelle image réciproque la partie de E
suivante :

fYB):={z e E: f(x) € B}

L’image réciproque jouie de propriétés agréables :
Proposition I1.12

Soit A et B deux parties de F. Alors
(i) fFHF-A)=E—f1(A);
(i) f7HANB) = f~HA)NfH(B);
(iii) f~H(AUB) = fH(A)Uf(B).

La preuve est laissée en exercice.

Attention. Ces trois propriétés ne sont pas toutes vrais pour 'image directe.
Comme exercice, justifier cette derniére affirmation en montrant celles qui sont
vrai et trouvant des contre-exemples pour les autres.
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18 Logique

1 Prédicats

1.1 Définitions

Une assertion est une affirmation mathématique qui peut étre vrai ou fausse.
Exemples : 8 est un entier pair; tous les entiers sont des nombres rationnels;
tout nombre réel est le carré d’un nombre réel ; pour tout entier n, 'entier 6n+ 1
est impair. . .

Un prédicat est une « assertion » dépendant d’une ou plusieurs variables. Sa
valeur de vérité dépend de la valeur de la variable. Exemples : ’entier n est
pair ; le réel x est un nombre rationnel ; le réel x est le carré d’un nombre réel. . .

1.2 Opérations

Sur les prédicats, on a plusieurs opérations : le et, le ou, la négation non et
I'implication définies par le tableau de vérité suivant :

PlQ|Pet@Q|Pou@Q |non(P)| P = Q
VIV 1% \% F V
VIF F \%4 F F
F |V F 14 14 |4
F|F F F v 14

La plus difficile & comprendre et peut-étre la plus importante en mathématique
est Iimplication : P = (@ signifie que laffirmation suivante « si P est vrai
alors @ est vrai ». En particulier, si P est faux cette affirmation est vrai. Le seul
cas ou elle est fausse est si P est vrai et () est faux.

Il ne faut pas non plus confondre le si alors mathématique avec celui du langage
courant. En effet, il n’y a pas de notion de cause et conséquence. Dans la vie
courante on pourrait dire s’il y a des nuages alors il pleut pour dire que les
nuages sont la cause de pluie. En math, on dirait le contraire, s’il pleut alors il
v a des nuages. Ceci signifie si je constate qu’il pleut c’est nécessairement qu’il
y a des nuages car ceux-ci sont la seule cause de pluie.

1.3 Composé d’opération
Théoréme III1.13: Négation
Soit P et ) deux prédicats.
(i) P = @ est équivalent a non(P) ou Q;

(ii) non(P ou Q) est équivalent & non(P) et non(Q);
(iii) non(P et Q) est équivalent & non(P) ou non(Q);

[ Il suffit de vérifier que les prédicats équivalents ont la méme table de vérité. ]
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Pour la premiére équivalence cela donne :

P| Q| non(P)|non(P)ou@| P = Q
VIV F v 14
V|F F F F
F |V \% \% \%
F|F \% \% \%

2 Les quantificateurs pour tout et il existe

La notation Vx € E se lit pour tout = dans E. La notation dz € E se lit il existe
z dans E. Enfin, La notation Jla € E se lit il existe un unique = dans E. Une
régle d’or :

Pour montrer un V on écrit « soit ».

Plusieurs choses importantes & comprendre :
(i) Pour contredire le fait que tous les éléments de E ont une propriété il faut
et il suffit de trouver un contre-exemple. Ceci s’écrit les deux prédicats
non(Ve € E P(z))
et
JxreFE non(P(z)))

sont équivalents.

(ii) Dit autrement, pour contredire, qu’il existe un élément de E vérifiant
une propriété il faut montrer que tous les éléments de E la contredisent.
Ainsi

non(dx € E P(x))

et
Ve e E non(P(x)))

sont équivalents.

(iii) Une affirmation du type
dz e E P(x)
est équivalente a

Jr ek P(z)
Si P(x) et P(y) sont vrai alors x = y.

Voici quelques exemples de négation.
Les deux lignes suivantes sont une proposition P et sa négation non(P)

VreRt, JacRT a<e
JreRT, VaeRT a>e¢
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Les deux lignes suivantes sont une proposition @ et sa négation non(Q)

JreR, VneN, dyeR, x=ny
VreR, dneN, VyeR, z#ny

Un dernier exemple :
VeeR, [EzxeN, n<a) = (WeN, p>uz)
JreR, (zeN, n<x)et (IpeN, p<a)

3 Quelques techniques de preuves

3.1 Disjonction de cas

Un exemple vaut mieux qu’un long discours. Montrer que

VeeR, yeR : z <y’

oo

Soit z € R.

(i) Six <0, alors y = 0 convient car x < 0 = y2.

(i) Si 0 < x <1, alors y = 1 convient car r < 1 = y2.
(iii) Si @ =1 alors y = 2 convient car z = 1 < 4 = y%.
)

(iv) Siz > 1 alors y = z convient.

Il est important que les cas étudiés recouvrent toutes les possibilités.

3.2 Ensembliste

Pour montrer une inclusion A C B entre deux parties A et B d’un ensemble F,
on prend un élément de A et on montre qu’il est dans B.

Soit ¢ € A.

alors x € B.
On vient de montrer que A C B.

On a encore un avatar de la démonstration par ’absurde. Pour montrer A C B,
on peut montrer que (E — B) C (E— A) :

Soit x € E tel que = & B.

alors x ¢ A.
On vient de montrer que (E — B) C (E — A), c’est-a-dire que A C B.

Pour montrer une égalité A = B entre deux parties A et B d’un ensemble E, le
plus souvent on montre séparément A C B et B C A.
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Pour montrer qu’un élément = de F appartient & A N B, on montre séparément
que z € Aet z € B.

Pour montrer qu’un élément = de E appartient & AU B, on suppose que = ¢ B
et on montre © € A (ou de maniére symétrique on suppose que = ¢ A et on
montre x € B.

Supposons que x ¢ B.

alors z € A.
On vient de montrer que x € AU B.

Exercice 3. Soit A, B et C trois parties de E.
(i) Montrer que

(AUBCAUC et ANBCANC) = (BCO).
(i) Montrer que

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

(i) Montrer que
AU(BNC)=(AuB)N(AUC).

3.3 Et, ou, et implication
Pour montrer un « et » P et @, il faut montrer séparément, successivement P

puis Q.

Plus difficile, pour montrer un « ou » P ou @, il faut supposer que 'une des
deux assertions est fausse et, fort de cette hypothése, montrer 'autre.

Pour montrer une implication P = (@ on a basiquement deux maniéres de
démarer :

(i) Raisonement direct : on suppose que P est vrai et on montre Q. Ici, P
devient une hypothése et @) une conclusion.

(ii) Raisonement par contraposé : on suppose que non(Q) est vrai et on
montre non(P). Ici, non(Q) devient une hypothése et non(P) une conclu-
sion. La validité de cette approche résulte de la proposition II1.13.

Exemples 4. (i) Soit f : R — R une fonction. Montrer que
(f impaire) = (f(0) =0).
(ii) Soit x un reéel positif. Montrer que

(Ve>0, z<e) = (z=0).
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3.4 Prouver qu’une assertion est fausse
Pour montre qu’une assertion de la forme

Vze E P(x)

est FAUSSE, il suffit de trouver un élément x € E tel que P(x) est fausse. Ainsi,
on montre la négation :

Jr e E non(P(x)).
Exercice 4. Montrer que l’assertion
VeeR Ve>0 (Jz|<e = z=0)

est fausse.
Question subsidiaire : trouver une assertion vrai en supprimant deux caractéres
et en en ajoutant deuz.

3.5 Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence permet de montrer des propriétés du type :
VYn € N P(n) est vrai
On montre pour cela successivement les deux assertions suivantes :

P(0) est vrai
VneN (P(n) = P(n+1))

Il y a une variante appelée récurrence forte :

P(0) est vrai
Vn e N ((Vk € {0,...,n} P(k) est vrai) = P(n+ 1) est vrai)

Une preuve par récurrence prend la forme suivante :

Initialisation. Soit n = 0.

Alors P(0) est vrai.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vrai.
(ou supposons que pour tout k < n, P(k) est vrai).
[...] « par hypothése de récurrence » |...]

Alors P(n 4+ 1) est vrai.
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1 Polynémes

1.1 Fonctions affines

Une fonction affine est une fonction

f: R — R
r — axr+b

ol a et b sont des constantes réelles données. Cette fonction est dérivable et sa
dérivée est f’ = a. On peut retrouver a et b a partir de f comme suit

_ f@1) = [f(z2)

T1 — T2

b= f(O) Vay, # 29 € R.

Ya s

wW

Exercice 5. Reconnaitre sur le dessin ci-dessus les graphes de x +— 2z + 1,
r——xc+2etzr—a+1.

1.2 Polynémes de degré 2

Une fonction polynomiale de degré 2 est une fonction

f: R — R
x — ari+br+c

ou a, b et ¢ sont des constantes réelles données telles que a # 0. Cette fonction
est dérivable et sa dérivée est f'(z) = 2ax + b. Les limites sont

400 sia>0

r—+00 T——00 —00 sia<0

lin_f(o) = tim_f() = {
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La fonction a un minimum (resp. maximum) en —b/2a si a > 0 (resp. a < 0).

yz~5

=

-2 -1

Exercice 6. Lire sur les graphes ci-dessus, le signe de a et la valeur de b/a.

2 Partie Entiére

Pour tout € R, il existe un unique entier relatif, noté E(x) et appelé
partie entiére de x, tel que

E(x) <z < E(x)+1.

Il s’avére que cette définition est pratique pour les démonstrations. Il convient
de remarquer que E(n) =3, E(7) =7, E(-2,3) = -3 et E(—4) = —4.
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On obtient ainsi la fonction partie entiére

F: R — Z

La fonction F est 1-périodique, dérivable sur R — Z (de dérivée nulle) et non
continue en tout point de Z.

Ya s —o
4 o—o
3 e—o
2 —o
1 e—o
-5 —4 -3 —2 -1 1 2 3 4 5=
—eo —1
—o -2
o—o -3
e—o —4
e—o -5

3 Fonctions trigonométriques

sin(x) cos(x) tan(z)
domaine | R R R—-Z(2Z+1)
parité impaire paire impaire
période 27 27 T
1 cos(x) — sin(z) 1+ tan?(x)
primitive | — cos(z) sin(x) —In(] cos(z)|)

Y
h N R

graphe —27 —>\_/'1) ™% o T
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Formulaire

S’il n’y en avait qu’une...

sin?(z) + cos?(z) = 1

Angles associés

sin(—z) = —sin(z) sin(r — z) = sin(x) sin(m + x) = — sin(x)
cos(—x) = cos(z)  cos(m —x) = —cos(z) cos(m+ ) = — cos(x)
sin(§ —x) = cos(z) sin(§ + ) = cos(x)
cos(§ —x) =sin(z) cos(§ +x) = —sin(x)

Formules d’addition

sin(a 4 b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Formules de linéarisation

1—cos(2a) 1+cos(2a)

sin®(a) = —= cos?(a) = 5 tan?(a) = 1—cos(2a)

1+cos(2a)

Passage d’un produit & une somme
sin(a) sin(b) = £ (cos(a — b) — cos(a + b))

cos(a) cos(b) = %(cos(a —b) + cos(a + b))
cos(a)sin(b) = 5(sin(a + b) — sin(a — b))

Passage d’'une somme a un produit
sin(p) + sin(q) = 2sin(EE2) cos(252))  cos(p) + cos(q) = 2 cos(2E1) cos(251))

En fonction de t = tan(%)

cos(a) = =t sin(a) = 2,  tan(a) = -2

Quelques valeurs

Q

2

Y

>

=
No|— N‘%m\:\

w
SAES
= O ol

N‘SM\H o3
w
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4 Logarithme et exponentielle

4.1 Exponentielle

On admet (provisoirement) le théoréme suivant.

Théoréme IV.15. Caractérisation de ’exponentielle

Il existe une unique fonction dérivable f : R — R telle que

{ J@)=f@) VaeR
J(0)=1

Cette fonction est notée exp : R — R, 2 — exp(z).

L’exponentielle transforme addition en multiplication :

Théoréme IV.16: Exponentielle d’une somme

Pour tout x et y dans R, on a

exp(z + y) = exp(z) exp(y).

Par ailleurs,

exp(r —y) =

oD
exp(aty)

Fixons y € R. Considérons la fonction g : R — R,z —— T OETINR
vérifie que g est dérivable, que sa dérivée vaut 0 et que g vaut 1 en 0. On
en déduit que g est la fonction constante égale a 1.
Pour fonctionner cette preuve nécessite d’avoir montré que exp ne s’annule
pas. On peut procéder ainsi. Posons h : R — R,z — exp(x) exp(—x).
On vérifie que h est dérivable, que sa dérivée vaut 0 et que h vaut 1 en 0. On
en déduit que h est la fonction constante égale & 1. Donc exp ne s’annule
pas.

S

La proprosition implique que exp ne s’annule jamais (exp(z).exp(—z) = 1).
Mais alors par le théoréme des valeurs intermédiaires

vz e R exp(z) > 0.

On pose e = exp(1) ~ 2,718.... On note parfois e” := exp(z).
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Proposition IV.17

La fonction exp est strictement croissante et

lim, 4 o0 €xp(z) = +00
limg_, o exp(xz) =0

Comme exp est croissante la limite en +o00 existe dans R U {+oo}. Elle ne
peut étre finie car lim,_, ;- exp(2z) = exp(2) lim,—, oo exp(x).

Comme exp(z) = (=7 la limite en —oo en découle.

,/ 1

-3 -2 -1 0 1 2T

4.2 Logarithme

Théoréme IV.18: Définition du logarithme

L’application exp : R —]0, +00] est une bijection. Sa fonction réciproque
est notée In :1]0, +0o[— R. Autrement dit la fonction In est définie par la
relation

exp(ln(z)) =« Yz €]0, 400l

Ceci est une conséquence du tableau de variation de exp et du théoréme
des valeurs intermédiares (que nous démontrerons plus tard).

Les principales propriétés de In sont résumeées ici :
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Théoréme IV.19: Propriétés de In

(i) La fonction In :]0, +0o[— R est bijective.
(ii) In(1) =0, In(e) = 1.
(iii) Pour tout @,y €]0,+0c, on a In(zy) = In(y) + In(y) et In(]) =
In(y) — In(y).
(iv) La fonction In est croissante.

(v) Ses limites sont limg g 250 ln(z) = —o0 et limy_, 1 oo In(z) = +00.

(vi) La fonction In est dérivable et sa dérivée est ]0, +oo[— R,z — T.

4.3 Les fonctions hyperboliques

On définit 3 fonctions sur R par les formules suivantes

sh: R — R ch: R — R tanh : R — R
T . o -
sh(x) ch(x) tanh(z)
domaine | R R R
parité impaire paire impaire
limg 400 | +00 400 1
lim, ,_o | —00 +00 -1
I’ ch(x) sh(z) 1 — tanh®(z)
Yy
Y
Y
graphe 1}
0
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Formulaire

ch?(z) —sh?(z) =1

Exponentielle

exp(z) = ch(x) + sh(x) exp(—x) = ch(z) — sh(z)

Formule de puissance

(sh(z) + ch(z))" = sh(nz) + ch(nz) VneN

Formules d’addition

sh(a 4+ b) = sh(a) ch(b) + ch(a) sh(b) ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)

Pour a = b, on obtient

2tanh(a)

sh(2a) = 2sh(a) ch(b) ch(2a) = ch(a)?*—sh(a)? tanh(2a) = HTnhQ(a)

Formules de linéarisation

ch(2a) — 1

ch(2a) — 1
ch(2a) +1

sh?(a) = 5

ch?(a) = ——2—— tanh?(a) =

Passage d’une somme a un produit

sh(p) +sh(g) = 2sh(- Dy an(ET)  eh(p) - ch(q) = 2sh(E-T)sh(E 1)

Valeurs a l’origine
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4.4 Fonctions puissances

Dans cette section, nous étudions les fonctions puissances a®. La définition est
un peu délicate car le domaine de définition de a — a® dépend de «. Avant de
rentrer dans le détail, on donne le formulaire :

1“=1 a%f =a*"? (a*)f =a*8

(ab)® = a“b™ a =L

Détaillons & présent la définition de a® en fonction de la valeur de a.

Le cas a entier naturel : « =n € N.
Dans ce cas, a” = a X -+ X a, nfois est défini pour tout a € R. Remarquons
que a — a” de R dans lui-méme a la méme parité que n.

Le cas « entier relatif : o« = n € —N*.
Dans ce cas,

a®=—x--- X
a

ISR

(—n) fois
est défini pour tout a € R*.

Le cas ou « l’inverse d’un entier naturel : é € N*.
1 . ; .
Dans ce cas, a» est la racine n'*™° de a, elle est définie pour

a € [0;+o0] si
acR si

est pair

1
iy est impai
= pair
o

Le cas o1 o réel. a € R.
Ici, a® est défini pour tout a €]0; +oo| par la formule

a® := exp(aln(a))

Quelques limites comparées. Pour a;, 5 > 0, on a

limg 100 exf# = 400 limg 4 oo %; =+400 lim,_,o+ 2% In(z)? =0

5 Convexité

Une fonction f définie sur un intervalle de R est convexe si son graphe est
au-dessous de ses cordes. Voici une définition plus formelle.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Alors f est convexe si

Vo,ye I Vie|0,1] fltz+ (1—1t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).
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Elle est dite concave si —f est convexe.

Les fonctions peuvent étre caractérisées par une propriété de monotonie des
pentes.

Théoréme IV.21. Pentes des fonctions convexes

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Alors f est convexe si
et seulement si pour tout a < b < ¢ dans I, on a

f) = fla) _ () = fla) _ f(c) = f(b)

~ ~
b—a c—a c—b

Si f est dérivable, on a d’autres caractérisations :

Théoréme IV.22. Dérivée d’une fonction convexe

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et dérivable. Alors, les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) f est convexe;
(i1) f' est croissante sur I ;

(iii) le graphe de f est au-dessus de ses tangentes.

Gréace a ce critére, on peut facilement montrer que exp est convexe. De méme,
si > 1 la fonction RT™ — R,z — x® est convexe.
La fonction In est concave. Si o < 1 la fonction RT* — R, 2 — 2% est concave.

Si f est deux fois dérivable, on a une autre caractérisation :

Théoréme IV.23. Dérivée seconde d’une fonction convexe

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et deux fois dérivable.
Alors, f est convexe si et seulement si f” est positive ou nulle sur I.
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Nous allons définir dans ce chapitre et le suivant une des noti ons les plus
fondamentales en analyse, celle de limite. Si on se pose les questions suivantes :

(i) Qu’est ce qu'une dérivée ?
(ii) Qu’est ce qu'une intégrale ?
(iii) Qu’est ce qu'une somme infinie ?
(iv) Qu’est ce que la longueur d’une courbe ?

La réponse est la méme : une limite. Bien que les mathématiciens utilisent ces
différents objets depuis la renaissance, ce n’est que vers la fin du 18¢ siécle et
le début du 19¢ siécle que la notion de limite, grace & D’Alembert et a Cauchy,
commence & étre formalisée. Le cours d’analyse de Cauchy, alors qu’il professait
a I’école Polytechnique, allait d’ailleurs devenir une référence pour tout travail
en analyse au 19° siécle. Malgré la grande rigueur de son contenu, il subsistait
des lacunes, comme une preuve, fausse, que la limite d’une série de fonctions
continues est continue. Le mathématicien allemand Karl Weierstrass vers 1860
et ses éléves formalisérent définitivemen t la notion de limite et parachevérent
I’ceuvre de Cauchy. La forme actuelle de la d éfinition d’une limite est exactement
celle donnée par Weierstrass. Il vous faudra prendre le temps dans ce chapitre
de bien compr endre les nouvelles notions, de faire et refaire les démonstrations.
Il fallut plusieurs siécles pour que les mathématiciens formalisent ces concepts
correctement. Il est alors naturel que cela vous demande un travail approfondi.
Vous étes en train de préparer les fondations sur lesquelles seront construites
toute votre connaissance en analyse.

1 Définitions et exemples

Une suite réelle est une application de N dans R. On note souvent la suite
(Un)nen comme une liste de valeurs indexées par N.

Voici deux exemples simples
1
U,=3n+7 V=014~
n

On peut se représenter une suite comme un tableau infini & deux lignes dont la
premiére ligne est la suite des entiers :

0|1 2
e|m|—7

5
4| In2

3+ W
S

On peut aussi se représenter une suite comme un graphe, ou une famille de
nombres réels numérotés sur la droite réelle :

R
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La suite (Up)nen est croissante si

Yn € N Uni1 2 U,.
La suite (Up,)nen est décroissante si
VneN Uy < Un.

On dit q’une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.
La suite (Up)nen est majorée si

IMeR VneN U, < M.
La suite (Up,)nen est minorée si

dm e R Vn € N U, > m.
La suite (Up)nen est bornée si

dM e R Vn € N |U,| < M.

Exercice 7. Illustrer par des exemples et contre-exemples chacune de ces défi-
nitions.

On trouve aussi souvent des suites définies par une relation de récurrence. Le
terme n+1 dépend alors du terme n (voire méme d’autres termes précédents). Il
faut alors donner une (ou plusieurs) valeur initiale. Voici deux exemples célébres

{ Up=1
Un+1 = %(Un + Uln)
Soit N un entier naturel. On pose alors

Vo=N

V. . .
Viyir = 5 S% V., est palr .
3V, + 1 si V,, est impair

Remarques. (i) La suite U, ci-dessus permet de calculer les décimales de
V2, par application de la méthode de Newton.
(ii) La suite V,, est la suite de Syracuse. Elle est l'objet d’une conjecture
complétement ouverte malgré un énoncé simple. Remarquons que si N =
1, alors la suite est
1,4,2,1,4,2,1,4,2,1,...

La conjecture dit que quelquesoit le premier terme la suite finira par
boucler sur le motif ci-dessus. Plus formellement

YN 3ng Vi, =1
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1.1 Un exemple historique

A Dorigine, les suites sont apparues comme des moyens d’approcher des nombres
qui n’étaient pas accessible par des calculs explicites. Il faut d’abord se souvenir
que dans l'antiquité, les mathématiques étaient principalement utilisés pour
mesurer, c’est-a-dire calculer des longueurs et des aires.

Par exemple, au premier siécle aprés JC, Héron d’Alexandrie se demanda com-
ment calculer I'aire d’un triangle. La donnée la plus facile & mesurer est sans
doute les longueurs a, b et ¢ de ses cotés. Il trouva que la surface S d’un tel
triangle était donnée par la formule

S=+pp—a)p—"b)p—o),

oup= est le demi-périmétre.

Héron d’Alexandrie examina l’exemple o a = 7, b = 8 et ¢ = 9. Il obtient alors
S = 1/720. Devant une telle expression, notre réflexe est de se jeter sur notre
calculatrice, mais il n’en avait pas!! Voici ce qui ’écrivit :

« Puisque alors les 720 n’ont pas le co6té exprimable, nous prendrons le c6té avec
une trés petite différence ainsi. Puisque le carré le plus voisin de 720 est 729 et
il a 27 comme coté, divise les 720 par le 27 : il en résulte 26 et deux tiers. Ajoute
les 27 : il en résulte 53 et deux tiers. De ceux-ci la moitié : il en résulte 26 2’ 3’.
Le coté approché de 720 sera donc 26 2’ 3’. En effet 26 2’ 3’ par eux-mémes : il
en résulte 720 36, de sorte que la différence est une 36e part d’unité. Et si nous
voulons que la différence se produise par une part plus petite que le 36’, au lieu
de 729, nous placerons les 720 et 36’ maintenant trouvés et, en faisant les mémes
choses, nous trouverons la différence qui en résulte inférieure, de beaucoup, au
36’ »

La premiére choses qui saute aux yeux est le langage utilisé. On voit que la
notion de racine carré est évoquée de maniére géométrique : « on ne peut pas
trouver le c6té du carré d’aire 720 ». Ensuite la représentation décimale des
nombres est absentes. Mais ces remarques ne sont pas l’essentiel pour notre
cours.

1l souligne le fait que v/720 n’est pas un nombre rationnel et ressent donc le
besoin de calculer des approximations rationnelles de ce nombre réel. Pour cela
il remarque que 272 = 729 est voisin de 720. Donc

V720 ~ 27.

a+b+c
2

Ainsi une premiére approximation d’un carré d’aire 720 est un rectangle de coté
27 x 720/27.

Ensuite, pour obtenir un rectangle plus proche d’un carré il impose qu'un de ses
coté b est la moyenne des deux codtés précédent et Iaire toujours 720. I1 obtient
un rectangle
214+ 20 25720
2
T3

Et
27+ 20
V720 ~ % = % = 26,833333...
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Au fait, aujourd’hui notre calculatrice nous dit
V720 = 26, 832815729997476 . ..

Mais au fait, comment fait-elle ?

Il a donc drolement gagné en précision par rapport a la premére approximation
de 27. Mais pourquoi s’arréter en si bon chemin. On peut remplacer le dernier
rectangle obtenu par

01 4 T30x2 2 % 720
X
2 161 4 T720%2 °
6 161

On obtient alors I'approximation :

51841
V720 ~ To32 26, 832815734989.. ..

Pas mal, n’est-ce pas! Et on plus, comme le dit Héron d’Alexandrie, nous pour-
rions continuer. . .

Aujourd’hui, nous dirions que la suite de Héron est définie par

Up =27
Un+ 722
Un+1 = 2Un

et converge vers /720.

Mais au fait, aujourd’hui, les choses sont-elles si différentes que dans 'antiquité.
Et bien pas tant que ca. En effet, notre calculatrice, pour obtenir /720 utilise
aussi une suite de nombres calculables grace aux opérations de base et conver-
geant vers /720, peut-étre méme la suite de Héron!!

Lorsque 'on applique cette méthode pour calculer v/2, on obtient :

Up=1
Un+&
Un+1 = 2 -

On a alors :
Up=1
Uy =15
Uy =1,4166. ..

Us = 1,4142156. ..
Uy = 1,4142135623745 . . .
Us = 1,4142135623730950488016896 . . .

Et notre calculatrice nous dit
V2 = 1,414213562373095 . . .

C’est fou, non ?
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1.2 Opérations

Etant donnés deux suites (Uy,)nen €t (Vi )nen et un scalaire A, on peut former
— La somme (U, + V,,)nen dont le terme n est U, + V,, ;
— Le produit (U,.V,,)nen dont le terme n est U,,.V,, ;
— La multiplication par le scalaire A : (AU, )nen dont le terme n est AU,,.

Souvent on s’intéresse aux propriétés asymptotiques des suites, c’est-a-dire va-
lables pour les grandes valeurs de n. Un vocable trés utilisé pour cela est « a
partir d’un certain rang ». Ainsi, une suite (Up),en a une propriété P si et
seulement si

IN €N t.q. la suite (Un4n)nen a la proprit P.

1.3 Des suites classiques

Soit r € R. Une suite arithmétique de progression r est une suite (uy,)pen veéri-
fiant
Vn € N Upt1 = Up + 7

Son terme général est donné par
Vn eN Up = Ug + N
La somme des premiers termes est donnée par

n(n—|—1).

Zuk:(n—&—l)uo—&—r 5

k=0
Soit ¢ € R*. Une suite géométrique de raison q est une suite (up)nen vérifiant
Vn € N Unp+1 = qUnp.
Son terme général est donné par
Vn € N Uy = Upq".

La somme des premiers termes est donnée par

n qn+1_1 .
D up =19 M0 T sta7 1
P ug(n+1)sig=1

On mélange maintenant ces deux types de suites. Soit 7 € R et ¢ € R*. Une
suite arithmético-géométrique est une suite (uy,)pen vérifiant

Vn e N Up4+1 = qQUp + 7

On suppose g # 1, sinon on a une suite arithmétique. On pose alors
r

a = .
1—g¢q

Son terme général est donné par
VneN  u, = (u —a)¢" +a.
La somme des premiers termes est donnée par
¢!

. —1
Zuk = (ug—a)———— + (n+ 1)a.
k=0 ¢-1
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1.4 Exemples

Introduction historique + Encyclopédie Diderot.
Exemple 1 : Hénon
Exemple 2 : 7.

2 Convergence d’une suite

2.1 Définitions

Vient ici, la définition la plus importante de ce cours.

Soit (Up)nen une suite réelle et I un nombre réel. On dit que la suite
(Un)nen tend vers [ si

Ve>0 INeN VYneN (n>2N = |U,—1|<e).

On note alors
U, —— 1.

n— oo

On dit aussi que la limite de la suite (Uy)nen vaut | et on écrit

lim U, =1.

n—oo

Pour comprendre la définition, on remarquera que

(i) La condition |U, —!| < € est équivalente a [ — e < U,, <l + ¢ ou encore
al, €|l —gl+el

(ii) Le bout de phrase « Yn € N (n > N = » signifie « a partir du rang
N on a».

(iii) Le bout de phrase «IN € N ¥Yn e N (n> N = » signifie « & partir
d’un certain rang N on a ».

(iv) Plus € est petit, plus la condition |U,, —I| < ¢ est contraignante pour U,

Ainsi, on peut traduire cette définition par la phrase : aussi petit soit un inter-
valle fixé autour de [, les éléments de la suite U,, appartiennent & cet intervalle
A partir d’'un certain rang.

Exercice 8. Montrer que la suite <n+-1>n€N tend vers 0.

On traduit souvent intuitivement (U, )nen tend vers [ par « U, se rapproche de
[ lorsque n est grand ». S’il y a du vrai dans cette phrase, elle est trompeuse.
En effet, on peut comprendre U, est de plus en plus proche de [. Or cela est
faux, comme le montre I’exemple suivant
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Exercice 9. Considérons la suite suivante

U, — { % s% n est impair
0 si n est pair
Montrer que U, tend vers 0. Fxpliquer en quoi U, ne se rapproche pas de 0,

lorsque n augmente.

Ainsi, il vaut mieux la phrase « U, est proche de [ lorsque n est grand ». Comme,
en math, nous n’avons pas d’ordres de grandeur (celles-ci dépendent du contexte
d’application), on traduit « proche » par aussi proche que I'on veut. Ainsi, on
arrive a la phrase suivante qui est trés proche de la définition

U,, est aussi proche que l'on veut | pourvu que n soit grand.

Remarque. L’auteur de ce cours préfére utiliser 'expression « tend vers » que
« la limite est égale » (idem pour les notations). En effet, Pexpression la limite
de la suite (Up)nen vaut | peut laisser croire que la limite de la suite (Up,)nen
est une quantité bien définie et qu’elle vaut [. Or il n’en est rien comme nous
allons le voir.

S’il existe une limite [ € R, on dit que la suite converge. Sinon, on dit
qu’elle diverge.

ATTENTION. La limite n’existe pas toujours.

Exercice 10. Considérons la suite U, = (—1)". Montrer que cette suite ne
tend vers aucune limite [.

Une maniére de comprendre une assertion mathématique est de comprendre sa
négation.

Exercice 11. Traduire par une phrase mathématique, l’affirmation U, ne tend
pas vers [.

2.2 Propriétés fondamentales des suites convergentes

Théoréme V.28. Unicité de la limite

La limite d’une suite, si elle existe est unique.

Soit U,, une suite qui tend vers [1 et [5. Montrons par 'absurde que {1 = l5.
Supposons donc que [y # l3. Posons

_ =15
T
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Par définition de la convergence, il existe N; et Ny dans N tels que
Vn>N1 |Un—11|<6

et
Vn}Ng |Un—12|<5.

Posons N = max(Ny, N3). Alors
Uy €li —e;li +e]Nls —g;ly + el

Vu la valeur de ¢, le fait que ces deux intervalles se rencontrent est une
contradiction.

Théoréme V.29

Toute suite convergente est bornée.

Preuve :

Soit U,, une suite qui converge vers une limite [. Appliquons la définition
de la limite avec e = 1 :

N eN Yn > N l-1<U, <I+1.

Considérons
M = max{Uy,Uy,...,Uy_1,l + 1}

et
m = Hlin{Uo,Ul, ey UN_17Z — 1}

Ces réels sont bien définis car les ensembles sont finis. Soit n € N. Sin < N,
alors U —n < M. Sin > N alors U,, <1+ 1 < M. Ainsi dans tous les cas
on a U, < M. De méme, on montre que U,, > m. Ainsi

Vn € N m< U, <M.

2.3 Opérations
Théoréme V.30. Combinaison linéaire
Soit (Up)nen et (Vi)nen deux suites réelles. Soit o et 8 deux nombres

réels. On suppose que (Up,)nen tend vers une limite 17 et (V),)nen vers lo.
Alors, la suite (aU, + BV,)nen tend vers aly + Bls.
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oo

Soit € > 0. Posons

- €
o] + 18]
Remarquons que si « et 8 sont nuls I’énoncé est trivial. Sinon &, est bien

défini et strictement positif. Par définition de la convergence, il existe Ny
et Ny dans N tels que

€1

Vn > Ny |Un — 1] < &1

et

Vn>N2 |Vn—lg| 1.

<
Posons N = max(Ny, Na). Alors, pour tout n > N

|OéUn+ﬁVn —Oéll —,812‘ |Oé(Un —l1)+ﬁ(Vn—l2)|

< a(Up — )|+ 18V, — 12)] par l'ingalit triangulaire
< o [Un = D)+ (8] [(Va — 12)]

< (el +18)er

< €

Ainsi, (aU,, + BV, )nen tend vers aly + Sla.

N

Théoréme V.31. Produit

Soit (Up)nen et (Vi)nen deux suites réelles. On suppose que (U, )nen tend
vers une limite {1 et (V;,)nen vers lo.
Alors, la suite (U,.Vy)nen tend vers ly.ls.

Soit € > 0. La suite U,, est convergente, donc elle est bornée :

M >0 VneN |U,| <M. (2.1)
Posons
£1 = L
YT M|

Par définition de la convergence, il existe N7 et Ny dans N tels que
VH>N1 |Un—ll| <61 (22)

et
VTL} NQ |Vn—12| <€1. (23)
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Posons N = max(Nj, N3). Alors, pour tout n > N

U Vi — Ll = |Up(V — 1) +12(Up — 1h)]
< U (Vi = )| + (U, — 11)] par l'ingalit triangulaire
< Ul Vi = lo| + |l2]-|Up — 1]
< |Unler + |l2)ex par (2.2) et (2.3) car . > Ny et n > Ny
< (M iz])er par (2.1)
< €

Ainsi, (aU, 8V, )nen tend vers lls.

Théoréme V.32. Inverse

Soit (Up,)nen une suite réelle qui ne s’annule pas. On suppose que (U, )nen
tend vers une limite non nulle /.

Alors, la suite (- )nen tend vers 7.

Preuve :

Commengons par écrire l'inégalité que nous finierons par utiliser

11, |U,—1 €1
— = < 2.4
T, 71T W S (24)

_1

Ak Commence maintenant la preuve
n

En particulier, il nous faut majorer
formelle.
Comme U, tend vers [ # 0,

U

HNl eN vn>N; |Un| > 5

Soit € > 0. Posons
— gelp
&1 = 28 .
Par définition de la convergence, il existe Ny dans N tels que
VTIZNQ |Un—l1‘ gé’l. (25)
Posons N = max(Ny, Na). Alors, pour tout n > N

1 1 |Un—l‘ < €1 281

— ——| = < < —5 <=
T 1T T S ST

Ainsi, la suite (7-)nen tend vers

n

1
T

—

Remarque. En combinant les deux théorémes précédents on obtient que % tend

vers % .
1
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2.4 Suites et inégalités

On peut passer aux inégalités larges dans les inégalités :
Théoréme V.33. Limite dans inégalités larges
Soit (Up)nen et (Vn)nen deux suites réelles qui tendent respectivement
vers des limites l; et lo.

Si
Vn € N U, <V,

alors 1 < Is.

D

Montrons le résultat par I’absurde. Supposons donc que l; > l5. Posons

I — 1
Ry,
¢ 3

Par définition de la convergence, il existe N7 et Ny dans N tels que
Vn 2 N1 Un 2 ll — &

et
Vn > Ny Vi, <ly+e.

Posons N = max (N, Ny). Alors
Un>2li—e=ly+2e>1s+e>Vy.

En particulier Uy > Vi ; ce qui constitut une contradiction.

—

Corollaire V.34

Soit (U, )nen une suite réelle qui converge vers une limite .

On a

(i) si M est un nombre réel tel que
Vn € N U,<M

alors | < M ;

(ii) si m est un nombre réel tel que
Vn € N U,>m

alors | > m.
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1l suffit d’appliquer le théoréme V.33 avec une suite constante.

Théoréme V.35. Théoréme des gendarmes

Soit (Un)nens (Va)nen et (Wh)nen trois suites réelles telles que
Vn € N U, <W, <V,.

On suppose en outre que U, et V,, tendent vers la méme limite [.
Alors, la suite (Wp,)nen tend vers I.

Preuve :

Soit € > 0. Par définition de la convergence, il existe N7 et Ny dans N tels

que
Vn = Ny Unp€l—g;l+¢]

et
Vn > Ny Vwell—gl+el

Posons N = max (N7, N3). Alors,
Vn> N V.. et U, appartiennent a [[ — ;1 4 €].

Fixons n > N. Alors, Uintervalle [U,,, V,] est inclus dans [l — ¢;1 + ¢]. Or
W,, appartient a cet intervalle. Donc W, € [l — ;1 + ¢].
—

2.5 Suites monotones

Théoréme V.36: Limites de suites monotones

Soit (U, )nen une suite réelle.
()
(i)

Si (Un)nen est croissante et majorée alors U, converge.
Si (Up)nen est décroissante et minorée alors U, converge.

Soit (U, )nen une suite croissante et majorée. Posons
l:=sup{U, : n €N}

Puisque U, est majorée cette borne supérieure est un nombre réel. Montrons
que (Up)nen tend vers .

Soit € > 0. Par définition du sup, | — € n’est pas majorant de la suite U,.
Donc il existe N € N tel que Uy > [ — €. Puisque la suite est croissante on
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Ainsi,
Vn> N l+e>1l>2U,>1—c¢

et U, tend vers [.

Pour la seconde assertion, considérons suite (V},),en définie par V,, = —U,,.

On vérifie aisément que V,, est croissante et majorée. D’aprés la premiére

assertion, il existe [ € R tel que V,, —— [. On vérifie alors facilement que
n—oo

U, — —L

n—roo

Exercice 12. Soit (U,)nen une suite croissante et magjorée. Notons 1 sa limite.
Montrer que pour tout N € N,

l:=sup{U, : neNtq n>N}

2.6 Suites adjacentes

Le théoréme suivant est un moyen de montrer la convergence de suites.
Théoréme V.37. Suites adjacentes

Soit (Up)nen et (Vi)nen deux suites réelles telles que
(i) U, est croissante;
(ii) V,, est décroissante;
(iii) V,, — U, tend vers 0.

Alors, les suites (Uy)nen et (Vi )nen convergent vers la méme limite [. De
plus, pour tout m et n dans N, on a U,, <1 < V,.

Posons W,, = V,, — U,,, pour tout n € N. On étudie la monotonie de W,.
Pour tout n, on a

Wn+1 - Wn = Vn+1 — Un+1 - Vn + Un = (Vn+1 - Vn) - (Un+1 - Un) < 0.

La derniére inégalité utilise les monotonies des suites U, et V,. Donc
(Wi )nen est décroissante.
Comme W,, tend vers 0, on en déduit que W,, est positive :

Vn € N W, = 0.
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Ainsi
Vn € N Vo=V, 22U, >U,.

En particulier, les suites (Uy,)nen et (Vi)nen sont bornées. Comme elles
sont monotones, la proposition V.36 montre que ces suites convergent vers
des limites finies 1 et 5.

Par le théoréme V.30, la suite (V,, — Uy, )nen tend vers Iy — I5. Or elle tend
vers 0. Donc, par unicité de la limite (théoréme V.28), on alo — 13 = 0 et
l1 =ls.

Voici un premier exemple de suites adjacentes.
Exemple 5. Soit  un nombre réel. On pose, pour tout n € N

E(x10™) Vo= E(xz10™) +1
107 " I
On peut montrer que les deux suites sont adjacentes. Ainsi, elles convergent vers
la méme limite qui se trouve étre x.
On peut remarquer que les deux suites sont constituées de nombres rationnels :

cette construction peut étre utilisée pour définir le produit et la somme de deux
nombres réels. ..

U, =

3 Suites extraites

3.1 Définition

La définition formelle de suite extraite est ainsi.

Soit (Up)nen une suite réelle. Une suite extraite de (Up)nen est une suite
(Vi)nen ou 'V, = Uw(n) pour une fonction ¢ : N — N strictement crois-
sante.

Les éléments de la suite V,, sont certains éléments de la suite U,,. La fait que ¢
soit strictement croissante dit que l'on garde dans V,, les éléments de U,, dans
Pordre ou ils étaient.
Si U,, est représentée par un tableau infini, une suite extraite s’obtient en deux
étapes

(i) On efface certaines colonnes tout en veillant & ce qu’il en reste une infinité.

(ii) On renumérote la premiére ligne pour obtenir la liste des entiers naturels.

Proposition V.39

Une suite extraite d’une suite croissante, décroissante, majorée ou minorée
Pest.
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Preuve :

Ceci est évident.

Exercice 13. Soit (Up)nen une suite réelle. Soit ¢ et v deuz applications stric-
tement croissante de N dans N. Soit (V;,)nen la suite extraite de (U, )nen asso-
ciée a @. Soit (Wy)nen la suite extraite de (V,,)nen associée a 1.

Montrer que (Wy,)nen est la suite extraite de (Up)nen associée & p o 1.

Remarque. Une suite extraite d’une suite extraite est une suite extraite.

3.2 Suites extraites complémentaires

Deux exemples courants de suites extraites soit les suites des termes pairs et
impairs :
Uan Uzant1-

Ces deux suites extraites recouvrent toutes les valeurs de la suite. Cette re-
marque permet d’obtenir le résultat suivant.

Proposition V.40

Soit (U, )nen une suite réelle. Alors, se valent :
(i) la suite (Up)nen converge;

(ii) les deux suites extraites (Usp)nen €t (Uan+1)nen convergent vers la
méme limite.

Preuve :

La démonstration est laissée en exercice.

3.3 Suites extraites monotones

Théoréme V.41. Ramsey

De toute suite de nombres réels, on peut extraire une suite monotone.

Soit (U, )nen une suite réelle. Considérons ’ensemble suivant :
E={neN:VYm>n U, >U,}

Deux situations se présentent :
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Cas 1 :l'ensemble FE est fini.
En particulier, 'ensemble E est borné. Donc

INeN Vn>N nédE,

c’est-a-dire
INeN Vn>2N dIm>n U,<U, (3.1)

On construit alors, une suite ny par récurence telle que
— Ng4+1 > ng pour tout k;

— Unyyy < Uy, pour tout k.

Posons ng = N. Soit £ € N. Supposons N = ng < --- < nj construits.

Comme ng = N, il existe m > ny tel que U,, < U,,. Il suffit de poser

Ng+1 = N.

Cas 2 : I'ensemble E est infini.
Dans ce cas, on note ny le (k + 1)™¢ glément de E, pour tout k € N. En
particulier, on a :

— ng € E, pour tout k dans N;

— Ngy1 > Nk, pour tout k dans N.
On montre alors que la suite extraite (Up, )ren est croissante. Soit k € N.
Comme ny € F et ng1q1 > ng, on a

Unk+1 2 Unk .

3.4 Le cas des suites bornées

Théoréme V.42. Bolzano-Weierstrass

Toute suite bornée admet une suite extraite convergente.

Preuve :

Soit (Up,)nen une suite réelle. D’aprés le théoréme V.41, il existe ¢ : N —
N strictement croissante telle que la suite (U, (n))nen est monotone.

Or la suite (U, )nen étant bornée, la suite (U¢(n))neN I’est aussi. Mais alors,
la proposition V.36 montre que (Up,)nen converge.

N—

Ce théoréme est important comme nous le verrons dans le chapitre consacré
aux fonctions continues. La preuve présentée ici a le mérite d’étre courte et 'in-
convéniant de sembler un peu miraculeuse. Une autre preuve, par dicotomie est
possible. Cette derniére est assez difficile a écrire formellement mais se comprend
bien. ..

Exemple 6. Regardons notre suite bornée, non convergent préférée : U, =
(—=1)™. Alors la suite extrate des nombres pairs tend vers 1 et celle des nombres
impairs tend vers —1. On a construit deux suites extraites convergentes.
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4 Limites infinies

4.1 Deéfinition

Soit (un)nen une suite réelle. On dit que u,, tend vers +oo, si u,, est aussi grand
quel’on veut pourvu que n soit grand. Plus formellement :

La suite (up)nen tend vers plus linfini si

YVMeR INeN Vn>2N u, > M.

On note alors
Uy — +00.

n—oo

La suite (un)nen tend vers moins Uinfini si —u, tend vers +oo. On note
alors

Uy ———> —O0.
n— o0

4.2 Suites monotones, comparaisons

Théoréme V.44. Convergence des suites monotones

Soit (uy)nen une suite réelle croissante. On a alternative suivante :
(i) soit (un)nen converge;

(i) soit (up)nen tend vers +oo.

D

La suite est majorée ou pas. Si elle est majorée, la proposition V.36 montre
qu’elle converge.
Supposons que u, n’est pas majorée et montrons qu’elle tend vers +oo.
Soit M € R. Comme la suite n’est pas majorée par M, il existe N tel que
Uy > M. Mais alors, pour tout n > N, U, > Uy > M. Donc la suite tend
vers +00.

—

Exercice 14. (i) Contruire une suite non majorée qui ne tend pas vers +0o.

(ii) Soit (up)nen une suite réelle non majorée. Montrer qu’elle admet une
suite extraite que tend vers +oo.

Théoréme V.45. Comparaison
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Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que

Si (vp)nen tend vers +oo il en va de méme de la suite (uy,)nen.

Preuve :

Mais alors,

N—

4.3 Opérations

On résume sans démontration le comportement des limites infinies par le tableau

ci-dessous.

Vn>N

YneN u, > v,.

Vn >N

Up 2 Up 2

Donc la suite u,, tend vers +oo.

Ici, 1 et I3 sont des nombres réel (finis).

Soit M € R. Comme v,, tend vers +oo, il existe N € N tel que

vy = M.

M.

‘ limy, o0 Un ‘ limy, 00 U H limy, 00 Un + vn ‘ limy, 00 UnUn ‘ limy, 00 .

: U
limy, 00 .
2

+oosily >0 +oosil; >0
l1 +00 400 —oosily <0 0 —o00sil; <0
FI sili =0 FI sili =0
+o00 +o00 400 +o00 FI FI
—00 400 FI —00 FI FI

Ici FI signifie forme indéterminée.

5 Suites de Cauchy

Le critére de Cauchy est un critére équivalent & la convergnece de la suite. La
beauté de la chose et qu’il ne mentionne pas de limite. De maniére relachée,
une suite de Cauchy est une suite dont les termes sont aussi proches que 'on
veut les uns des autres, pourvu que leurs indices soient grands. De maniére plus
formelle :

Soit (un,)nen une suite réelle. La suite est dite de Cauchy si

Ve>0 AN eN Vp,g> N

lup — uq| < e.

Le théoréme fondamental (on dit que R est complet) est :
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Théoréme V.47. Cauchy et convergence

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la suite (uy)nen converge;

(i) la suite (un)nen est de Cauchy.

D

Supposons que la suite converge disons vers [. Montrons qu’elle est de Cau-
chy. Soit € > 0. Puisque (uy,)nen converge, il existe N € N tel que

Vn >N |unfl|§§.
Soit p et g supérieurs & N. Alors
[ty = ttql = lup = = (g = O] < Jup = 1] + [y = 1] <25 =&,
Donc la suite est de Cauchy.

Supposons réciproquement que la suite est de Cauchy et montrons qu’elle
converge. La difficulté est de construire la limite. La démonstration se dé-
compose en 4 étapes.

Etape 1 : Montrons que la suite est bornée.

Pour cela on écrit la définition d’étre de Cauchy pour e =1 et ¢ = N. On
obtient, Pour tout p > N, |u, — uy| < 1. Donc u, € [uy — 1;un + 1]. Par
ailleurs, I'ensemble fini, ug,...,uxy_1 est borné car fini. Donc la suite est
bornée.

Etape 2 : Bolzano-Weierstrass
Grace a Pétape 1, on appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass (théo-
réme V.42) : il existe une suite extraite u,(,) convergente vers I.

Etape 3 : ¢(m) = m pour tout m.
La restriction de ¢ est injective de {0, ..., m} dans {0,...,o(m)} par stricte
monotonie. L’étape 3 en découle.

Etape 4 : Convergence de la suite vers (.
Soit & > 0. Puisque (uy(n))nen converge, il existe Ny € N tel que

V>N, Jug(n) =1 < g
Par ailleurs, la suite est de Cauchy. Donc, il existe Ny € N tel que
Vpg = No fup =gl < 5.
Soit n > Na. Soit m > max (N, No). Alors,
= 1] < [t — tp(omy| + [ty — 1] < 2%.

Donc u,, converge vers .

N
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1 Rappel

Le but de chapitre est de démontrer le théoréme suivant que nous avions admis.

Théoréme VI1.48. Définition Exponentielle

Il existe une unique fonction dérivable f : R — R telle que

{ f'(x) = f(z)  VezeR
f(0)=1

Cette fonction est notée exp : R — R, z — exp(x).

Cette démonstration permettra d’illustrer 'utilisation des suites et de leurs pro-
priétés.
Pour x € R, considérons la suite

Un(z) = (1+ %)".

On va montrer que la suite U,(z) converge et que f(z) = lim,_ oo Un(x)
convient.

2 Suites adjacentes

Pour n # z, on pose
pour n > |z|.

Proposition VI.49

Les suites U, (z) et V,,(z) sont adjacentes.

D

Nous utiliserons 'inégalité suivante
14+y)">14ny VneN Vy>-1 (2.1)

Celle-ci peut se démontrer par récurrence sur n.
Pour n > |z|, on montre que
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Gréace a la proposition VI.49, on peut poser, pour tout x € R,

f(z) = lim (1 + E)”.

n— 00 n

3 Le cas complexe

Dans le cas complexe, on peut aussi définir

exp(z) = lim (14 %)"

n—oo

Cela dit le preuve de la convergence est plus délicate.
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1 Définition des nombres complexes, addition et
multiplication

1.1 Définition

On introduit un nouveau nombre, noté ¢ et on impose

i? =1

Un nombre compleze est une écriture de la forme

a+ b

avec a et b dans R. On note C I’ensemble des nombres complexes.

Des exemples sont 0 + 2i = 2i, v/2 — iv/3, 7 + iIn(2).. . Traditionellement, on
note z = a + ib un nombre complexe plutoét que x.
Une premiére chose & comprendre est que cette écriture est formelle dans le sens
ou

a+ib=c+id <= a=cetb=d.

Ainsi, 'application
R? — C

<Z) —  a+ib
est une bijection.

On définit ensuite I’addition (pour tout a, b, c,d € R)
(a+ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d),

comme I’addition des vecteurs dans R2.
Enfin, on définit la multiplication en utilisant la distributivité et la régle i2 =
—1:

(a +1b).(c +id) = (ac — bd) + i(bc + ad).
Les régles de calcul pour ces opérations + et x sont semblables a celles sur les
nombres réels (on dit que ce sont des corps) :

Théoréme VII.51. Régles de calcul dans C

Les deux lois + et x sur C vérifient :
(i) +, x et < prolongent les lois usuelles sur R.
(ii) Vz1,20 € C Z21+2 =20+ 21
(iii) Vz1, 22,23 € C (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23)
(iv) Vz; € C 21+0=2x
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(v) Vz1 € C Tz €C 21+ 20 = 0; on pose —zy := 29

(vi) V21,20 € C 21.20 = 29.21

(vii) Vz1,29,2€ C (21.22).2 = 2z1.(22.2)

(viil) Vz; € C z1.1 =21

(ix) V2 e C— {0} Tz eC 21.29 = 1; on pose z; ! 1= 29
(x) Vz1,29,23 € C z3.(z1 + 22) = 23.21 + 23.22

Le théoréme VIIL.51 est facile & établir mais fastidieux. Il existe des preuves sans
calcul mais plus sophisitiquées & I’aide de matrices ou d’algébre des polynomes. . .
On revient tout de méme sur une assertion : ’existence d’un inverse. Soit z =

a + ib non nul. Alors
. a—1b

a2
Exemple 7. Calculer (1 +1iv/3)7L.
L’ensemble des nombres réels se plonge dans celui des nombres complexes par :

t: R — C
a +— a-+10

Cette application respecte la somme et le produit :
t(a+b) =(a) + ¢(b) t(a.b) = u(a).c(b)

pour tout a,b € R.

1.2 Conjugaison, parties réelles et imaginaires
On définit la conjugaison par

C — C
z=a+1th — Z=a—1b pour a et b dans R

On définit les parties réelles et imaginaires par

Re : C — C Im : C
z=a+ib — a= = z=a+1ib

Il

Les propriétés importantes de la conjugaison sont :
Théoréme VII.52: Calculs dans C

Soit z, 21 et zo des nombres complexes. On a :
(i)
(i)

(iii)
)
)

Z5

Z si et seulement si z est réel (cad appartient a I'image de ¢) ;

IS SRS RN
I

= —Z si et seulement si z € 1R ;
(iV Z1 + 29 :21+22;

(V Z1.29 = 21.22;
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(vi) 1=

Preuve :

Laissée en exercice.

=

1.3 Module

Le module d’'un nombre complexe z = a + ib avec a et b dans R est défini par

|z = Va2 +b? =2z e RT

On a:

Théoréme VII.53: Propriétés du module

Soit z, z1 et zo des nombres complexes. On a :

(i) si z € R, |z| est la valeur absolue de z.
(i) si z # 0, alors | 1| = ﬁ

(111) |2’122| = |2’1||22|

Preuve :

Laissée en exercice.

Plus délicat est le comportement du module relativement a la somme.

Théoréme VII.54: Inégalité triangulaire

Soit z1 et zo des nombres complexes. On a :
|21 4 22| < |21] + |22

De plus, on a égalité si et seulement si il existe 7 € RT tel que z; = 729

ou 29 =T7271.
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Preuve :

Commengons par montrer 'inégalité. On a :

|21 + 2212 = (21 + 22)(Z1 + 22)
= 2121 + 2222 + 2122 + 2122
= |21|2 + |2’2‘2 4+ 2129 + 2129
= |Zl|2 + |22‘2 + QRG(Zlgg).
Or
Re(zlig) g |2’122| = |le’2|. (11)
Donc

|21+ 22f” < |21 * + |22 + 2|2122] = (J21] + |22])?

Comme Vo est croissante et |21 + 22| et |21] + |22| appartiennent & RT, on
en déduit que
|21 + 22| < |z1| + |22

La preuve précédente implique que |z1 + 23| = |21| + |22] si et seulement si
Re(z122) = |z122]; ce qui est encore équivalent & z1 29 € RT.

Deux cas se présentent. Si z5 est nul, d’'une part on a ’égalité et d’autre
part 212, € RT et il existe 7 € RT tel que z3 = 72;.

Supposons donc zo non nul. Posons ¢t = 21z € R. Alors

t 4

— = —— 29 = 7222 S R+Zl.
Zo 2272 |22

zZ1 =

Réciproquement, si z; € Rz, alors 2175 € R.
—

1.4 Calculs avec les nombres complexes

Comme nous ’avons vu les nombres complexes, leur addition et leur multiplica-
tion partage beaucoup des propriétés de ces opérations sur les nombres réels. En
conséquences, beaucoup des formules sur les nombres réels sont aussi valables
pour les complexes (avec des preuves identiques). Par exemple

(z1 4+ 22)" = Z (Z) PAr

ou
P |

l+z4+--+2"=
z—1

2 Nombres complexes et plan euclidien

Nous travaillons dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 7, ?2). Ainsi
tout élément (a, b) de R? correspond & un point M (a, b) et au vecteur a€1+b7¢ .
En identifiant R? & C, on obtient une identification z — M(z) entre C et le
plan. Le nombre complexe z est appelé ['affize du point et le point est appelé le
point d’affize z.
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Fort de cette identification, on peut interpréter géométriquement certains calculs
dans C. Pour tout z, z1 et zo dans C, on a :

(i) OM(z1 + 22) = OM(z1) + OM (z3).

(i) [OMC:)] = |21

(iii) (Re(z),Im(z)) sont les coordonnées de M(z) dans le repére (O, €1, € ).
)

(iv

Le point M (Z) est 'image par la symétrie orthogonale par rapport a ’axe

des abcisses du point M(z).

(v) Le point M (iz) est 'image par rotation d’angle 7/2 et de centre 0 du
point M (z).

(vi) L’inégalité |21 —za| < |21]|+ 22| s’'interpréte comme 'inégalité triangulaire

dans le triangle OM (z1)M (z2).

3 Exponentielle complexe

3.1 Définition et premiéres propriétés

Pour tout z € C et n € N on pose

zn = (14+=)"

On admettra que la suite (2, )nen converge vers une limite que I’on netera exp(z)
ou e*. Par définition, dire que la suite z, converge signifie que Re(z,,) et Im(z,,)
convergent. Pour information, on peut montrer cela en utilisant le critére de
Cauchy, théoréme V.47. On obtient ainsi, la fonction exponentielle complexe

z
n

exp: C — C
z +— exp(z).

Remarque. Dans la pluspart des ouvrages, le réle de la suite z, est joué par la
suite s, = Y p_o &7

On admettra aussi le théoréme suivant
Théoréme VII.55. Exponentielle complexe

(i) Pour tout z et 2’ dans C, on a
exp(z + 2’) = exp(z) exp(2’).

(ii) La restriction de l’exponentielle complexe & R est l'exponentielle
réelle.

(iii) L’image de exp est C*.

(iv) Pour tout z dans C,

exp(z) = exp(z).

(v) Pour tout z dans C,

lexp(z)] =1 <= z €iR.
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On admettra que
ez(tJrh) — it it

h h—0

On interpréte ce calcul de maniére cinétique

Proposition VII.56

L’application R — C, t — ¢’ est un paramétrage 27-périodique a vi-
tesse constante égale a 1 du cercle unité.

Ainsi, lorsque ¢ parcourt R, e parcours le cercle unité a vitesse 1. Pour tout
t € R, on pose

it _ o—it et 4 et

sin(t) := Im(e') = 5 cos(t) := Re(e') = 5

Donc

e = cos(t) + isin(t).

On peut maintenant montrer les formules a 1’aide du théoréme VIL.55 :

sin(a+b) = sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b) cos(a+b) = cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b).

De méme, on obtient la formule de Moivre

‘ (cos(t) +isin(t))™ = cos(nt) + isin(nt), ‘

pour tout entier n et nombre réel t.
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3.2 Deécomposition polaire

Théoréme VII.57: Décomposition polaire

Tout nombre complexe non nul z s’écrit de maniére unique sous la forme
z = pe'?,

avec p € R et ¢ € [0;27].

D

Toute demidroite d’origine 0 rencontre le cercle en un unique point. Par
ailleurs, ‘
¢ € [0;2n[— C(0,1), t —> €™

est une bijection.

—

Remarque. 11 convient de remarquer que p = |z|. De plus, ¢ est 'angle en
radian formé par z et ’axe des abscisses.

Il convient de connaitre, ou retrouver facilement, les exemples simples suivants :

7

[}

%

=1
=1

. o O

%

INERVE]
SN
SN
S
(.b@
ENE]
Il
—_
_|_
~

+1

En particulier, on la superbe identité d’Euler :

L’esthétique de cette fromule tient au fait qu’elle melle les constantes les plus
fondamentales des math 0,1, e, et 7 et les opération de base +, X et puissance.

Changements de coordonnées.
Supposons z = pe'® donné. Les coordonnées cartésiennes de z = a + ib (avec a
et b dans R) sont données par

‘a = pcos(f) b = psin(0) ‘

Réciproquement supposons que z = a + ib avec a et b dans R. Pour obtenir
Iécriture polaire z = pe'® on fait

p=1+a?+ b2

L’obtention de 6 est plus délicate. Si x # 0, on constate que tan(f) = 2.
Regardons alors

o= arctan(g) €l-=;
T
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Comme 0 € [0; 27, on en déuit que 6 vaut o, a + 7 ou o + 27. Pour se décider
entre ces 4 cas on regarde dans quel cadran se trouve z :

0=a+m 0=«
0=a+m|0=a+271
Six =0, alors
3
9:
3

Application. En utilisant la décomposition polaire on peut résoudre I’équation
wh=1:

Théoréme VII.58: Racines de ’unité

Pourn € N*et z € C, on a 2™ = 1 si et seulement s’il existe k € {0,...,n—
1} tel que

3.3 Racines carrés

Théoréme VII.59: Racine carrée

Soit z un nombre complexe fixé. On s’intéresse a I’équation
w? =z (3.1)

d’inconu w.
(i) Si z =0, I’équation (3.1) a une unique solution w = 0.

(ii) Si z # 0, Péquation (3.1) a exactements deux solutions opposées
w = :l:wo.

L’expression oplaire de wy est bien plus facile que son expression carté-
. . i =
sienne. Si z = pe*¥, alors wy = pe'=.

Corollaire VII.60
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Toute équation polynomiale de degré 2 az? 4+ bz +c =0 avec a # 0,b et ¢
dans C admet une ou deux solutions.

D

Posons A = b? — 4ac. Soit § € C tel que 62 = A. On vérifie alors qu’en

posant
+5—b
A =
+ 2 )

on a
a? +bz+c=alz—2_)(z—2z4).

Le résultat en découle.
—

Remarque. Dans le cas ou les coefficients de I’équation de degré 2 sont réels, les
couples de solution ne peuvent pas étre quelconque. En effet, dans ce cas A est
réel et

(i) Si A > 0, équation a deux solutions réelles.
(ii) Si A =0, l’équation a une solution réelle.
(iii) Si A < 0, ’équation a deux solutions complexes conjuguées {zo, Zo }.

Cela est une conséquence facile du fait que si A est un réel strictement négatif
alors A est imaginaire pur.

4 Transformations du plan

Plusieurs transformations du plan ont des formules analytiques simples en uti-
lisant les nombres complexes. Par exemple, on a déja vu que la réflection ortho-
gonale d’axe (O, e—1>) est 'application

C

— C
zZ — Z

4.1 Homothéties

Soit A € R. L’homothotie de centre 0 et de rapport A s’écrit

cC — C
z Az

Corollaire VII.61

Soit zg € CC* et A € R*. Alors,

C
z

> O

—
— M2z —20) + 20-
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est 'homothétie de centre zg et de rapport A.

4.2 Translation
Théoréme VII.62: Translation

Soit ¥ un vecteur de R? et z; son affixe. Alors 'application

cC — C
z — z4+2

est la translation de vecteur ¥.

Clest u§1e conséquence directe de la formule OM (z; —|—225 = OM(zlj +
OM(ZQ .

4.3 Rotations de centre O
Théoréme VII.63: Rotation

Soit 6 un nombre réel. Alors ’application

c — C
z — ez

est la rotation de centre O et d’angle 6.

C’est une conséquence directe de la formule ¢ pe’? = pet(0+¢),

Exercice 15. (i) Soit zg € C et 0 € R. Soit z € C. Montrer que l'image de
M (z) par la rotation d’angle 0 et de centre M(zy) vaut

e (z — 29) + 20.

4.4 Retour sur la suite (1 + z/n)"

Dans cette section, nous allons interpréter géométriquement la suite (1 + =)™,
lorsque z = it avec t € R.
Fixons n tel que |t/n| < 1. Ecrivons zp := 1+ £ = pe'”. Regardons la transfor-
mation
p: C — C
2 — zoz =€z
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L’application ¢ est la composé d’une homothétie de rapport p et d’'une rotation
d’angle 6 et de centre O.

Regardons le triangle (0M (1)M (zg). C’est un triangle rectangle. Son image par
 est un triangle rectangle T tel que

(i) O est un sommet de T';
(ii) 2o est un sommet de T et T est rectangle en zp;
(iii) I'hypoténuse de T a est de longueur p?.
On obtient :

De méme on obtient une suite de triangles semblables (pour 6 = %ﬂ et n =10
et 20) :

5 Théoréme fondamental de 1’algébre

Théoréme VII.64. d’Alembert-Gauss

Soit P un polynoéme non constant & coefficients complexes :
P(z) = agz® + ag_12V + -+ ag,
with ag,...,aq dans C et ag # 0.

Alors, il existe zg dans C tel que P(zp) = 0.

Les anglosaxons appelle ce théoréme « the Fundamental theorem of algebra »
soulignant ainsi son importance. Nous n’en verrons pas de démonstration dans
ce cours.
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1 Intervalles de R

Un intervalle I de R est une partie de R de la forme [a; 8], Ja; ], [a;b] ou ]a; b],
avec ¢ € RU {—oo} et b € RU {oo}. Les quantités a et b sont appelées les
bornes de l'intervalle. On dit I est d’interieur non vide si a # b. L’interieur de
I'intervalle I est ]a; b.

2 Limites

2.1 Définitions et Opérations

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de R. Soit a dans
I, ou une borne de I. Soit I € RU {+o00}.

On dit que f tend versl en a si pour toute suite u, d’éléments de I telle
que u, tend vers a, la suite f(u,) tend vers .

On note alors lim,_,, f(x) =1 ou f(x) — l.

Les théorémes sur les suites et les opérations s’appliquent directement.
Théoréme VIII.66. Limites et opérations

Soient f et g deux fonctions d’un intervalle I dans R. Soit @ dans I ou une
borne de I. Soit A et p dans R.

(i) Si f tend vers l; en a et g tend vers [ en a alors Af + ug tend vers
Ay + pls en a.

(ii) Si f tend vers l; en a et g tend vers [y en a alors fg tend vers iy

en a.

(iii) Si f tend vers Iy en a et g tend vers ly # 0 en a alors 5 tend vers
b

l—ena.
2

(iv) Supposons que f tend vers Iy en a et g tend vers Iy en a. Si pour
tout x € I, f(x) < g(z) alors 1 < .

De méme le théoréme des gendarmes donne :
Théoréme VIII.67. Gendarmes

Soient f, g et h trois fonctions d’un intervalle I dans R. Soit a dans I ou
une borne de I. On suppose que

Veel  f(z) < hiz) < gla).

Si f et g tendent vers la méme limite [ en a alors h tend vers [ en a.
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2.2 Composée

Une nouveauté par rapport aux suites : la composé de fonctions.

Théoréme VIII.68. Composée de Limites

Soient I et J deux intervalles de R. Soient f : [ — Jetg : J — R
deux fonctions. Soit a € I. On suppose que

(i) f tend vers y en a;
(ii) y € J ou est une borne de J;
(iii) ¢ tend vers [ en y.

Alors, g o f tend vers [ en a.

Soit w, une suite qui tend vers a. Alors f(u,) tend vers y car f tend vers
y en a. Mais alors, g(f(u,)) = (g o f)(u,) tend vers [ car g tend vers [ en
y. Ainsi, g o f tend vers [ en a.

2.3 Cas des limites a gauche et a droite

Nous traitons ici d’un exemple. Soit I = [a;b] un intervalle et f : I — R une
fonction. Soit @ dans l'intérieur de I et [ € R. On dit que f tend vers [ & droite
de a si fj[q,p) tend vers [ en a.

Remarquons que dans la définition de limite en un point, on ne regarde que des
suites dont les éléments appartiennent & l'intervalle de définition de f. Ainsi,
lorsque 'on dit que f tend vers | a droite de a, on ne considére que le compor-
tement des suites d’éléments supérieurs a a.

Théoréme VIII.69. Limite de fonctions monotones

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de R. Soit a dans I
ou une borne de I.

Si f est monotone alors f admet des limites finies ou pas a gauche et a
droite de a.

2.4 Avec des epsilons

Nous avons défini la convergence des suites a l'aide de quantificateurs et d’e.
On peut faire de méme pour les fonctions. Considérons ici le cas de limite fini
en un point de R.
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Théoréme VIII.70. Limite et ¢

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de R. Soit a dans
I, ou une borne réelle de I. Soit [ € R.
Alors f tend vers [ en a si et seulement si

Ve>0 36>0 Voel |z—a <6 = |f(a)—1<e  (2.1)

Ce théoréme dit que f tend vers [ en a signifie que f(x) est aussi proche que
I'on veut de [ pourvu que x soit proche de a.

D

Supposons que la condition (2.1) est satisfaite. Montrons que f tend vers [
en a. Soit u,, une suite d’éléments de I telle que u,, tend vers a. Montrons
que f(u,) tend vers .

Soit € > 0. Fixons § > 0 tel que

Veel |Jz—a<d = |f(x) -1 <e.
Comme u,, tend vers a, il existe N € N tel que
Vn>=N |u,—al <6
Mais alors,
Vnz=2N |f(u,) =1 <e.
Donc f(uy) tend vers I. CDFD.
Réciproquement, supposons que f tend vers [ en a. Montrons que la condi-

tion (2.1) est satisfaite. Pour cela on raisonne par I’absurde en supposant
que la condition (2.1) n’est pas satisfaite.

>0 V6>0 Fxel |z—a|l<det|f(z)—1]>e (2.2)

Fixons un ¢ satisfaisant la condition (2.2). Alors, pour § = %, il existe
T, € I tel que

(i) |xn—a\<%;et

(i) |f(zn) =1 >e.
La suite x,, ainsi construite tend vers a d’aprés la premiére condition. Mais
la seconde condition implique que f(z,) ne tend pas vers [. Contradiction.

On peut obtenir le méme type de description pour des limites infinies ou finies
en l'infini ou en un point de R. A titre d’exemple, f tend vers +oo en +oo si et
seulement si

VM >0 3B>0 Veel z>B = f(x) > M.
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3 Continuité

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de R. Soit a dans
1.
On dit que f est continue en a si f tend vers f(a) en a.

Remarque. Puisque a € I, la limite de f(z) ne peut étre que f(a). Ainsi, f est
continue en a si et seulement si f(z) a une limite lorsque x tend vers a.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de R. La fonction
f est dite continue sur I si elle est continue en tout point de I.

Les théoréemes VIII.66, VIII.68 impliquent facilement le résultat suivant.
Théoréme VIII.73. Opérations sur les fonctions continues

La somme, les combinaisons linéaires, le produit, le quotient, la composé
de fonctions continues sont continus.

Le théoréme VIII.73 permet de démontrer des continuités si on en connait. Mise
a part la partie entiére, toutes les fonctions usuelles vues dans le chapitre du
méme titre sont continues sur leur intervale de définition.

Exemple 8. Le théoréme VIII.73 permet par exemple de démontrer que f :
R — R, 2 — /[sin(z? + 4z)|exp(2z — 3) est continue sachant que | |, /",
sin et x — x, x — 1 et exp le sont toutes.

Voyons maintenant un exemple de fonction non continue.

Exemple 9. La fonction partie entiére R — Z, 2 — FE(z) est continue en
a € R si et seulement si a & Z.

4 Théoréme des valeurs intermédiaires
Le théoréme suivant est la principale propriété des fonctions continues. Il dit

que le graphe d’une fonction continue ne peut passer de dessous a dessus une
droite sans la couper.

Théoréme VIII.74. TVI

Soit f : I — R une fonction continue définie sur un intervalle I. Soit
a < b dans I. Soit y € R tel que

fla) <y < f(b)
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ou
f0) <y < f(a).
Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =y.

Avant d’écrire la démonstration, nous remarquons que ’énoncé est faux sur les
nombres rationnels. En effet, la fonction f : Q — Q est continue, vaut 0 en
0, 4 en 2. Pour autant il n’existe pas de nombre rationnel z € [0;2] tel que
f(@) =2.

Cette remarque nous montre en particulier qu’il faut utiliser dans la démons-
tration une propriété de R qui n’est pas satisfaite par Q : cette propriété sera
la propriété de la borne supérieure.

rrowo

On suppose que f(a) < y < f(b). On peut toujours se ramener a ce cas
quitte & considérer — f.
Considérons ’ensemble

E={ze€la;0] : f(z) <y}

L’ensemble E est non vide car il contient a. Il est majoré car inclus dans
[a; b]. Posons
c:=sup(FE).

Alors ¢ € [a : b]. 1l existe une suite (Up)neny d’éléments de E qui tend
vers c¢. Comme f est continue en ¢, on déuit que f(U,) tend vers f(c). Or,
f(U,) < y pour tout n. Donc, par passage a la limite dans I'inégalité, on
obtient f(c) < y.

Sic=b,ona f(c) = f(b) 2 y. Donc f(c) =y. CQFD.

Supposons & présent que ¢ < b. Il existe N tel que (c+ %) €]e, b] pour tout
n > N. Alors, (c+ %) ¢ E car c est le sup! En particulier, f(c+ %) > .
En passant & la limite lorsque n tend vers l'infini dans cette inégalité, on
obtient f(c) > y. Finalement, f(c) =y. CQFD.

N

Remarque. 11 est important que la fonction soit définie sur un intervalle. En
effet, la fonction f : R* — R, z — % est continue, change de signe mais ne
s’annule pas!!

Corollaire VIII.75

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Soit I un intervalle contenu dans I’ensemble de définition de f. Posons
a =1inf f(I) et b = sup f(I). Le théoréme des valeurs intermédiaires permet
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l de montrer aisément que ]a;b[C f(I) C [a;b]. Le corollaire en découle.

5 Continuité, monotonie et injectivité

Théoréme VIII.76

Soit f une fonction définie sur un intervalle. Si f est continue et injective
alors f est strictement monotone.

C’est une conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires. On laisse la
démonstration en exercice.

Théoréme VIII.77. Continuité de la réciproque

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, continue et injective. On
pose J = f(I).
Alors, la fonction réciproque f~!' : J — I est continue.

Preuve :

D’aprés le théoréme VIIL.76, f est monotone. Quitte & remplacer f par —f,
on suppose que [ est strictement croissante. Notons g la fonction réciproque
de f.

Montrons que g est strictement croissante. Soit y; < y» dans J. Soit x1 et
x9 tels que f(x1) = y1 et f(x2) = yo. Comme f est strictement croissante
1 < x9. Or 1 = g(y1) et z2 = g(y=2). Donc g est strictement croissante.

Comme ¢g(J) = I est un intervalle, on peut conclure en appliquant le
lemme VIIL.78 ci-dessous.

N—

Lemme VIII.78

Soit f : I — R une fonction monotone définie sur un intervalle I. Alors
se valent :

(i) f est continue;

(ii) l'image de f est un intervalle.
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oo

Si f est continue, le corollaire VIIL.75 montre que l'image de f est un
intervalle.

Réciproquement, supposons que l'image de f est un intervalle. Quitte a
remplacer f par —f, on suppose que f est croissante. Soit ¢ un élément de
1. Par le théoréme VIII.69, les limites a gauche et & droite de f en a existent.
Puisque 'image de I est un intervalle, ces deux limites sont nécessairement
égales. On en déduit que f est continue.

6 Fonctions continues sur un intervalle fermé borné

Théoréme VIII.79. Continue sur fermé borné

Soit a < b dans R et I = [a;b]. Soit f : I — R une fonction continue.
Alors, f est bornée et atteint ses bornes.

Remarque. Attention, la forme de I'intervalle est importante ici. L’énoncé est en
effet faux sur les intervalles [a; b[, [a, +00[ par exemple. Vous pourrez chercher
des contre-exemples.

D

Posons
M =sup f(Ja;b]) € RU {400}.

Il s’agit de montrer que M est fini et appartient a 'image de f.

Il existe une suite (U, )nen € [a; b)Y telle que f(U,,) tend vers M. D’aprés
le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite Uy, de Up
qui converge vers x € [a;b]. La suite f(Ug(y)) tend vers M. Puisque f est
continue en z, f(Uy,n)) tend vers f(x). Par unicité de la limite, f(x) = M.
En particulier, M est fini et dans I'image de f.

On raisonne de méme avec 'inf. On peut aussi remarquer que inf f([a;b]) =

—sup — f([a; b]).

7 Prolongement par continuité

Proposition VIII.80
Soit a € R et b €]a; +oo[U{+0o0}. Soit f :]a;b[— R une fonction. On
suppose qu'il existe [ € R tel que

lim f(z) =1.

z—a™t
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On définit la fonction

g: la;b] — R
N {f(x) stz >a
l siz=a

Alors, la fonction g est continue en a.

La preuve est évidente. On dit que g est obtenue & partir de f par prolongement
par continuité. Dans le méme ordre d’idée, on a I’énoncé suivant.

Proposition VIII.81

Soit f : I — R une fonction et ¢ un point dans l'intérieur de I. On
suppose que

(i) la fonction fj;n]—oc;q[ tend vers f(a) en a;
(ii) la fonction firmjes400f tend vers f(a) en a.

Alors f est continue en a.
Cette proposition est particuliérement utile lorsque f est définie par deux for-
mules différentes a gauche et a droite de a. Par exemple, la fonction

f: R — R

RN 0 sirzr<a
r sixz>=0

est continue en 0 (et méme sur R).



80

Limites et continuité




Chapitre 9

Arithmétiques de Z et des
polynomes

Sommaire
1 Nombres premiers et décomposition . . . ... .. 82
1.1 Division Euclidienne . . . . . .. ... ... ..... 83
1.2 PGCD . . ... 84
1.3 Entiers premiers entreeux . . . . . ... ... ... 86
14 PPCM . . ... . 88
1.5 Une équation diophantienne . . . . . . . ... .. .. 89
1.6 Congruence . . . . . . .. .. 90
2 Polynbmes . . . . . . . . . . it 92
2.1 Un peu de vocabulaire . . . . .. .. ... ... ... 92
2.2 Cinqg opérations . . . . . . . . .. ... ... ... 92
2.3 Division euclidienne . . . . . ... ... ... .. .. 93
2.4 Racines d'un polynéme . . .. ... ... .. ... 94
2.5 Polynémes irréductibles . . . . . . ... ... .. .. 95
2.6 PGCD . . ... 98
2.7 Polynémes premiers entreeux . . . . . . ... .. .. 99
2.8 PPCM . . ... . 101
2.9 Congruence . . . . . . . ... 101
2.10  Ordre de multiplicité d’'une racine . . .. .. .. .. 103
2.11 Ecritureenbased . ... ... ... ... ... ... 105




82 Arithmétiques de Z et des polyndmes

1 Nombres premiers et décomposition

L’arithmétique est I’étude des relations de divisibilité. Les entiers « indivisibles »
ou premiers y jouent un roéle central.
Commencgons par quelques définitions.

(i) Soient a et b deux entiers dans Z avec b # 0. On dit que a est un
multiple de b (ou que b est une diviseur a) s'il existe k € Z tel que
a = kb.

(ii) Un entier naturel supérieur a 2, est dit premier si ses seuls diviseurs
sont 1 et lui-méme.

Les premiers nombres premiers sont
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,47 . ..

Un algorithme pour énumeérer tous les nombres premiers inférieurs a un entier
donné est le crible d’Eratosthéne.
Le premier résultat fondamental est di & Euclide :

Théoréme I1X.83. Euclide

Il existe une infinité de nombres premiers.

I

Supposons qu’il existe k& nombre premiers (avec k dans N*) et montrons
qu’il en existe un autre. Soit donc p1,...,pr, kK nombres premiers 2 a 2
distincts. Considérons ’entier

N=p...pr+1.

Soit p le plus petit diviseur de N supérieur ou égal a 2. D’aprés le
lemme IX.84 ci-dessous, p est un nombre premier.

Remarquons que chaque p; (pour ¢ € {1,...,k}) divise p; ...pj et pas 1.
Donc il ne divise pas N. En particulier p; # p.

Ainsi p est un nombre premier qui n’est pas dans la liste pq, ..., pg.

Lemme IX.84

Soit n un entier supérieur a deux. Soit p son plus petit diviseur supérieur
a 2.
Alors p est un nombre premier.
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Si p n’était pas premier il aurait un diviseur d tel que 2 < d < p. Alors

d serait un diviseur de n supérieur a 2 et stritement inférieur a p. Ceci
contredit la minimalité de p.

Le résultat le plus important de cette section permet de parler de décomposition
en facteurs premiers.

Théoréme IX.85. Décomposition en facteurs premiers

Soit m un entier naturel supérieur a deux. Il existe une unique écriture de
n sous la forme
n=p...ps,
ou
(i) les entiers p; sont premiers;

(ii) les exposant «; sont des entiers naturels non nuls : a; > 1;

(iil) p1 < -+ < ps.

Nous démontrons maintenant ’existence et nous montrerons 'unicité plus tard.

Preuve :

On prouve l'existence par récurrence forte.

Pour n = 2, ’énoncé est clair.

Fixons n > 3. Supposons l'existence connue pour tout entier m < n. Soit p
le plus petit diviseur de n supérieur a 2.

Alors, d’aprés le lemme IX.84, p est un nombre premier. D’apreés ’hypothése
de récurrence 2 admet une décomposition. On en déduit que n admet une
telle décomposition.

N—

1.1 Division Euclidienne

Il s’agit de la division avec quotient et reste que ’on apprend & 1’école primaire.

Théoréme IX.86. Division Euclidienne

Soit a € Z et b € Z*. Alors il existe un unique couple d’entiers (g,r) tel
que

(i) a=bg+r;

(il) 0 < r < |b|.
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I

Regardons ’ensemble

D={mb: meZ}
des multiples de b. Soit ¢ € Z tel que bq soit le plus grand élément de
DN — oo; al. Alors bg + |b] € D et bg + |b| & DN] — o0; a]. Ainsi
bg < a < bg + |b].

En posant r = a — bg, on obtient ’existence.

Montrons 'unicité. Soit (g1,71) et (g2, r2) deux couples qui conviennent.
On a alors

blgr — q2) =72 — 1.
En particulier, b divise |rg —71]. Or, r1,72 € [0, |b] —1]. Donc 0 < |rg — 7] <
|b] — 1. On en déduit que ro — ry = 0 puis ro = r1. Mais alors, puisque
bgr + 11 =bg2 + 12, on @ @1 = qo.

N

1.2 PGCD

oit a et b deux entiers, non tous les deux nuls. L’ensemble des diviseurs
dans N* communs a a et b contient 1 et est fini. Donc il a un plus grand
éléement noté pged(a, b) et appelé plus grand commun diviseur de a et b.

Exemples 10. Soit a et b deux entiers non nuls.

Théoréme I1X.88. PGCD

Soit a et b deux entiers, non tous les deux nuls. Soit d un entier non nul.
Alors, se valent

(i) d divise a et b;
(ii) d divise pged(a, b).

Par définition, tout diviseur commun de a et b est inférieur a pged(a,b). Le
théoréme précdent montre plus : tout diviseur commun de a et b est un diviseur
de pged(a, b).
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Preuve :

Si d divise pged(a, b) alors d divise a et b. On démontre la réciproque par
récurrence sur max(a, b). Posons D = pged(a,b). Si ce maximum vaut 1, on
regarde pged(1,1) ou pged(1,0) et I’énoncé est évident. Réciproquement,
supposons que d divise a et b.

Sia = b, alors D = a et I’énoncé est évident. Supposons a présent a # b.
Quitte a échanger a et b, supposons que a < b. On remarque que d divise a
et b—a, or D = pged(b— a,a). Comme max(b — a,a) < max(a,b), on peut
appliquer ’hypothése de récurrence et on obtient d divise D.

N

Lorsque les entiers sont décomposés en produits de facteurs premiers, il est facile
de calculer leur pged :

Théoréme IX.89. PGCD et premiers

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Soit pi,...,ps des nombres
premiers 2 & 2 distincts tels qu’il existe des entiers naturels aq,...,a; et

B1,...,0s tels que
a=p...pye b:pfl...pES.

Alors _ .
pgcd(a, b) — pllmn(al,ﬁl) N 'pmm(ozs,ﬁs).

S

Nous prouverons ce résultat plus tard.

ALGORITHME D’EUCLIDE. Cet algorithme trés efficace permet de calculer le
pged de deux entiers a et b. Le principe de ’algorithme est le suivant :

Quitte & échanger a et b on suppose que a > b.

Si b=0, pged(a,b) =a.

Si b#0 on fait la division euclidienne de a par b : a=bg+r
On écrit que pged(a,b) = pged(b,r).

Voici un exemple : calcul de pged(1222,449).
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a b q|r
1222 | 449 | 2 | 324
449 1324|1125
324 | 12512 |74
125 |74 | 1|51
74 51 | 123
51 23 |25
23 5 413

5 3 112

3 2 111

2 1 210

1 0

1.3 Entiers premiers entre eux

On dit que a et b sont premiers entre eux, si pged(a,b) = 1.

Théoréme 1X.91. Bezout

Soit a et b deux entiers non nuls. Alors a et b sont premiers entre eux si
et seulement si il existe u et v dans Z tels que au + bv = 1.

D

S’il existe u et v comme dans l’énoncé, tout diviseur commun de a et b
divise 1. Donc pged(a,b) = 1.
Supposons a présent que pged(a,b) = 1. On fait encore une preuve par
récurrence sur max(a,b). Le point clé, pour passer de (a,b) & (b — a,a) est
que :

au+ (b—a)v=1

équivaut a
alu—v)+bv=1.

N

Exercice 16. Soit a et b deuzw entiers non nuls. Alors il exviste u et v dans Z
tels que au + bv = pged(a, b).

Preuve :

1l suffit de diviser a et b par leur pged, puis d’appliquer Bezout.
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Théoréme IX.92. Gauss

Soit a, b et ¢ trois entiers non nuls. On suppose que a et b sont premiers
entre eux et que a divise be. Alors a divise c.

Exercice 17. Trouver 3 entiers tels que a divise bc mais a ne divise ni b ni c.
Quel est le pged des entiers a et b que vous avez trouvés ?

Preuve :

D’apres le théoréeme de Bezout 1X.91, il existe u et v dans Z tels que
au+bv = 1.

Multiplions par ¢ :
auc + bve = c.

Alors a divise auc mais aussi bve, donc a divise c.
—

Corollaire IX.93

Soit p un nombre premier et a et b deux entiers quelconques. Si p divise
ab alors il divise a ou b.

Supposons que p ne divise pas a. Alors le pged de a et p est un diviseur
strict de p : c’est donc 1 puisque p est premier. Mais alors, le théoréme de
Gauss montre que p divise b.

On peut maintenant démonter 1'unicité de la décomposition en produit de fac-
teurs premiers.

[Preuve de l'unicité du théoréme IX.85] On fait une démonstration par
récurrence forte. Pour n = 2, 'unicité est claire.
Fixons n € N, n > 3. Supposons 'unicité acquise pour tout 2 < k < n. Soit

n=p...pY et n=g]" ...qft

deux décompositions comme dans le théoréme IX.85. Remarquons que ¢; di-
vise n. Comme ¢; est premier, il divise I'un de p;, d’aprés le corollaire 1X.93.
Comme p; est premier et g; # 1, on obtient g; = p;. Quitte a renuméroter
les p;, on peut supposer que ¢ = 1. En divisant par ¢; on obtient

05171 2 —1 /3,5

pIt Pyt =q gy
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Comme =+ < n, on peut appliquer I’hypothése de récurrence et déduire le
résultat.

De méme, on peut maintenant démonter le théoréme IX.89.

D

[Preuve du théoréme IX.89] Il est facile de voir qu’il suffit de montrer le
résultat suivant.

Soit n = p'pS? ... p% et m = pip* ... pPe deux entiers.
Alors n divise m si et seulement si pour tout i, o; < 5.

Posons 7; = min(ay, 3;) et

k=pl*...pl.
En divisant n et m par k, il suffit de montrer que p divise pf T BT
si et seulement si p est un des p; tels que §; — ; # 0. Cela découle du

corollaire IX.93.
N

1.4 PPCM

Cette notion est complémentaire de la notion de PGCD. Nous ne montrerons
pas les résultats qui s’obtiennent de maniére analogue au cas du PGCD.

Soit a et b deux entiers, non tous les deux nuls. L’ensemble des multiples
dans N* communs & a et b contient ab et est infini. Il a un plus petit
élément noté ppem(a, b) et appelé plus petit commun multiple de a et b.

Exemples 11. Soit a et b deux entiers non nuls.
(i) ppem(a,b) = ppem(b, a);
(ii) ppem(a, 1) = a.

Théoréme I1X.95. PPCM

Soit a et b deux entiers, non tous les deux nuls. Soit d un entier non nul.
Alors, se valent

(i) d est un multiple de a et b;
(ii) d est un multiple de ppcm(a, b).
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Par définition, tout multiple commun de a et b est supérieur a ppcm(a,b). Le
théoréme précdent montre plus.

Lorsque les entiers sont décomposés en produits de facteurs premiers, il est facile
de calculer leur ppcm :

Théoréme IX.96. PPCM et premiers

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Soit pi,...,ps des nombres
premiers 2 a 2 distincts tels qu’il existe des entiers naturels aq,..., a5 et

B1,..., 0 tels que
a=npit...pd b=p .. pP.

Alors
max(a1,51) max(as,Bs)
R .

ppcem(a, b) = p;

Le corollaire suivant précise le fait que pged et ppcm sont des notions complé-
mentaires.

Corollaire IX.97

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Alors
ab = pged(a, b)ppem(a, b).
Avec ce résultat l'algorithme d’Euclide permet de calculer le ppcm de deux
entiers.

1.5 Une équation diophantienne

Théoréme IX.98: Points entiers sur une droite

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs. On s’intéresse, dans Z? & I’équation
ax+by=c (1.1)

(i) Cette équation a des solution (x,7y) € Z? si et seulement si pged(a, b)
divise c.

(i) Si le pged(a, b) divise ¢ alors il existe zg, yo, @ et 8 dans Z tels que
Pensemble des solutions de I'équation (1.1) est

{(zo + ka,yo + kB) : k € Z}.
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D

Supposons que le pged(a, b) divise ¢. Disons ¢ = d x pged(a, b), avec d € Z.
D’apreés le théoréme de Bezout, il existe u et v tels que au+bv = pged(a, b).
Alors a(ud) + b(vd) = ¢. Donc I’équation a une solution.

Supposons qu’il existe (x,y) € Z? vérifiant (1.1). Remarquons que
pged(a, b) divise ax et by. Il divise alors ¢ = az + by.

Supposons que le pged(a,b) divise c¢. Ecrivons a = a'pged(a,b), b =
b'pged(a, b) et ¢ = 'pged(a, b). L’équation (1.1) est équivalente a

dx+by="<Z,

et a’ et b’ sont premiers entre eux. On peut donc supposer que a et b sont
premiers entre eux.

Soit (z,y) € Z? et (2',y’) € Z* deux solutions de (1.1). Alors ax + by =
ax’ + by’ et a(z — 2') = b(y' — y). On en déduit que b divise a(z — z’).
D’aprés le théoréeme de Gauss, b divise © — 2’. De méme a divise y — 1/'.
Soient k et | dans Z tels que z — 2’ = bk et y — 3’ = al. On obtient
2 =x — bk, y =y —al.
Réciproquement, (z’,y') est solution si et seulement si
alx —bk) + by —al) =c—ab(k+1) = ¢,

si et seulement si k = —I. Donc

S = (z,y) + Z(—b,a).

1.6 Congruence

Soit n un entier naturel non nul. Soit a et b deux entiers relatifs. On dit
que a et b sont congrus modulo n et on note a = b [n] si n divise a — b.

Remarque. a = b [n] si et seulement si les restes des divisions euclidiennes de a
et b par n sont égaux.

Ces congruences ont le bon gotit de bien se comporter par rapport a la somme
et au produit :

Théoréme IX.100: Opérations et modulo

Soit n un entier naturel non nul. Soit a, b, ¢ et d quatre entiers relatifs tels
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que
{ a=b[n]
c=d [n]
Alors
(i) a+c=b+d[n];et
(i) ac =bd [n].

La preuve est laissée en exercice.

Théoréme 1X.101. Théoréme chinois

Soient m et n deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux. Soient
a et b deux entiers relatifs. Notons S ’ensemble des entiers k € Z tels que

k=a[n]
k=b [m]
Alors, il existe un unique kg tel que

(i) S =ko+nmZ;
(i) ko € {0,1,...,nm — 1}.

Commengons par montrer que S est non vide. D’aprés le théoréme de Be-
zout, il existe u et v dans Z tels que

un +ovm = 1.

Posons
sg = bun + avm.

En remarquant que un = 1 [m], la proposition IX.100 montre que bun =
b [m]. Mais alors, sg = b [m].
De méme, on montre que sp = a [n]. Ainsi 59 € S.

Montrons que sit € S et k € Z alors t + kmn € S.
En remarquant que kmn = 0 [m], la proposition IX.100 montre que t +
kmn = b [m]. De méme, t + kmn = a [n].

Soit t1 et to deux élément de S. Montrons que mn divise t; — to.

La proposition IX.100 implique que ¢t; — to = 0 [m] et t; — to = 0 [n].
Ainsi, m et n divisent ¢; — t5. Comme m et n sont premiers entre eux, le
théoréme de Gauss montre que mn divise t; — 5.
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Soit kg le reste de la division euclidienne de sg par mn. Alors kg € S. On
vient de démontrer que
S = ko + mnZ.

Mais alors, (ko +mnZ) N {0,1,...,nm — 1} = {ko} montrant l'unicité de
ko.

2 Polynomes
2.1 Un peu de vocabulaire

Etant donnée une suite fini (ay, ..., aq) de nombres réels ou complexes, on
associe la formule suivante

PX)=a+a1 X+ +a, X"

ou X est une indéterminée. Une telle formule est appelé un polynome.
Si z est dans R ou C, on peut substituer & X. On obtient ainsi un nombre
complexe P(x). Ainsi, on a une application associée, encore notée P

P:C—C,z+—— P(x).

Le degré de P est le plus grand entier d tel que ag # 0. Par convention le
degré du polynoéme nul est —oo. Le coefficient a4 d’un polynéme de degré
d est appelé le coefficient dominant. Un polyndéme est dit unitaire si son
coefficient dominant vaut 1.
L’ensemble des polynomes a coefficients complexes (respectivement réels)
est noté C[X] (resp. R[X]).

2.2 Cinq opérations

Les polyndémes s’ajoutent, se multiplient, se conjuguent, se dérivent et se sub-
stituent.

Soit P=ag+a1 X+ --+ap,XPet Q=0byp+b X+ +b,X? deux polyndmes a
coefficients complexes (qui peut le plus peut le moins!). Par convention, ax = 0
pour tout k > p et by = 0 pour tout k > gq.

La somme P+(Q des deux polynoémes est le polynéme cy+c; X+ - -+cmax(p7q)Xmax(p’Q)
tel que

cL = ap + by, Vk > 0.
Le produit PQ des deux polynomes est le polynome co + c1 X + -+ + ¢4 XPT
tel que

o= Y ab; Vk=0.
i+j=k
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Le polynéme dérivé P’ de P est défini par
P'(X)=aj +2a2X +--- —|—papo_1.
Le polynéme composé P o () est donné par
(PoQ)(X) = ag + 1Q(X) + azQ(X)” + - - + a4, Q(X)".

Si P est a coefficients complexes, on définit le conjugué P de P par

PX)=ao+aX + - +a,X".

Pour z € C, on a B
P(z) = P(2).

Remarque. Toutes ces opérations sont compatibles avec les opérations analogues
sur les fonctions polynomiales, c’est-a-dire commutent & la substitution. Ainsi,
pour z € C,on a (P+Q)(z) = P(z)+Q(z), (PQ)(x) = P(z)Q(z), (PoQ)(x) =
P(Q()).

Voici comment se comporte le degré relativement & ces opérations.
Lemme IX.103

PQ) = deg(P) + deg(Q)
P+ Q) < max(deg(P), deg(Q))
Py =deg(P)-1

0 Q) = deg(P).deg(Q)

2.3 Division euclidienne

Comme pour les entiers, on a une division euclidienne avec reste. Ce résultat
est trés important.

Théoréme IX.104. Division Euclidienne

Soit A et B deux polynomes a coeflicients complexes avec B # 0.
1l existe un unique couple de polynomes (@, R) tels que

(i) A=BQ + R;
(ii) R =0 ou deg(R) < deg(B).

La démonstration de ce théoréme consiste & démontrer (au prix de notations un
peu lourdes et d’une récurrence) que l'algorithme décrit ci-dessous fonctionne.
Plutot que de rédiger cette démonstration, nous allons comprendre cet algo-
rithme grace & quelques exemples.

L’algorithme fonctionne ainsi :

(i) On dispose les polynomes A et B comme pour la division des entiers en
les écrivant en puissances décroissantes.
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(ii) Le premier monodme (dominant) aX¢ de @ est choisi de telle sorte que
les termes dominant de aX®B et de A coincident.

(iii) On calcule alors A — aX°B.
(iv) On reprend l'étape deux avec A — aX°B a la place de A.

(v) On s’arréte lorsque le degré du polynome « A » courant est nul ou de
degré inférieur & celui de B strictement.

Voici un premier exemple ot A =23 + 22 —1let B=x — 1.

x> 4 -1 z -1
-z 4z 2 42r 42
222
—22% 22
2z
—2x 42
—1‘

On trouve donc Q = 2 + 2z + 2 et R = 1. On pourra vérifier que
3., .2 _ 2
4zt —1=(x—-1(z"+2x+2)+1.

Un autre exemple

623 —10a® +z+3 | 22— z+1

62° — 622 + 6z 6x — 4
—42%2 -5z +3
—4x? + 4z —4
-9 +7

On dit que B (supposé non nul) divise A si le reste de la division euclidienne
de A par B est nul. Ceci équivaut a I'existence d’un polynéme Q tel que

A = BQ.

2.4 Racines d’un polyndéme

Théoréme IX.106: Racine d’un polynéme

Soit P un polynoéme & coefficients complexes et z € C. Alors se valent :
(i) P(z) =0;
(ii) X — z divise P.
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On dit alors que z est une racine de P.

Preuve :

Supposons que X — z divise P : P(X) = (X — 2)Q(X). On a évidemment
P(z) =0Q(z) = 0.

Supposons que P(z) = 0. Ecrivons la division euclidienne de P par X — z :
P=(X—-2)Q+ R et deg(R) < deg(X — z) = 1. Donc R est un polynome
constant. De plus, P(z) = R(z) = 0. Donc R est nul. Donc X — z divise P.

N
Corollaire IX.107

Soit P un polynome complexe non nul de degré d. Alors P a au plus d
racines.

Preuve :

Soit z1, ...,z des racines 2 & 2 distinctes de P. Montrons par récurrence
sur ¢ que

(X —2)-- (X — z) divise P pour tout i € {1,...,k}.

Initialisation : comme P(z1) = 0, la proposition montre que (X — z1) divise
P.

Héréditeé : Soit ¢ € {2,...,k}. Supposons que (X —z1) -+ (X — z;—1) divise
P. Montrons que (X — z1)--- (X — 2;) divise P.

OnaP=(X—2) (X —2%-1)Q. Alors comme P(z;) =0et z; —2; #0
pour tout j < 4, on a Q(z;) = 0. On applique alors la proposition a @ :
Q=(X—-2)Q1.Donc P=(X —z1)-- (X — 2)Q1. cqfd.

On conclut le corollaire en remarquant que si un polynoéme II divise P alors
deg(IT) < deg(P).

N

Remarque. Le corollaire IX.107 est souvent utilisé sous la forme suivante :
« comme le polynéme P a une infinité de racines il est nul : P =0 ».

2.5 Polyndémes irréductibles

Ici la distinction entre R et C est importante. Notons k un de ces deux ensembles.

Un polynome P € k[X] est dit irréductible dans k[X] 8'il est non nostant
et ne peut pas s’écrire comme le produit de deux polynoémes de degrés
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strictement inférieur. |

Remarque. Attention, un polynéme P de R[X] appartient aussi & C[X]. En
revanche il peut irréductible dans R[X] sans l'étre dans C[X].

Regardons le cas de P = X2 + 1. Comme P = (X —i)(X + i), P nest pas
irréductible dans C[X].

Montrons que P est irréductible dans R[X]. Sinon, il existerait A et B dans R[X]
tels que P = AB et deg(A) < deg(P) = 2 et deg(B) < deg(P) = 2. Comme
2 = deg(P) = deg(A) + deg(B), on en déduit que deg(A) = deg(B) = 1. Mais
alors A = aX +b, avec a € R* et b € R. Donc A(—2) =0, puis P(—2) = 0. On

a
en déduit que P = X2+1 a une racine réelle, ce qui constitue une contradiction.

Proposition IX.109

(i) Les polynoémes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré
1.

(ii) Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1
et les polynomes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

D

Il est clair que les polynoémes de degré 1 sont irréductibles. Réciproque-
ment, soit P € C[X] un polynoéme irréductible. D’aprés le théoréme de
D’Alembert-Gauss, il existe z dans C tel que P(z) = 0. Mais alors la
proposition IX.106 montre que X — z divise P. Comme P est irréductible,
il existe A € C tel que P = A\(X — z). Donc P est de degré 1.

Soit P € R[X] un polynome de degré 2 et de discriminant strictement
négatif. Si P n’était pas irréductible, il serait divisible par un polynéme de
degré 1. Il aurait donc une racine. Contradiction.

Soit P un polynome irréductible & coefficients réels. S’il est de degré 1, il
n’y a rien & démontrer. Supposons donc que deg(P) > 2.

D’apreés le théoréme de D’Alembert-Gauss, il existe z dans C tel que P(2) =
0. La proposition IX.106 montre que X — z divise P. Ce qui constitue une
contradiction si z € R. Ainsi z # z.

Dans C[X], on écrit : P = (X — 2)@. On remarque, que puisque P € R[X],

P(z) = P(2).

Donc 0 = (2—2)Q(z) et Q(2) = 0. Alors @ s’écrit a son tour Q = (X —2)Q1.
On obtient P = (X — 2)(X — 2)Q1.

Remarquons que B := (X — 2)(X — 2) = X2 - 2R(2) X + 2z € R[X]. On a
P =BQ; et P =P = BQ; = BQ;. Par unicité de la division euclidienne,
on en déduit que Q; = Q1, donc Q; € R[X]. Comme P est irréductible, on
en déduit que Q7 est constant. Donc P est de degré 2 et n’a pas de racine
réelle.

N
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Les polynomes irréductibles jouent le role des nombres premiers :

Théoréme IX.110

Ici K =R ou C. Soit P € k[X] non nul. 1l existe une écriture de P sous la
forme
n=APM ... P&,

ol
(i) A € k est une constante ;
(ii) les polynomes P; sont irréductibles dans k[X];
(iii) les exposants «; sont des entiers naturels non nuls : a; > 1;

De plus, cette écriture est unique a la numérotation des P; prés.

Nous démontrons maintenant ’existence et nous montrerons 'unicité plus tard.

Preuve :

On prouve l'existence par récurrence forte sur le degré de P.

Pour deg(P) =0 ou 1, I’énoncé est clair.

Pour d dans N, on définit I’assertion Hy : « tout polynéme de degré d peut
s’écrire comme un produit de polyndémes irréductibles comme dans I’énoncé
du théoréme ».

Soit d > 2 dans N*. Supposons Hj, vrai pour tout k € {0,1,...,d — 1}.
Montrons H,.

Soit P tel que deg(P) = d. Si P est irréductible, il n’y a rien & démontrer.
Sinon P = AB avec deg(A) et deg(B) inférieur a deg(P) — 1. On obtient
le résultat en appliquant I’hypothése de récurrence a A et B.

N—

Le théoréme IX.110 et la proposition IX.109 montrent que tout polynéme P &
coefficients complexes peut s’écrire sous la forme

P=XX—2z1)% .. (X —24)%,

ou les z; sont des nombres complexes deux a deux distincts, A € C est le coeffi-
cient dominant de P et les exposants «; appartiennent a N*.

L’unicité dans le théoréme I1X.110, permet de montrer facilement, que tout po-
lynéme P a coefficients réels peut s’écrire sous la forme

P=XX—2)* .. (X —z)%.(X —2)(X —2)P ... (X — 2)(X — z2))*,

ou
(i) les x; sont des nombres réels deux a deux distincts,

)
(i)
)
)

(iii
(iv) les exposants «; et §; appartiennent & N*.

les z; sont des nombres complexes non réels deux a deux distincts,

A € R est le coefficient dominant de P
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Le théoréme IX.110 et la proposition 1X.109 montrent que tout polynéme P &
coeflicients réels peut s’écrire sous la forme

P=XAX—z)%.. (X —2)% (X2 4+ X 4+ ) .. (X24+b,X + )",

ol
(i) les x; sont des nombres réels deux a deux distincts;
(i) les X2 + b; X + ¢; sont des polynomes a coefficients réels deux a deux
distincts tels que b? — 4c; < 0;
(iii) A € R est le coefficient dominant de P;
(iv) les exposants «; et §; appartiennent & N*.

2.6 PGCD

Le théoréme suivant permet de définir le pged de deux polynomes.

Théoréme 1X.111. PGCD

Soit A et B deux polynoémes, non tous les deux nuls. Il existe un unique
diviseur commun unitaire de A et B de degré maximal. On note pged(A, B)
ce diviseur commun. Soit D un polynéme non nul. Alors, se valent

(i) D divise A et B;
(ii) D divise pged(A, B).

D

Soit P un diviseur commun a A et B de degré maximal, c’est-a-dire, que
pour tout @ diviseur commun & A et B, on a deg(Q) < deg(P). Supposons
de plus que P est unitaire. Montrons que, se valent

(i) D divise A et B;

(ii) D divise P.
Si D divise P alors D divise A et B. On démontre la réciproque par ré-
currence sur deg(A) + deg(B). Si cette somme vaut 0, ’énoncé est évident.
Supposons que D divise A et B. Quitte & échanger A et B supposons que

deg(A) > deg(B). On effectue la division euclidienne : A = BQ + R. On vé-
rifie que, pour tout polynéme S, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) S divise A et B;

(ii) S divise R et B.
Il suffit alors de démontrer le résultat pour R et B. Ce qui est fait par
I’hypothése de récurrence puisque deg(R) + deg(B) < deg(A) + deg(B).

Montrons maintenant I'unicité. Soit P; un diviseur commun unitaire de
méme degré que P. D’aprés ’équivalence que nous venons de démontrer P;
divise P. Comme ces deux polynémes sont de méme degré, il existe A € k
tel que P; = AP. Or les deux polynémes P et P; sont unitaires; donc A = 1
et P = Pl.

N
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Lorsque les polynémes sont décomposés en produits de polynomes irréductibles,
il est facile de calculer leur pged :

Théoréme 1X.112

Soit A et B deux polynémes non nuls. Soit A, u € k, Py, ..., Ps irréductibles
unitaires, 2 & 2 distincts tels qu’il existe des entiers naturels aq,...,a; et

B1,...,0s tels que
A=\P2 .  P%  B=puPM. . PP,

S

Alors _ . .
ngd(A,B) _ lem(ou, 1) .Psmm(as,ﬁs)'

Nous prouverons ce résultat plus tard.

ALGORITHME D’EUCLIDE. Cet algorithme trés efficace permet de calculer le
pged de deux polynomes A et B. Le principe de l'algorithme est le suivant :

Quitte & échanger A et B on suppose que deg(A) > deg(B).

Si B=0, pged(A,B)=A.

Si B#0 on fait la division euclidienne de A par B : A=BQ+ R
On écrit que pged(A, B) = pged(B, R).

2.7 Polyndémes premiers entre eux

On dit que A et B sont premiers entre eux, si pged(A4, B) = 1.

Théoréme I1X.114. Bezout

Soit A et B deux polynomes non nuls. Alors A et B sont premiers entre
eux si et seulement si il existe U et V' dans k[X] tels que AU + BV = 1.

S’il existe U et V comme dans ’énoncé, tout diviseur commun de A et B
divise 1. Donc pged(4, B) = 1.
Supposons & présent que pged(A, B) = 1. On fait encore une preuve par
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récurrence sur deg(A) 4+ deg(B). Le point clé, est que pour A = BQ + R,
on a est que :
RU+ BV =1

équivaut a
AU+ B(V —QU) =1.

Exercice 18. Soit A et B deux polynomes non nuls. Alors il existe U et V dans
k[X] tels que AU + BV = pged(A, B).

Preuve :

11 suffit de diviser A et B par leur pged, puis d’appliquer Bezout.

Théoréme IX.115. Gauss

Soit A, B et C trois polynomes non nuls. On suppose que A et B sont
premiers entre eux et que A divise BC'. Alors A divise C.

Exercice 19. Trouver 8 polynomes tels que A divise BC' mais A ne divise ni
B ni C. Quel est le pged des polynomes A et B que vous avez trouvés ?

D

D’apreés le théoréme de Bezout IX.91, il existe U et V dans k[X] tels que
AU + BV = 1.

Multiplions par C :
AUC + BVC =C.

Alors A divise AUC mais aussi BV C, donc A divise C.

N

Corollaire IX.116

Soit P un polynéme irréductible et A et B deux polynémes quelconques.
Si P divise AB alors il divise A ou B.

Preuve :

Supposons que P ne divise pas A. Alors le pged de A et P est un diviseur
strict de P : c’est donc 1 puisque P est premier. Mais alors, le théoréme de
Gauss montre que P divise B.
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Exercice 20. Comme nous l’avons fait pour les entiers, montrer les théorémes
IX.110 et IX.112 en utilisant les théoréemes 1X.114 et IX.115.

2.8 PPCM

Cette notion est complémentaire de la notion de PGCD. Nous ne montrerons
pas les résultats qui s’obtiennent de maniére analogue au cas du PGCD.

Soit A et B deux polynémes, non tous les deux nuls. L’ensemble des mul-
tiples communs & A et B a un unique élément unitaire de degré minimal
appelé plus petit commun multiple de A et B et noté ppcm(A, B).

Théoréme IX.118. PPCM

Soit A et B deux polynémes, non tous les deux nuls. Soit D un polynéme
non nul. Alors, se valent

(i) D est un multiple de A et B;
(ii) D est un multiple de ppcm(A, B).

Lorsque les polynomes sont décomposés en produits de polynoémes irréductibles,
il est facile de calculer leur ppcm :

Théoréme IX.119. PPCM

Soit A et B deux polynomes non nuls comme dans le théoréme I1X.112.
Alors
ppcm(A, B) = leax(al’ﬁl) . Psmax(o‘s’ﬁs).

Le corollaire suivant précise le fait que pged et ppcm sont des notions complé-
mentaires.

Corollaire IX.120

Soit A et B deux polynémes non nuls. Alors, il existe une constante A telle
que
AB = Apgced(A, B)ppem(A4, B).

Avec ce résultat algorithme d’Euclide permet de calculer le ppem de deux
polynomes.

2.9 Congruence
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Soit P un polynéme non nul. Soit A et B deux polynémes. On dit que A
et B sont congrus modulo P et on note A= B [P] si P divise A — B.

Remarque. A = B [P] si et seulement si les restes des divisions euclidiennes de
A et B par P sont égaux.

Ces congruences ont le bon gotit de bien se comporter par rapport a la somme
et au produit :

Proposition 1X.122

Soit P un polynoéme non nul. Soit A, B, C et D quatre polynémes tels que

{AEB[P]
C =D |[P]

Alors
(i) A+C =B+ D [P]; et
(i) AC = BD [P].

Preuve :

La preuve est laissée en exercice.

Théoréme 1X.123. Théoréme chinois

Soient P et ) deux polyndémes non nuls et premiers entre eux. Soient A
et B deux polynomes. Notons S I’ensemble des S € k[X] tels que

{SEA[P]
S =B[Q]

Alors, il existe un unique Sy tel que
(i) S = So+ PQK[X];
(i) deg(So) < deg(P) + deg(Q).

[ Commengons par montrer que S est non vide. D’aprés le théoréme de Be- ]
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zout, il existe U et V dans k[X] tels que
UQ+VP=1.

Posons
So=BUP + AVQ.
En remarquant que UP = 1 [Q], la proposition IX.122 montre que BUP =

1 [Q]. Mais alors, Sp = B [Q].
De méme, on montre que Sy = A [P]. Ainsi Sy € S.

Montrons que si T € S et C' € k[X] alors T+ CPQ € S.
En remarquant que CPQ = 0 [Q)], la proposition IX.122 montre que T +
CPQ = B [Q]. De méme, T + CPQ = A [P].

Soit 77 et T; deux élément de S. Montrons que PQ divise 77 — T5.

La proposition IX.122 implique que 73 —T5 = 0 [Q] et T — T2 = 0 [P).
Ainsi, @ et P divisent 77 — T5. Comme @ et P sont premiers entre eux, le
théoréme de Gauss montre que PQ divise 17 — T5.

Soit Cy le reste de la division euclidienne de Sy par PQ. Alors Cy € S. On
vient de démontrer que

S = Cy + PQK[X].

Exercice 21. Trouver 4 polynémes P, Q, A et B tels que le systéme

{ S=A[P]
S=5(Q

n’a pas de solution. Et avec P # Q ?

2.10 Ordre de multiplicité d’une racine

Soit P un polynéme & coefficients complexes, z € C et a € N.
On dit que z est une racine d’ordre « si (X — 2)® divise P et (X — 2)**t!
ne divise pas P.

Le vocabulaire est étrange parfois : une racine d’ordre 0 n’est pas une racine.

On note P*) la dérivée k-iéme de P : P*)(X) = (P*~1)(X). On peut carac-
tériser 'ordre d’une racine en termes des polynomes dérivés.

Théoréme IX.125. Ordre d’une racine

Soit P un polynéme & coefficients complexes, z € C et o € N.
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Alors, se valent :
(i) (X — 2)> divise P;
(ii) P(z)=---= Pl=N(z) =0.

Supposons d’abord que (X — z)® divise P. Il existe alors @ € C[X] tel que
P = (X — 2)*Q. On rappelle la formule le Leibnitz :

k
(fo)® =>" (f) FO gD,
=0

La preuve se fait par récurrence en utilisant la formule de dérivation d’un
produit.
On obtient pour Pet k <a—1:

k
PO =3 (£) (@ - 220, 2.1)
i=0
On remarque alors que
(X —2)M) = (a(a=1)...(a—i+ 1) (X —2)°7" sii<a,

et ‘
(X =2)D =0 sii>a

En particulier, pour tout i < k < «, on a
(@ -290) @ =0

En injectant dans la formule (2.1), on déduit que P*)(z) = 0.

Réciproquement, supposons que P(z) = --- = P(@~D(2) = 0. Ecrivons la
division euclidienne de P par (X — 2)* :

P=(X-2)%Q+R,
avec deg(R) < «. L’assertion déja démontrée implique que
R(z)=---=Re V(@) =0.
Considérons le polynéme auxiliaire
S(X)=R(z+X) R(X)=S5(X—2).
La formule de dérivation d’un polynéme composé implique que

S®)(x) = RW (2 4+ X),
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donc

S(0) =--- = 81() =0.

Ecrivons S = ag + a1 X + - - + aq_1 X* 1. Par une récurrence immeédiate,
on montre que

S®0) = klay Vk=0,...,a—1.
On en déduit que S = 0, puis que R = 0. Ainsi (X — 2)® divise P.

2.11 Ecriture en base b

On sait depuis ’école primaire que 352 signifie 3 x 100 4+ 5 x 10 + 2 et que tout
entier peut s’écrire ainsi de maniére unique.

Application. Un nombre n = apa,_1 ... ag écrit en base 10 est divisible par 9
si et seulement si a, +ap—1 + -+ - 4+ ag 'est.

En effet, n = apap_1...a0 = Y., a;10° = >, a;[9] car 10 = 1[9]. On a méme
montré que n est ap+a,—1+- - -+ap ont le méme reste par la division euclidienne
par 9.
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1 Définition

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction définnie sur I. Soit
a un point dans l'intérieur de I.
On dit que f est dérivable en a si la limite suivante existe dans R

i Hath) = f(a)

h—0 h

On note alors f/(a) la valeur de cette limite et on lappelle la dérivée de f
en a.

Comme pour les fonctions conntinues, on dit que f est dérivable sur I ouvert si
f est dérivable en tout point de I. La valeur f'(a) est la pente de la tangente
au graphe de f en le point (a, f(a)).

Théoréme X.127. Dérivabilité et continuité

Toute fonction dérivable est continue.

-

Soit @ unn point de I ou f : I — R est dérivable. Alors

fla+h) - f(a)

fla+h)=h. o

+ f(a)

tend vers f(a) lorsque h tend vers 0.

—

Remarque. Le fait que f soit dérivable sur I signifie intuitivement qu’elle est
continue et que son graphe est lisse. Les annglosaxons utilisent le mot « smooth ».

2 Opérations

2.1 Somme, produit, quotient

Théoréme X.128. Opérations et dérivées

Soit f et g deux fonctions dérivables en un point a.

(1) Alors f 4 g est dérivable en a et

(f +9)(a) = f'(a) + g'(a).
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(ii) Alors fg est dérivable en a et
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
(iii) Alors 5 est dérivable en a et

Fyoy

Preuve :

On fait ici la preuve pour le produit. Il s’agit de montrer qu’elle existe et
calculer la limite du taux de variation. Pour h € R, on a

(fg)(a+h})1—(fg)(a) _ f(a-i-h)g(a-i-h)—f(a)g(a+hh)+f(a)g(a+h)—f(a)g(a)
_ f(a+h})L—f(a)g<a +h)+ 9(a+h}z—g(a)f(a).

Comme g(a+h) tend vers g(a), le premier terme tend vers f'(a)g(a) lorsque
h tend vers 0. Le second terme tend vers f(a)g’(a) lorsque h tend vers 0.
Ce qui permet de conclure.

N—

Remarque. On écrit quelquefois pour résumer ce théoréme (u + v) = v + v/,
(uwv) = v'v + uwv' et
U u'v + uv’

(7)/ = 2

v v

2.2 Composée
Théoréme X.129. Dérivée d’une composée
Soit f : J— Ret g : I — J deux fonctions. Soit a dans l'intérieur de

I. On suppose que g est dérivable en a et f est dérivable en g(a).
Alors, f o g est dérivable en a et

(fog)(a) =g'(a)f'(9(a)).

Preuve :

Il s’agit de montrer qu’elle existe et calculer la limite du taux de variation.
Pour h € R, on a

(fog)la+h)—(fog)a) _ flglath))—flg(a)) gla+h)—g(a)

h gla+h)—g(a) h

Le second facteur de ce produit tend vers ¢'(a). Comme g(a+ h) tennd vers
g(a), le premier facteur tend vers f'(g(a)).

Cette preuve suppose implicitement que g(a+h) —g(a) # 0. Elle n’est donc
pas complétement correcte.

N—
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Remarque. On écrit quelquefois pour résumer ce théoréme
(uow) =v'.u ow.

Exemple 12. En appliquant ce théoréme on obtient

20+ 1
sin(3z2 + 2)) = 6z cos(3x2 + 2 Vai+r+1) = —————.
(sin(32” +2)) S N e

2.3 Réciproque

Théoréme X.130. Dérivée de la réciproque

Soit f : I — J une fonction bijective. On note g : J — I la réciproque
de f. Soit a dans l'intérieur de J.

On suppose que f est dérivable en g(a) et que f'(g(a)) est non nul. Alors
g est dérivable en a et

e

On pose b = g(a). Fixons h € R tel que a + h € J. On regarde alors

gla+h)—g(a)
- .
On pose b’ = g(a+h). Ona f(b) =aet f(') = a+h. Donch = (a+h)—a =
f(') — f(b). Ainsi
gla+h) —g(a) b —b

h F) = f(b)

Comme g est continue en a, b’ tend vers b lorsque h tend vers 0. Par
conséquent, le taux de variation tend vers

f'(g(a))
cqfd

N

Remarque. Si f'(g(a)) = 0 la formule ne définit pas un nombre réel. Géométri-
quement cela signifie que la tangente au graphe de f en b = g(a) est horizontale.
Alors, la tangente en a au graphe de g est verticale : donc g nn’est pas dérivable
en a.

Plus généralement, 'interprétation de la dérivée comme la pente de la tangente
permet de comprendre (voire de démontrer) le théoréme.

2

Exemples 13. (i) La fonction f :]0;+o00[—]0;+o0[, z — x° est déri-

vable et bijective. De plus, f'(z) = 2z ne s’annule pas.
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Soit y €]0; +o0[ et & €]0; +-00[ tel que 22 = y. On retrouve
, 1 1
JW) = =57=
W= P " 2

(ii) La fonction sin :] — F; Z[—] — 1;1[ est bijective. On note arcsin :] —
1;1[—] — %; Z[ I'application réciproque.
Sur | — 7; %[, la dérivée cos de sin ne s’annule pas. Donc arcsin est déri-
vable sur | — 1;1[. Soit y €] — 1;1[. On a
arcsin’(y) = !
v= cos(arcsin(y))

Or arcsin(y) €] — §; 5[, donc cos(arcsin(y)) > 0. En particulier,

cos(arcsin(y)) = v/cos(arcsin(y))2 = /1 — sin(arcsin(y))2 = /1 — y2

Ainsi
1

V1—12 .
iii) La fonction tan :| — Z; Z[—> R est bijective. On note arctan : R —
2 2 J
-5 2[ I’application réciproque.

arcsin’(y) =

Sur | — 7; Z[, la dérivée de tan vaut

1 + tan?

et ne s’annule pas. Donc arctan est dérivable sur R. Soit y € R. On a

1 1
1 +tan(arctan(y))2 1 +y2

arctan’(y) =

3 Théoréme des accroissements finis
3.1 Extremum et dérivée

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle et @ € I. On dit
que a est un mazximum de f si

Vveel  f(z) < f(a).
On dit que a est un minimum de f si

Veel  f(x) > fla)
On dit que a est un maximum local de f si

Je>0 Vo € INja —e;a + €] f(@) < f(a).
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On dit que a est un minimum local de f si
Je >0 Vo € INja —e;a+ €] f@) = f(a).

On dit que a est un extremum (local) §’il est un maximum (local) ou unn
minimum (local).

La dérivation est un moyen de trouver les extremums locaux d’une fonction. En
effet, la dérivation transforme ces extremums est zéros :

Théoréme X.132. Extremum et dérivée

Soit f : I —> R une fonction et a un point dans ’intérieur de 7. On
suppose que f est dérivable en a.
Alors, si a est unn extremum local de f alors

f'(a) = 0.

-

Pour fixer les idées, on suppose que a est un maximum local. Fixons € > 0
tel que Ja — ;a4 £[C I et a est un maxium de fjjo—c;q4e]-
Pour tout h €]0;¢[, on a

fle+h) = fz)

<0.
h

En passant & la limite lorsque h tend vers 0, on obtient f'(a) < 0.
Pour tout h €] —¢;0[, on a

fle+h) - fz)

= 0.
5 0

En passant a la limite lorsque h tend vers 0, on obtient f’(a) > 0.
Finalement f’(a) = 0.

N

Remarque. Prenez garde au fait que la réciproque du théoréme X.132 est fausse.
Il se peut que la dérivée soit nulle en a sans que pour autant a soit un extremum
local. La fonction  — 3 est un exemple avec a = 0.

3.2 Théoréme de Rolle
Théoréme X.133. Théoréme de Rolle

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Soit
a < b deux points de I tels que f(a) = f(b).
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Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que

fl(c)=0.

Preuve :

La restriction de f a 'intervalle fermé borné [a;b] est continue d’aprés le
théoréme X.127. D’apreés le théoréme VIIL.79, f est bornée et atteint ses
bornes.
Si f est constante sur [a;b] le théoréme est évident. Sinon, comme f(a) =
f(b), cette valeur ne peut étre a la fois le maximum et le minimum de f.
Dong, il existe unn extremum c de f dans |a; b].
Mais alors, le théoréme X.132 implique que f'(c) = 0.

—

3.3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme X.134. TAF

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Soit
a < b deux points de I.
Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que

Preuve :

Si f(b) = f(a), le TAF nne dit rien de plus que le théréme des accroisse-
ments finis. Le principe est de se ramener a ce cas.
Considérons la fonction
g: I — R
x — f(z)—=

f()—f(a)
b—a

Cette fonction est dérivable. De plus, un calcul direct montre que g(a) =
g(b). D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a; b tel que ¢'(¢) = 0. Or

g = @) - {U T
Ainsi b
N

Exercice 22. Interpréter géométriquement ce théoréme.

Le TAF est un pilier de ’annalyse réelle puisque c’est lui que ’on utilise lorsqu’on
dresse un tableau de variation :
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Corollaire X.135

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I.
Alors f est croissante si et seulement si sa dérivée est positive.
De méme, f est décroissante si et seulement si sa dérivée est négative.

D

Supposons que f est croissante. Alors

fle+h) = fz)

= 0.
h

En passant a la limite f'(z) > 0.
Supposons a présent que f'(z) > 0 pour tout x € I. Soit a < b deux points
de I. Par le TAF, il existe ¢ tel que

Mais alors

Donc f est croissante.
Le cas d’une fonction décroissate se démotre de maiére analogue.

N

Ce théoréme sert aussi a décorer les ponts a Pékin :

R

? W
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4 Cas des bornes de l'intervalle de définition

Si f est définie sur un itervalle fermé [a;b] (ou semi-fermé [a;b[) on étend la
notion de dérivabilité en a et b. On dit que f est dérivable a si

flx+h) - f(x)
h

a une limite lorsque A tend vers 0 et h > 0.

L’ensemble des résultats s’étendent a ce contexte & une exception notable prés :
le théoréme X.132 sur les extremums. En effet, la fonction f : [0;1] —
[0;1],  — z est dérivable, 0 est un minimum mais f'(0) = 1.



