Corrigé des Questions préparées pour le DS1.

1. Soit ag,...,a, des nombres réels. Montrer que

n
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En déduire que
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Pour la premiére partie, on sépare en deux sommes et réindexe :

22:1 af — Qg—1 = ZZ:1 ak — ZZ:1 ak—1
= ey Ok — 22’23 Ok
= ag+ Y721 ak — (ao + 521 ax)

= ap — ap.
Pour la seconde assertion, on écrit

1 1 1

k(k+1) k k+1

Lorsqu’on applique la premiére assertion avec ap = on trouve
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2. Soit E un ensemble. Soit A, B et C trois parties de E. Montrer que

AU(BNC) = (AUB)N(AUQ).

On raisonne par double inclusion. Soit 2 € AU (BN C).
Size A, ilestclairquex € AUBetz € AUC. Doncz € (AUB)N(AUC).
Sinon, x € Aet x € BNC. il est clair quex € AUB et z € AUC. Donc z € (AUB)N(AUCQC).
Ainsi
AUu(BNC)C (AUB)N(AUC).

Réciproquement soit € (AU B)N(AUC).

Supposons que x ¢ A et montrons que z € BN C.

Comme z € (AUB) etz ¢ Aonaxz € BC AUB. De méme, x € AUC).
Ainsi, x € (AUB)N(AUC).

On vient de montrer que

(AuUB)N(z€e AUC)C AU(BNC).

On a donc montré que

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).



3. Soit E et F deuxr ensembles. Soit f : FE — F wune application. Soit A et B deux parties de F.
Montrer que

FHANB) = YA N fH(B).

Soit x € f~1(AN B). Alors f(x) € AN B. Comme f(z) € A, z € f~1(A). De méme x € f~1(B).
Donc z € f~Y(A) N f~Y(B). Ainsi, f~Y(ANB) C f~1(A) N f~YB).

Réciproquement, soit z € f~1(A) N f~1(B). Alors f(x) appartient & A et B. Donc = € f~1(A) N
f71(B). Ainsi, f~1(A)N f~Y(B) Cc f~Y(ANB).

4. Soit E et F deux ensembles. Soit f : E — F une application. Soit A et B deux parties de E.
Montrer que

f(ANB) C f(A) N f(B).

Donner un exemple pour lequel

f(ANB) # f(A)N f(B).

Soit y € f(AN B). Il existe z € AN B tel que f(z) = y. Mais alors y € f(A4) et y € f(B). D’ou
I’inclusion & montrer.

On prend E = {0,1}, A = {0}, B = {1} et f constante. Alors f(AN B) est vide mais f(A)N f(B)
est le singleton réduit a la constante f(0) = f(1).

5. Soit a et b dans R et n dans N*. Montrer par récurence sur n que
" /n
n __ kin—k
(a+b) —kE()(k)ab .

On pourra utiliser sans démonstration la formule du triangle de Pascal suivante :
n+1 n n
()= () ()

C’est une récurrence.
Initialisation. Pour n = 1, on trouve du cdté gauche a + b et du coté droit

kzl:_o (i) abotk = <(1)> a'bt + (1) a'bt ! =b+a.

Héreédité. Fixons n > 1 et supposons la formule vrai pour n et montrons la au rang n+ 1. On a
(a+b)" = (a+b).(a+b)"

=(a+b).3"_, (Z) akpr—k

=30, (Z) akHipn—k 4 S, (Z) akpnt1—Fk

Dans la premiére de ces sommes on change d’indice (k' =k + 1) :

n n+1
Y\ k+13n—k _ n kypn+l—k
;@ b —Z<k1>ab

k=1



En mettant & part les indicies n + 1 et 0 on trouve :
n+l n ntlpntl-n—1 N\ 0pnt+1-0 n n NAN kpntl—k
(a+0b) —<n+1_1>a b +<O)ab +Zk—1(<k—1)+(k>)ab

=35 (nz 1) akpn 1=k,



