Exercice 2-1
1. Soit f I’application de I’ensemble {1,2,3,4} dans lui-méme définie par :
f=4 f2)=1,fB)=2 f@A =2
Déterminer f~1(A) lorsque A = {2}, A = {1,2}, A = {3}.
2. Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = x2. Déterminer f~1(A) lorsque A = {1}, A =
[1,2].
Correction exercice 2-1
L2 =864 {12 ={234}; /' ((3H =0
2.
fHd1h = {-113
£(1,2D) = [-v2,-1] u [1,V2]

Exercice 2-3
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E.
1. Que pensez-vous de I’implication
AUBZC=>(AZLCouB Z(C)?
Justifiez (on pourra utiliser la contraposee).
2. On suppose que 1’on a les inclusions suivantes : AUB c AUCetANB c AnC.Montrer que B c
C.
Correction exercice 2-3
1. La contraposée de cette implication est :
(AcC et BcC)=>AuBcC(C
Cette implication est vraie.
2. Prenons x € B.
Alors x € AU B, alors x € A U C d’apres I’hypothése.
Six € Cc’estfini. Six € A\ C alors x € AN B (puisque ’on a pris x € B), d’aprées I’hypothése x €
A N C ce qui entraine que x € C.
On a bien montré que B c C.
Exercice 2-10
1. Soit f: N? — N définie pour tout (n,m) € N2 par f(n,m) = mn
f est-elle injective, surjective, bijective ?
2. Soit g: N — N2 définie pour toutn € N par g(n) = (n, (n + 1)?)
g est est-elle injective, surjective, bijective ?
Correction exercice 2-10

1.
f(1L,2)=1x2=2x1=f(21)
Donc f n’est pas injective.
fp)=1xp=p
Donc pour tout p € N, il existe (n,m) = (1,p) tel que p = f(n,m)
f est surjective.
f pas bijective
2.

ny =Mn;
g(ny) = gny) = (g, (g + 1)) = (ny, (n, +1)%) = {(711 +1)% = (n, + 1)2 =N =N,
Donc g est injective.
On va montrer que (1,1) n’admet pas d’antécédent. Supposons que
(1,1) =(n,(n+ 1)?
Alors



1=n
{1=(n+1)2

e

Ce qui équivaut a

g pas bijective.
Exercice 2-11
Soit f: I — J définie par f(x) = x?
1. Donner des ensembles I et ] tels que f soit injective mais pas surjective.
2. Donner des ensembles I et J tels que f soit surjective mais pas injective.
3. Donner des ensembles I et ] tels que f soit ni injective ni surjective.
4. Donner des ensembles I et ] tels que f soit injective et surjective.
Correction exercice 2-11
1. I=[01]et]=[-11].
2. I=[-11]et] =[0,1].
3. I=[-11]et] =[-1,1].
4. I=[01]et] =[0,1].
Ce ne sont que des exemples.
Exercice 2-12
1. Soientgq, e N\ {0,1}etg, € N\ {0,1}
Montrer que :

1 < 1 1 < 1
2 g1 q 2
2. Soit f:Z x N\ {0,1} - Q I’application définie par :
1
f@ﬂ)=P+a

a. Montrer que f est injective ?
b. f est-elle surjective ?

Correction exercice 2-12

1.
>250<— <l (1)
G12220<—<5
! q 2
>250<— <2 L 1<0(2)
>2= —<->-—=<-—
& q; 2 2 )
En additionnant (1) et (2)
1 1 1 1
2 1 q 2
2.
a. Pourtout (py,q:) €EZXN\{0,1} et (py,q,) € ZX N\ {0,1}
1 1 1 1
f1,q) = f2q) >+ —=p+—=>———=p,—p1
q1 92 41 92

D’apres la premiére question cela montre que p, —p; € ]— %, %[ or p, —p, € Z donc p, —p; =0,

autrement dit p; = p,, puis en reportant dans
+1 +1
P1T—=pP2T—
! 41 2 q>

Cela montre que =Lt que g1 = q>
q1 q2

Finalement



(P, q1) = (P2, 92)
Ce qui montre que f est injective.

b. Regardonssi 1 € Q admet un antécédent, on suppose qu’il existe, on 1’appelle (p, q)

+ ! 1
p —_ =
q
Ce qui équivaut a
! 1
-_—— J— p
q

Maisé ¢ Zet1— p € Z, ce qui est impossible. Par conséquent f n’est pas surjective.

Exercice 2-13
Soit D = {(x,y) € R?,—y < x < y}
Soit f: D - R x R définie par f(x,y) = (x? + y?, 2xy)
1. Représenter D dans le plan.
2. a. Montrer que si deux couples de réels (x;,y1) et (x5, y,) Vérifient
{x1+y1 =Xt
X1 —=Y1=X2—Y2
Alors (x1,y1) = (x2,y,) (autrement dit x; = x, et y; = y,).
b. Montrer que f est injective, on pourra se ramener au systeme du 2.a..
3. Est-ce que f est surjective ?
Correction 2-13
1. Le point (0,1) vérifie x < y donc {(x,y) € R?,x < y} est le demi-plan supérieur droit. De méme
(0,1) vérifie —y < x donc {(x,y) € R%, —y < x} est le demi-plan supérieur droit, D est
I’intersection de ces deux demi-plan, D est le quart de plan supérieur du schéma ci-dessous.
X

L1{x1 Tty =x2t);

Ly —y1 =% =¥
En additionnant L, et L, on trouve que 2x; = 2x,, donc x; = x,, puis en remplagant dans L4, on trouve
que y; = y».
b.

Xt +yi=x5+y3
2x1y1 = 2x3Y>

Ly - L, donne x? + y? — 2x,y; = x2 + y2 — 2x,Y,, ce qui entraine que (x; — y1)? = (x; — ¥,)?,

comme x —y < 0 sur D, celadonne —(x; — y;) = —(x, — y,) ouencore x; — y; = X, — ys.

Ly + L, donne x2 + y2 + 2x,y; = x2 + yZ + 2x,y,, ce qui entraine que (x; + y1)? = (x, + y,)?,

comme x + y = 0 sur D, celadonne x; + y; = x, + y,.

L
[y = flx,y2) = (x12 + y12,2x1y1) = (x% + 3’22' 2x,y,) = Ll{



D’aprés 2.a. cela donne que x; = x, et que y; = y,, Ce qui montre que f est injective.
3. (-1,1) € R X Rn’a pas d’antécédent dans D car x2 + y? > 0.

Exercice 2-15

Soient E, F et G trois ensemble et soient f: E — F et g: F — G deux applications.
1. Montrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.

2. Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
3. Que peut-on conclure sur g o f si f et g sont bijectives ?
4. Montrer que si g o f est injective alors f est injective.
5. Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.
6. Siaprésent f:E — F et g: F - E, déduire de ce qui précéde ce que 1’on peut dire dans les cas
suivants :
a. gof =Idg
b. feg=Idr
C. fof=Idg

Correction exercice 2-15

1 gof(x)) =geflxy)=> g(f(x1)) = g(f(xz)) = f(x1) = f(xz)

Remarque :

Car g est injective
gofx)) =geof(x)=f(x) =f(x2) > x =x,
Car f est injective.
Donc g o f est injective.
Premiére méthode :
Pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective.
Comme pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective. On en déduit que
pour tout z € G il existe x € E tel que z = g(f(x)) = g o f(x) autrement dit g o f est
surjective.

(a) D’habitude on appelle y un élément de I’image G mais ici ce pose un petit probleme de notation parce que
I’on va appeler x I’élément de F et on ne saura pas trop comment appeler I’élément de E, c’est pour cela qu’il
est plus malin de I’appeler z.

(b) Si on commence par écrire « pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective » puis

« pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective » donc « pour tout z € G il existe x € E
tel que z = g(f(x)) = g o f(x) » cela ne va pas, je vous laisse réfléchir pourquoi.

Deuxiéme méthode :
On rappelle que ¢: U — V est surjective si et seulement si o (U) =V
Donc f(E) = F et g(F) = G, par conséquent g o f(E) = g(f(E)) = g(F) = G et on en déduit
que g o f est surjective.
Si g et f sont bijectives alors elles sont injectives et g o f est injective et si g et f sont bijectives
alors elles sont surjectives et g o f est surjective, on en déduit que g o f est bijective.
fx) = flx) = g(f(x1)) = g(f(xz)) > goflx)=geflx) =x =x
Car g o f est injective, par conséquent f est injective.
Premiere méthode :
Pour tout z € G, il existe x € E tel que z = g o f(x) = g(f(x)), donc il existe y = f(x) tel que
z = g(y) ce qui signifie que g est surjective.
Deuxieme méthode :
Comme g o f est surjective, g o f(E) = G © g(f(E)) = G or f(E) c F donc
9(f(E)) € g(F)

Comme g(F) c G, cela donne

G=g(f(E)) cg(F)cG
D’ou



I(fE) =g =G=9g(F) =6
Ce qui montre que g est surjective.
6.
a. g o f = Idg est bijective (I’identité est bijective)
g o f estinjective, d’apres 4°), f est injective.
g ° f est surjective, d’apres 5°), g est surjective.
Remarque :
g ° f = Idg n’entraine pas que g = f~1 et que donc f et g sont bijectives.
b. f o g = Idp estbijective (I’identité est bijective)
f o g estinjective, d’apres 4°), g est injective.
f o g est surjective, d’aprés 5°), f est surjective.
C. fof =Idg estDhijective
f o f estinjective, d’aprés 4°), f est injective.
f o f estsurjective, d’aprés 5°), f est surjective.
Par conséquent f est bijective et f~1 = f.

Exercice 2-15
On considére I’application f: N — N définie pour tout n € N par f(n) = n?
1. Existe-t-il g:N - Ntelleque :f o g = Idy ?
2. Existe-t-il : N - N telleque tho f = Idy ?
Correction exercice 2-15

1. Supposons que g existe, fo g =Idy © Vn €N, f(g(n)) =n & vn €N, (g(n))2 =n

Si n n’est pas un carré cela ne marche pas, par exemple si n = 2, (g(Z))Z =2doncg(2) =+V2¢N
Il n’existe pas de fonction g: N — N telle que :f o g = Idy.
2. Supposons que h existe, ho f = Idy © Vn € N,h(f(n)) =n o vn € N h(n?) =n
Les valeurs h(p) prennent les valeurs qu’elles veulent sauf lorsque p est un carre auquel cas
h(p) = \/5 donnons une fonction h qui répond a la question :
Sip # n? alors h(p) = 0 etsip = n?alors h(p) = /p =n.
Exercice 2-16
1. Soit f I’application de I’ensemble {1,2,3,4} dans lui-méme définie par :
f=4 f@=1,f) =2 f@A =2
Déterminer f~1(A) lorsque A = {2}, A = {1,2}, A = {3}.
2. Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = x2. Déterminer f~1(A) lorsque A = {1}, A =
[1,2].
Correction exercice 2-16
L of2h =864k '(12h ={234};f'{3H =9
2.
) ={-113
£712D) = [-V2,-1] u [1,v2]
Exercice 2-18
Soit f une application de E vers E telle que :
f(f(B))=E
Montrer que f est surjective.
Correction exercice 2-18
f(E) c Edonc f(f(E)) c f(E) cE,or f(f(E)) = Edonc E c f(E) c E, par conséquent
E = f(F) ce qui signifie que f est surjective.
Exercice 2-102
SoitI ¢ Ret] c R, deux intervalles de R. Soit f: I — J une fonction strictement croissante.
1. Montrer que f est injective.



On pourra montrer la contraposée (et on rappelle que x; # x, équivauta x; < x, 0U x, < X4)
2. Déterminer I’ensemble K tel que f: 1 — K soit bijective.

Correction exercice 2-102
1.
Si x; < x5 alors f(x1) < f(xy) donc f(xq) # f(x,)
Si x; > x, alors f(x;) > f(xy) donc f(xy) # f(xy)
Donc f est injective.
2. K=f()
Exercice 2-106
Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F .

1. Montrer que pour toute partie Ade E,ona A C f‘l(f(A)).
2. Montrer que pour toute partie B de F, on a f(f‘l(B)) c B.
3. Montrer que f est injective si et seulement si pour toute partie Ade Eona A = f‘l(f(A)).
4. Montrer que f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F on a f(f‘l(B)) = B.
Correction 2-106
1. Pourtout x € 4, f(x) € f(A) etdonc x € f~1(f(4)), ce qui montre que A c f~1(f(4))
2. Pourtouty € f(f~1(B)), il existe x € f~1(B) tel que y = f(x), comme x € f~*(B) f(x) € B
ce qui entraine que y € B, ce qui montre que f(f‘l(B)) c B.
3. Comme « pour toute partie A de E,ona A c f‘l(f(A)) » la question revient a montrer que :
« f est injective si et seulement si pour toute partie Ade EonaA > f—l(f(A)) »
Si f est injective.
Pour tout x € £~1(f(4)), f(x) € f(A) ce qui signifie qu’il existe x" € A (attention, & priori ce
n’est pas le méme x que celui du début de la phrase) tel que f(x) = f(x") comme f est injective
x = x', par conséguent x € A.
On a montré que f~*(f(4)) c A.
Si pour toute partie A c E, f~1(f(4)) c A
fOx) =f(x) =y
On prend A = {x;}
f@A =) === F(FA) = 1D =)
D’aprés I’hypothése f~1(f(A)) < A donc {f~1(y)} © {x1}
Or x, € f~1(y) car f(x,) = y donc x, € {x,} par conséquent x; = x, ce qui signifie que f est
injective.
Finalement on a montré 1’équivalence demandée.
4. Comme « pour toute partie B de F, on a f(f‘l(B)) c B » la question revient a montrer que :
« f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F on af(f‘l(B)) DB »

Si f est surjective.
Pour tout y € B, il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective.

x € f~1(B) entraine que y = f(x) € f(f~1(B)), cela montre que B < f(f~*(B)).

Si pour tout B < f(f~1(B))

On pose B = {y}, alors {y} c f(f~*({y})) ce qui s’écrit aussi y € f(f~1({y})), il existe donc
x € f71({y}) tel que y = f(x), cela montre bien que f est surjective.

Finalement on a montré 1’équivalence demandée.



