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Quelques calculs explicites autour des conjectures de Stark
LPhilosophie des conjectures de Stark

K /k extension abélienne de corps de nombres
G = Gal(K/k)
S C PI(k) fini contenant Pl (k) et Plam(K/E)

objets analytiques <—  objets algébriques
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L-Objets algébriques

Idéaux et groupe des classes.

I(K) groupe des idéaux, P(K) sous-groupe des idéaux principaux et
CI(K) = I(K)/P(K) groupe des classes

a,b... idéaux entiers de k, A,B... idéaux entiers de K

p,q... idéaux premiers de k, P, Q... idéaux premiers de K

Unités (et variations).
Pour T' C PI(k), on définit le sous-groupe de K*

Ur(K) := {ue€ K* tel que |u|, = 1,Vw € PI(K) avec w, ¢ T'}

Pour T =Pl(k) : Up(K)=:U(K) unitésde K
Pour T =Plo(k) :  Up(K)=: QK) anti-unités de K
Pour T =10 : Ur(K)=: W(K) racines de I'unités dans K

Pour v € PI(k), on note U,(K) := Uy (K).
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L-Objets analytiques

Fonctions L.
Soit x € G. On pose, pour Re(s) > 1
-1 s
L i,s(s,x) = H (1= x(op)Np™®) ~ = Z x(oa)Na

pgS (a,8)=1

Fonctions zéta partielles.
Soit 0 € G. On pose, pour Re(s) > 1
Cr/k,5(8,0) |G| > Lisks(s, 0)X Z Na~™*

xe@G (a,9)=1

Un—a

Ordre en s = 0.
Pour x € G, on pose 7(x) = ords—o L /k,5(5, X)
Soit 7 le nombre de places dans S totalement décomposées dans K /k

r si x # Id

P €@, >
our x onar(x)_{|S|_1 6y = Id
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LConjecture abélienne de rang 1

Hypothese.
On a |S| > 3 et il existe v € S totalement décomposée dans K /k

Donc, pour tout 0 € G, ona  (g/r,5(0,0) =0

Conjecture de Stark abélienne de rang 1.
Soit w € PI(K) tel que wy;, = v et soit m = card W(K).
Il existe € € U, (K), telle que

log |7

w = —mCy . 5(0,0), VoeG
De plus, K( %/¢)/k est abélienne.

Lemme. Supposons que v est réelle, alors € est une unité et tous les
conjugués (réels) de ¢ au-dessus de la place v ont le méme signe.
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LConjecture abélienne de rang 1

Conjecture de Stark abélienne de rang 1.

Si v € Pleas(k), on a g7 = e k850 o e @

Exemple. On prend k = Q(v/229), f = p3o01 et on pose K = k(f)
On a Gal(K/k) = (o) ~ Cs. On prend S = {p3, 001,002} (minimal).

Ciejr,s(01d)  =1.34453817125930..  (f . (0,0%) = —Ci . (0,1d)
Cie/p,s(0,0) = 3.03660566462671.. (i, 5(0,0%) ~Cle/r.5(0,0)
Cieyn,s(0,0%)  =1.07106845341434.. (i o(0,0°) = —Cj )y (0,07)

Donc ¢ est racine de
X6 —29.132745950421..X° + 180.796475702529..X* — 365.592951405058.. X3
+180.796475702529.. X2 — 20.132745950421.. X + 1
~ X0+ (—v229 — 14) X5 + (6v/229 + 90) X* + (—12v/229 — 184) X3
+ (6v/229 + 90) X2 — (—v229 — 14)X +1
On obtient que K = Q(0) ol @ est racine du polyndme irréductible
X2 _oxM 7x10 4 X9 4 42X8 4 37X7 — 134X°
—79X°+104X* +99X3 —5X2 - 19X — 1
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L-Reconnaftre un entier algébrique

Probléme. Soit a € R et soient € > 0 et B > 0. Trouver a € Oy, tel que

la —v(a)|<e et [v(a)]<B pourtout v €Ply(k)\ {v}

avec d = [k : Q], alors « est unique (s'il existe).

1
Lemme. SI € S W,

Méthode. Soit O = wiZ & --- B wygZ. On consideére la forme quadratique
Q(z0, 21, ..., 2q) = B%x2 + (B/e)*(z10(w1) + - - - + zqv(wa) — zoa)?

3 (@0 (@) + - (wa)?
v #v
Alors toute solution < (d + 1)B? avec zg = +1 donne

a = xo(r1w1 + -+ - + Tawq)

avec |a — v(a)| < Vde et |v'(a)| < VdB pour tout v’ € Pl (k) \ {v}
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LConjecture abélienne de rang 0 = Conjecture de Brumer-Stark

Objet analytique.
On pose O /i 5(s) = Y Cryk,s(s, )07t € C[G] pour Re(s) > 1
ceG

Hypothese.
k totalement réel et K totalement complexe, sinon O/ 5(0) =0

Conjecture de Brumer-Stark

On a
mOx /k,5(0) € Annzg(CI(K)),

De plus, pour tout idéal 2 de K, Il existe agy € K tel que
o AMOx/k5(0) = (ag)
® agy € Q(K) (anti-unité)
@ K( x/cer)/k est abélienne
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LConjecture abélienne de rang 0 = Conjecture de Brumer-Stark

Réduction. L'ensemble des idéaux 2 tels que
AOx/x.50) = (ag) avec agy € Q(K) et K( x/ag)/k abélienne

est un sous-groupe de I(K), contenant P(K), et stable sous I'action de G.
Donc il suffit de vérifier ces propriétés des idéaux 2Aq,...,%; tels que

([a], - . [Ae])z1a) = CI(K).

Critéres.
e o € Qg ssi o't =1 pour toute conjugaison complexe 7 € G
@ Supposons G = (01, ...,07) et soient Ny,..., N; € N tels que, pour
tout ¢

€% = ¢Ni pour tout ¢ € W(K)
Alors, K( ®%/a)/k abélienne ssi il existe 31,..., 3, € K* tels que
a®Ni=gmpouri=1,...,1

BoI N = BTN pour 1<i < j <1

(2
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LConjecture abélienne de rang 0 = Conjecture de Brumer-Stark

Conjecture de Brumer-Stark.
m@K/k,S(O) S Annz[c](CI(K)) et V2 idéal de K
AMOx/k 5O = (ag) avec ag € Qi et K( /ax)/k abélienne.

Exemple. On prend k = Q(+/23) et K = Q(6) ou
0° + 166° + 866" + 1760° + 98 = 0
On a f(K/k) = pjoo1002, G = (o) =~ C4 et CI(K) ~ Cy avec CI(K) = ([B]).
On prend S = {p2, 001, 002} (minimal).
On calcule (avec m = 2)

MmOk r,5(0) = 8 — 120 — 80° + 120° = 4(1 — 0°)(2 — 30)

Oxc/r,s0) _ (a) avec

On trouve 2]3;”
1

a=——
13841287201

+ 888341526403 + 1218060670886 + 141302660246 + 92400986335)

3426470867 + 29342815360° + 12834211166° + 363823380166*

7 orr 2 —_ . 7z 7z
On vérifie que o™ =1 et a® ! € K? et la conjecture est démontrée
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LConjecture abélienne de rang supérieur

Conjecture de rang 1 revisitée.

Soit v € S tot. décomposée dans K/k et soit w € PI(K) tel que wy, = v.
Il existe € € U, (K) telle que

|Og |€H|w = _mg}(/k,s((ho—)v Voe@G (T)

De plus, K( %/¢)/k est abélienne.

Rappel. Oy s(s) := ZG Ck/ns(s,0)0t € C[G]
(4SS

Donc I'équation () peut s'écrire
A =-moW, (0
K/k,w(‘f) m K/k,S( )

oll Ak /pw(x) = Y logle?|, o7t € R[G]
oceG
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LConjecture abélienne de rang supérieur

Hypothese. |l existe vy, ...,v, € S totalement décomposées dans K/k

Objet analytique.

Puisque © /i 5(s) = 3 Cxyps(s,0)07t = 3 Lk s(s, x)ex, on a
oceG xe&

o

K/kS(O)—OpourO<t<r et @(IQ)/kS()*OVthT(X)>T

Objet algébrique.
On définit un régulateur sur /\E[G] Us(K) (avec w; fixé tq w;j, = v;)

Ricjps(wy A Ay = dét (Mg, (Ij))lgi’jgr

On pose é5, = |G| Y e, € Z[G] et

r(x)>r

A s =Ker | &5 \ Us(K) = \ Us(K
Z[G] ZIG]
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LConjecture abélienne de rang supérieur

Différents objets.

Ok/r,s(s) = X Cryms(s,0)0 " = 3 Liyn,s(s,x) ex
oceG xEé

RK/k,S(xl JARERIAN xr) = dét (AK/k,wi (xj))lgi,jgr
Ak s = Ker (é>r N Us(B) = Aoy US(K))

Conjecture abélienne de rang supérieur sur Q.

Il existe un unique Nk /1.5 € Q @ Ag /i, s, tel que

Ri/k,s(Mkjk,s) = e(lz)/k,S(O)

Remarque. Une conjecture sur Z consiste a préciser un sous-réseau de
Q ® Agk/k,s,» qui contient 1g /5. Deux versions existent de Rubin et
Popescu.
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LConjecture abélienne de rang supérieur

Conjecture abélienne de rang supérieur sur Q.

Il existe un unique N/ 5 € Q ® Ag /i, tel que Ry /i s(Mk/n,s) = @S?/ks(O)

Exemple. On prend k = Q(a) avec &® 4+ o® — 14a — 23 =0 et K = Q(f) avec

0™ 4+ 30" — 140" — 466° + 646° + 2480" — 976° — 5486°
+ 80" +4180° — 110> — 660 — 9 =0
On a f(K/k) = psps et G = (0, 7) ~ C> x Ch.
On prend S = {p3, ps, 001, 002,003} et donc r = 3 avec v; = 00;, @ = 1,2, 3.
On calcule

@(3)

K/hS(O) = 21.478816585474778922.. — 7.002413205331330441..0

— 19.959429883577094044..7 4 5.483026503433645563..07
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LConjecture abélienne de rang supérieur

Conjecture abélienne de rang supérieur sur Q.
Il existe un unique N/ 5 € Q® A k,s,r tel que Ryc/p s(MK/n,s) = @EI;)/k,S(O)

On a rang,(Us(K)) = 13, et 7(x) = 3 pour x € ( avec x # Id et r(Id) = 4,
doncéss=14o0c+7+o0T

Lemme. Ry p.s
R® Ag/k,s,r = Ker(és,:R[G] — R[G])

v € R® Ag/k,s,r est un R[G]-générateur ssi Ry s(v)™ #0, Vx tq r(x) =r

On prend des éléments de Ak, s, au hasard et on teste s'ils donnent un
générateur . On trouve v = u1 A u2 A u3z avec

1

uy = i(9“ — 36" — 176° + 356° + 1066" — 1156° — 2896° + 316" + 3476° + 2476% — 2336 — 54)
1

upy = 5(0“ + 361 — 176° — 436° + 1066” + 2066° — 2926° — 3506* + 3176° + 946% — 536 — 12)

1
uz = ﬁ(759911 — 750 + 06160° + 10856° — 568707 — 52900° + 146360° + 95740*

— 1476160° — 41996° + 32686 + 792)

et Ry /k,s(7y) = 24.6405333.. 4 29.2831528..0 — 0.3303460..7 — 53.5933400..07
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LConjecture abélienne de rang supérieur

Conjecture abélienne de rang supérieur sur Q.
Il existe un unique 77}(/)%5 S Q [024] -AK/k',S;r tel que R](/kﬂs(nj(/k,"s) = @2)/,6,5(0)

On a
0%, 5(0) = 21.4788165.. — 7.0024132..0 — 19.9504208..7 + 5.4830265..07
Ric/k,s(7) = 24.6405333.. + 29.2831528..0 — 0.3303460..7 — 53.5933400..07

Puisque ~ engendre R ® Ag ks, sur R[G], il existe A € R[G] tel que

O 5(0) = A~ Ric/is(7)

La conjecture est vraie si A € Q[G] (en prenant ng s = A - 7).

On calcule
1

A = 0.3750000.. 4 0.500000..0 + 0.3750000..7 = 5

(3+40+37)
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L-La conjecture de Solomon

Soit p premier. On définit un régulateur p-adique sur /\E[G] Us(K)

RK/kaS,p(wl A ANrp) = dét ()‘K/k‘rep,uu(:L'j))lgi,jgr

avec Ag/kpw(z) == Y log, (jpow(s")) o le @p[G] avec j, : Q = Q,
oeG

Que peut-on dire de Ry /i, s p(NK/k,s) 7

Conjecture sur les fonctions zéta p-adiques en s =1
@ Valeurs en s =0 et s = 1 non liées
@ Pas d'annulation en s =0

@ Interpolation des termes négatifs d’'une PA contenant 1

~~ Reformulation nécessaire en s = 1 dans le cas complexe
~> Probléme des sommes de Gauss

Solution. formuler la conjecture en termes de fonctions zéta tordues
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L-La conjecture de Solomon

Fonctions zéta tordues. Soit ¢ : (a,+) — C* d'annulateur f (# Oy).
On pose

Zrm(s,0) = > &a)N(a a)"*

OAERf(a)
avec Rs(a) systeme de représentants de a modulo Uj(f).

Classes de caracteres. On définit une relation d'équivalence sur les
caractéres additifs d'annulateur §. Le quotient 2U; vérifie

25 = Cli(k)
On pose K = k(f) d'ou G = Cls(k) et pour Re(s) > 1
Pre/ni(s) Z Zx (s, we) o
ceCls(k)

Version p-adique. On définit une version p-adique ®x /5 5 ,(s), si
(f,p) =1, en supprimant les facteurs en p et en interpolant aux entiers
m € Z<g avecm=1 (mod p—1 ou 2)
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L-La conjecture de Solomon

Hypotheses. k totalement réel de degré r, K = k(f) le corps de classes de
rayon avec f # Oy. Les places vy, ..., v, sont les places infinies de k et S
est minimal.

Conjecture de Solomon.

Il existe un unique Ng /1, € Q ® Ag/p,s,» tel que

Ri/k,s(Mi /) = V de®Pry (1)

et pour tout p premier, relativement premier a f, on a aussi

1@ =Np~ o) Ricsr s () = o (Vdi) e g p(1)

plp

Remarque. La conjecture de Solomon est plus fine car elle précise un
sous-réseau de Q ® Ak i, s, qui contient 1k .
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L-La conjecture de Solomon

Conjecture de Solomon.
Il existe un unique N/, € Q ® Ak /s, tel que Ri/i s(Mi/k) = Pryr,i(1)

et 1?[(1 — Np~ op)Ricns.p (/i) = Go(Vdk)Prc /i .5(1) Vp avec (p,f) = 1
plp
Exemple. On prend k = Q(+/37) (donc r = 2) et K = Q(f) ol
0° —30° —20* +90° —50 +1=0
On a K = k(f) ou §f =20k, G = (o) ~ Cs.
On détermine que
y= (05—264—303+592+20—2) A (93—292—29+3)
engendre R ® Ag i s, sur R[G]. Et par les méthodes précédentes, on trouve

que 1
NK/k = 5(1 —o—0")y

“vérifie" la premiere assertion.
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L-La conjecture de Solomon

Conjecture de Solomon.
Il existe un unique N/, € Q ® Ag/p,s,r tel que Riji s(Mic/k) = Pryr,i(1)
et TI(1 = Np~ o) Ricsn, 50 (i /k) = Go(Vdik) i/ 5,p(1) Vp avec (p,f) =1

plp

@ Pour p =3,
S /1,5,3(1) = 0.20202122200120202..3 + 0.00211222221211012..3(0 + o?) et

(1 - %) (1 - %) R /k,s,3(MK/k) = 53(Vdx )Pk /k,5,3(1)

@ Pourp=17,
¢K/k,f,7(1) = 0.23203400342215530..7 + 0.62421446204116266..7(c + 0?) et

( B %) (1 B %) Ric/k,s,7 (/1) = d7(Vdi)® i/ 5,7(1)

@ Pour p =11,
S r/p,5,11(1) = 0.859AA8491445922..11 + 0.593A1A1A4963370..11 (0 + o?) et

o} g, .
(1 - %) (1 - %) Ry yk,s,11(rc /i) = 711(Vdr)Pr /g 1,11(1)
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