
Université Bordeaux 1 Préparation à l'agrégationMathématiques Année 2009�2010Algorithme d'Eulide sur les polyn�mes : taille des oe�ientsIl est rappelé que le jury n'exige pas une ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e)libre d'organiser votre disussion omme vous l'entendez. Il vous est onseillé de mettre enlumière vos onnaissanes à partir du �l onduteur onstitué par le texte. Le jury demande quela disussion soit aompagnée d'exemples traités sur ordinateur. Il est souhaitable que vousorganisiez votre présentation omme si le jury n'avait pas onnaissane du texte. Le jury auranéanmoins le texte sous les yeux pendant votre exposé.1. IntrodutionSoient les polyn�mes
f(x) = 824x5 − 65x4 − 814x3 − 741x2 − 979x − 764

g(x) = 216x4 + 663x3 + 880x2 − 916x + 617.L'algorithme d'Eulide lassique appliqué à f et g, fait apparaître des polyn�mes auxoe�ients relativement grands. Ce fait n'est pas rare, et il y a lieu de se demander dansquelle mesure la taille des oe�ients pénalise, en temps et en plae, les performanesde l'algorithme.On peut aussi herher des alternatives qui réduisent, ou même évitent l'explosiondes oe�ients. On peut herher à utiliser le fait que le pgd n'est dé�ni qu'à une unitémultipliative près, et n'utiliser par exemple que des polyn�mes unitaires. Il n'est paslair à priori que les aluls en deviennent plus simples, mais on peut toujours essayer.On peut aussi s'arranger pour n'avoir que des polyn�mes dans Z[x], et don faire àhaque étape une pseudo-division, 'est-à-dire multiplier le dividende par une puissanesu�sante du oe�ient dominant du diviseur.En fait, on va voir qu'ave es variantes, la taille des oe�ients semble plus petite.En plus, on va borner la taille de es oe�ients. Pour ela, il nous faudra voir qu'ilssont intimement liés à des sous-résultants, que nous allons dé�nir.2. Variante (( unitaire )) de l'algorithme d'EulideDans l'algorithme d'Eulide lassique, on divise à haque étape le dernier reste parson oe�ient dominant. Pour l'algorithme d'Eulide étendu, si r∗0 = f , r∗1 = g, si
(r∗i ) est la suite des restes obtenus, on alule à haque étape un s∗i et un t∗i tels que
s∗i f + t∗i g = r∗i . Dans notre nouvel algorithme d'Eulide étendu unitaire, il fautalors aluler si et ti, pour avoir s∗i f + t∗i g = r∗i , où les ri sont les restes suessifs danset algorithme.Plus préisément, si on note cd(h) le oe�ient dominant d'un polyn�me h, on note
ρ0 = cd(f), r0 = f/ρ0, s0 = ρ−1

0
, t0 = 0, ρ1 = cd(g), r1 = g/ρ1, s1 = ρ−1

1
, et ensuite,pour i > 1, qi est le quotient de la division de ri−1 par ri, ρi+1 = cd(ri−1 − qiri),

ri+1 = (ri−1 − qiri)/ρi+1, si+1 = (si−1 − qisi)/ρi+1, ti+1 = (ti−1 − qiti)/ρi+1.1



2 Une analyse de es algorithmes montre qu'il n'est pas plus outeux en nombre d'opé-rations sur le orps de base que les algorithmes lassiques.Si on essaie le nouvel algorithme d'Eulide sur l'exemple de l'introdution, on s'aper-çoit que les oe�ients qui apparaissent sont moins gros que quand on utilise l'algo-rithme lassique, et 'est e qui se passe généralement, omme peut l'indiquer l'exéutiondes deux algorithmes sur plusieurs ouples de polyn�mes hoisis de façon aléatoire.On peut bien entendu lier les polyn�mes intervenant dans l'algorithme d'Eulideétendu unitaire à eux qui apparaissent dans l'algorithme lassique.Théorème 2.1. Soient αi = ρiρi−2 . . . ρ2ρ0 si i > 0 est pair et αi = ρiρi−2 . . . ρ3ρ1 si
i > 1 est impair. Alors pour tout i,

q∗i =
αi−1

αi
qi, r∗i = αiri, s∗i = αisi, t∗i = αiti.3. Sous-résultantsNous onnaissons le lien entre resultant et pgd. Maintenant, nous allons étudierle lien entre les résultats qui interviennent dans l'algorithme d'Eulide et les sous-résultants.Soit K un orps, et soient f et g deux polyn�mes de K[x], de degrés respetifs n et m,ave n > m. On note ni = deg(ri) la suite des degrés des restes suessifs de l'algorithmed'Eulide appliqué à f et g, ave rl+1 = 0 est le premier reste nul et deg(0) = −∞.Théorème 3.1. Soit 0 6 k 6 m. Alors k n'apparaît pas dans la suite des degrés si etseulement si il existe s, t dans K[x] tels que t 6= 0, deg(s) < m − k, deg(t) < n − k,deg(sf + tg) < k.Notons que pour k = 0, on retrouve un résultat onnu. Pour montrer le sens diret,on utilise le fait que deg(si) = m − ni et que deg(ti) = n − ni. Pour la réiproque, onutilise enore es égalités, ainsi que le résultat d'uniité suivant.Lemme 3.2. On suppose que r = sf + tg, ave deg(r) + deg(t) < n. Soit i omprisentre 0 et l +1 tel que deg(ri) 6 deg(r) < deg(ri−1). Alors il existe α dans K[x] tel que

r = αri, s = αsi et t = αti.A présent, traduisons le théorème 3.1 dans le langage de l'algèbre linéaire. Soit Pd ⊂
K[x] l'espae vetoriel des polyn�mes de degré stritement inférieur à d. Pour 0 6 k 6

m, onsidérons l'appliation
ϕk : Pm−k × Pn−k −→ Pn+m−2k

(s, t) 7−→ (sf + tg) quo xkoù h quo q désigne le quotient de h par q. Voilà e que devient alors le théorème 3.1.Corollaire 3.3. Soient 0 6 k 6 m 6 n, et 1 6 i 6 l + 1.
• k apparaît dans la suite des restes si et seulement si ϕk est un isomorphisme.
• Si k = ni < n, alors (si, ti) est l'unique solution de ϕk(si, ti) = 1.



3Comme pour le résultant, on va érire la matrie de ϕk. On érit f =
∑n

j=0
fjx

j et
g =

∑m
j=0

gjx
j. Pour Pm−k ×Pn−k, on prend omme base les (xi, 0), ave i < m− k, etles (0, xi), ave i < n − k. Pour Pn+m−2k, on prend les xi, i < n + m − 2k. On obtientune matrie Sk (l'érire) telle que si
s =

m−k−1∑

j=0

yjx
j, t =

n−k−1∑

j=0

zjx
j , sf + tg =

n+m−k∑

j=0

ujx
j,alors

Sk(ym−k−1, . . . , y0, zn−k−1, . . . , z0)
t = (un+m−k−1, . . . , uk)

t.On peut enore érire le orollaire 3.3 sous la forme suivante.Corollaire 3.4. Soient 0 6 k 6 m 6 n, et 1 6 i 6 l + 1.
• k apparaît dans la suite des degrés si et seulement si det(Sk) 6= 0.
• Si k = ni < n, et si y0, . . . , ym−k−1, z0, . . . , zn−k−1 ∈ K donnent l'uniquesolution de(1) Sk(ym−k−1, . . . , y0, zn−k−1, . . . , z0)

t = (0, . . . , 0, 1)t,alors
si =

m−k−1∑

j=0

yjx
j et ti =

n−k−1∑

j=0

zjx
j.Remarquons que S0 est la matrie de Sylvester de f et g, et que le résultant Res(f, g)est égal à det(S0). Les σk = det(Sk) sont appelés les sous-résultants de f et g.L'inégalité de Hadamard donne la majoration suivante des sous-résultants, dans leas où f et g sont des polyn�mes à oe�ients dans C. Alors, si f =

∑n
i=0

fix
i, on note

||f ||2 = (
∑n

i=0
|fi|

2)1/2, et ||f ||∞ = max {|fi| : i ∈ {0, . . . , n}}.Théorème 3.5. Soit 0 6 k 6 m. Alors
|σk| = |det(Sk)| 6 ||f ||m−k

2
||g||n−k

2
6 (n + 1)n−k||f ||m−k

∞
||g||n−k

∞
.4. Taille des oeffiientsDans e paragraphe, on utilise les sous-résultants pour trouver une borne des oe�-ients dans l'Algorithme d'Eulide étendu unitaire sur Q[x].Théorème 4.1. Soient f et g dans Z[x] de degrés respetifs n et m, ave n > n,de norme in�nie inférieure ou égale à A, et soit δ = max {ni−1 − ni : 1 6 i 6 l} ladi�érene maximale entre les degrés de deux restes onséutifs. Les résultats ri, si, tide l'algorithme d'Eulide étendu unitaire pour f et g dans Q[x] ont des numérateurs etdénominateurs (premiers entre eux) inférieurs en valeur absolue à B = (n + 1)nAn+m.Quant aux qi et ρi, ils sont bornés en valeur absolue par C = (2B)δ+2. L'algorithme estexéuté en au plus O(n3mδ2 log2(nA)) opérations sur les mots.



4 Pour montrer ela, on se souvient que si et ti forment l'unique solution du systèmelinéaire (1) ave k = ni. On sait aussi que σni
si, σni

ti et σni
ri = σni

sif+σni
tig sont dans

Z[x]. Par l'inégalité de Hadamard et la règle de Cramer, on a les inégalités suivantes.
|σni

| 6 ||f ||m−ni

2
||g||n−ni

2
6 (n + 1)n−niAn+m−2ni 6 B.

||σni
si||∞ 6 ||f ||m−ni−1

2
||g||n−ni

2
6 (n + 1)n−ni−1/2An+m−2ni−1

6 B.

||σni
ti||∞ 6 ||f ||m−ni

2
||g||n−ni−1

2
6 (n + 1)n−ni−1/2An+m−2ni−1

6 B.En utilisant es inégalités, on a aussi
||σni

ri||∞ 6 2(n + 1)1/2B.En fait, on peut obtenir une meilleure borne pour ||σni
ri||∞. En e�et, on peut remarquerque si U et V sont les matries obtenues à partir de Sni

en remplaçant la dernière lignepar
(xm−ni−1, . . . , x, 1, 0, . . . , 0) et (0, . . . , 0, xn−ni−1, . . . , x, 1),alors σni

si = det(U) et σni
ti = det(V ). Don, si W est la matrie obtenue à partir de

Sni
en remplaçant la dernière ligne par

(fxm−ni−1, . . . , fx, f, gxn−ni−1, . . . , gx, g),alors σni
ri = det(W ). En utilisant le fait que les oe�ients de xj dans σni

ri est obtenuen ne prenant que des termes ontenant xj, on peut démontrer que
||σni

ri||∞ 6 B.Ensuite, on onsidère la division ri−1 = qi + ρiri + ρi+1ri+1. On pose k = deg(qi) =
ni−1 − ni. Par multipliation, on trouve la pseudo-division dans Z[x]

σk+1
ni

(σni−1
ri−1) = (σk

ni
σni−1

qi)(σni
ri) + (σk+1

ni
σni−1

ρi+1ri+1).On peut alors trouver les inégalités
||σk

ni
σni−1

qi||∞ 6 (2B)k+1et
||σk+1

ni
σni−1

ρi+1ri+1||∞ 6 (2B)k+2,en utilisant le lemme 4.2 i-dessous. Ces inégalités su�sent pour prouver les bornesénonées par le théorème.Lemme 4.2. Soient a et b deux éléments de Z[x], de degrés respetifs n et m ave
n > m > 0. Soient k = n − m et c = cd(b) ∈ Z. Soient de plus q =

∑k
i=0

qix
iet r dans Z[x] tels que a∗ = ck+1a = qb + r et deg(r) < m. Soit ri ∈ Z[x] le restedans la i-ème itération de l'algorithme lassique de division des polyn�mes appliqué à

rk+1 = a∗ et b, pour k > i > 0. Alors si ||a||∞ 6 A, ||a||∞ 6 A et |c| 6 C, ona pour tout i : |qi| 6 A(B + C)k−iCi et ||ri||∞ 6 A(B + C)k+1−iCi. En partiulier,
||r||∞ 6 A(B + C)k+1.



55. Variante (( primitive )) de l' algorithme d'EulideUne autre variante de l'algorithme d'Eulide est l'algorithme d'Eulide primitif.Soient f et g deux polyn�mes primitifs. Alors on peut implémenter l'algorithme d'Eu-lide en e�etuant à haque pas la pseudo-division évoquée dans le lemme 4.2. On trouvealors que la norme in�nie des résultats intermédiaires est au plus (2(n + 1)nAn+m)δ+2,et que l'algorithme utilise au plus O(n3mδ2 log2(nA)) opérations sur les mots.L'estimation pour l'algorithme d'Eulide primitif est don la même que pour l'algo-rithme d'Eulide unitaire. Son avantage est d'éviter les opérations sur les quotients.Référene.Modern omputer algebra, Joahim von zur Gathen, Jürgen Gerhard.


