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torisation de polyn�mes sur des 
orps �nisIl est rappelé que le jury n'exige pas une 
ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e)libre d'organiser votre dis
ussion 
omme vous l'entendez. Il vous est 
onseillé de mettre enlumière vos 
onnaissan
es à partir du �l 
ondu
teur 
onstitué par le texte. Le jury demande quela dis
ussion soit a

ompagnée d'exemples traités sur ordinateur. Il est souhaitable que vousorganisiez votre présentation 
omme si le jury n'avait pas 
onnaissan
e du texte. Le jury auranéanmoins le texte sous les yeux pendant votre exposé.1. Introdu
tionLa fa
torisation est l'un des points où l'analogie entre nombres entiers et polyn�messe rompt. Par exemple, en 
ara
téristique nulle, on peut trouver la partie sans fa
teurs
arrés d'un polyn�me (
'est-à-dire le produit de ses fa
teurs irrédu
tibles) en utilisantla notion de dérivée, et en 
ara
téristique positive, on peut aménager 
e pro
édé. Deplus, la notion de degré, la stru
ture d'algèbre dont est muni l'ensemble de polyn�messur un 
orps, fournissent des outils importants pour la résolution du problème.Nous allons voir deux algorithmes. Le premier utilise trois étapes : la fa
torisationen un produit de polyn�mes sans fa
teurs 
arrés, la fa
torisation en degrés distints,puis la fa
torisation en degrés égaux (algorithme de Cantor-Zassenhaus). La se
ondeutilise d'abord une fa
torisation en produit de polyn�mes sans fa
teurs 
arrés, puis unalgorithme de fa
torisation dû à Berlekamp, qui utilise de l'algèbre linéaire.2. Fa
torisation en degrés distin
tsCe paragraphe dé
rit une fa
torisation de polyn�mes sans fa
teurs 
arrés en un pro-duit de polyn�mes de degrés distin
ts. On utilise le théorème suivant.Théorème 2.1. Pour tout d > 1, xqd

− x ∈ Fq[x] est le produit de tous les polyn�mesunitaires irrédu
tibles de Fq[x] dont le degré divise d.Dé�nition 2.2. La dé
omposition en degrés distin
ts d'un polyn�me non 
onstant
f ∈ Fq[x] est la suite (g1, . . . , gs) de polyn�mes, où gi est le produit de tous les polyn�mesunitaires irrédu
tibles de degré i qui divisent f , ave
 gs 6= 1.Exemple. x2 + x, x4 + x3 + x + 2 est la dé
omposition en degrés distin
ts de f =
x(x + 1)(x2 + 1)(x2 + x + 2) ∈ F3[x].Pour e�e
tuer la fa
torisation en degrés distin
ts d'un polyn�me f sans fa
teurs
arrés, on peut dé�nir les éléments de R = Fq[x]/(f), pour i > 0 : hi = xqi , f0 = f ,
gi = (hi − x, fi−1), fi = fi−1/gi, jusqu'à 
e que fi = 1. On pose alors s = i et ladé
omposition 
her
hée est (g1, . . . , gs).Théorème 2.3. Cet algorithme fon
tionne, et utilise au plus O(sn2 log(q)) opérationsdans Fq. 1



2 Remarquons qu'on peut arrêter l'algorithme dès que degfi < 2(i+1), par
e-que tousles fa
teurs irrédu
tibles de fi ont un degré supérieur ou égal à i + 1, et don
 dans 
e
as, fi est irrédu
tible.3. Fa
torisation en degrés égaux (algorithme de Cantor-Zassenhaus)Maintenant, voyons la fa
torisation en degrés égaux, pour fa
toriser les polyn�mesproduits par la fa
torisation en degrés distin
ts. L'algorithme dé
rit i
i ne fon
tionneque si q est impair.Lemme 3.1. Soit q une puissan
e d'un nombre premier impair, et soit S = (F∗
q)

2l'ensemble des 
arrés de Fq. Alors S est un sous-groupe de F
∗
q d'ordre (q − 1)/2, égal à

Ker ϕ, où ϕ est l'homomorphisme de groupes de F
∗
q dans {−1, 1} qui à a asso
ie a(q−1)/2.Soit f un polyn�me unitaire de Fq[x] de degré n, et soit d un diviseur de n, tels quetous les fa
teurs irrédu
tibles de f ont degré d. On veut trouver 
es fa
teurs irrédu
tibles.Il y en a r = n/d. On é
rit f = f1 . . . fr, où pour tout i, fi est un polyn�me unitaireirrédu
tible de degré r de Fq[x]. On peut supposer que r > 2, 
ar sinon f est irrédu
tible.Grâ
e au théorème 
hinois, on sait qu'il existe un isomorphisme d'algèbres

χ : R −→ Fq[x]/(f1) × . . . Fq[x]/(fr) = R1 × · · · × Rr,
haque Ri étant une extension algébrique de Fq de degré d, don
 un 
orps �ni de 
ardinal
qd. Pour tout élément a de Fq, on note χi(a) l'image de a dans Ri. Si l'on trouve unpolyn�me a tel que 
ertains χi(a) sont nuls et d'autres non, alors (a, f) est un diviseurnon trivial de f .Soit e = (qd−1)/2. Pour tout élément α de R∗

i , αe ∈ {±1}, 
ha
une des deux possibi-lités ayant la même probabilité d'arriver. Si on 
hoisit a ∈ Fq[x], de façon aléatoire, ave
une loi de probabilité uniforme, premier à f de degré stri
tement inférieur à n, alors les
χi(a) sont des éléments aléatoires ave
 des lois de probabilité uniformes indépendantesde F

∗
qd , et εi = χi(a

e) ∈ Ri est égal à 1 ou −1, 
ha
un ave
 une probabilité de 1/2.Ainsi,
χ([ae − 1]f ) = (ε1 − 1, . . . εr − 1),et ae − 1 dé
ompose f , sauf si ε1 = · · · = εr, 
e qui arrive ave
 probabilité 2−r+1 6 1/2.On pro
ède de la façon suivante. On 
hoisit a ∈ Fq[x] de degré inférieur stri
tementà n au hasard. Si a ∈ Fq, on retourne : ((Erreur )).Ensuite, on pose g1 =pg
d(a, f). Si g1 6= 1, on retourne g1 : 
'est un fa
teur nontrivial de f .On 
al
ule b = a(qd−1)/2 mod f .On 
al
ule g2 =pg
d(b − 1, f). Si g2 6= 1 et g2 6= f , alors on retourne g2. Sinon, onretourne (( Erreur )).Théorème 3.2. Cet algorithme de Cantor-Zassenhaus répond (( Erreur )) ave
 une pro-babilité inférieure à 21−r 6 1/2, où r = n/d > 2, ou sinon donne un fa
teur non trivialde f . Il se fait en au plus O(dn2 log(q)) opérations dans Fq.



3Ainsi, si l'on fait tourner l'algorithme k fois, la probabilité de ne pas trouver defa
teurs est inférieure à 2(1−r)k 6 2−k.Cet algorithme donne 2 fa
teurs. Si on veut juste un fa
teur irrédu
tible, on peutappliquer l'algorithme ré
ursivement sur le plus petit fa
teur. Habituellement, on veutles r fa
teurs irrédu
tibles, et don
 on applique l'algorithme ré
ursivement sur tous lesfa
teurs.Théorème 3.3. Par 
ette méthode, on fa
torise un polyn�me de degré n = rd ave
 rfa
teurs irrédu
tibles de degré d ave
 un nombre d'opérations de O(dn2 log q log r) enmoyenne.Pour montrer 
ela, on peut illustrer la méthode par un arbre. Les noeuds de l'arbresont des fa
teurs de f . La ra
ine est f et les fa
teurs irrédu
tibles sont les feuilles. Sil'algorithme de Cantor-Zassenhaus répond (( Erreur )), alors le noeud 
orrespondant aexa
tement un enfant ave
 le même polyn�me. Sinon, il a deux enfants qui 
ontiennentles deux fa
teurs trouvés. Le produit sur tous les noeuds à un niveau de l'arbre est égalà f , don
 la somme des degrés 
orrespondants est n. Le 
oût en un noeud de degré mest O(dm2 log q). Don
, le 
oût total à un niveau donné est de O(dn2 log q).Montrons maintenant que la profondeur moyenne de l'arbre est en O(log r). Soient
g et g′ deux fa
teurs irrédu
tibles de f . La probabilité que l'algorithme de Zassenhaussépare g et g′ est supérieure à 1/2 (s'ils n'ont pas été séparés auparavant). Don
, laprobabilité pour que g et g′ ne soient pas en
ore séparés à la profondeur k de l'arbreest au plus 2−k. C'est valable pour tout 
ouple de fa
teurs irrédu
tibles de f . Commeil y a (r2 − r)/2 6 r2 tels 
ouples, la probabilité pk que tous les fa
teurs irrédu
tiblesne sont pas séparés à la profondeur k de l'arbre est au plus r22−k. pk est en fait laprobabilité pour que l'arbre soit de profondeur supérieure ou égale à k, et pk−1 − pk estla probabilité pour que l'arbre soit de profondeur exa
tement k. Don
 la profondeur enmoyenne de l'arbre est égale à ∑

k>1 k(pk−1 − pk) =
∑

k>0 pk. Pour k < s = ⌈2 log2 r⌉,on utilise le fait que pk 6 1 et pour k > s le fait que pk 6 r22−k pour montrer que 
ettemoyenne est inférieure ou égale à s + 2, qui est en O(log r).4. Un algorithme 
omplet de fa
torisationSoit f un polyn�me qui n'est pas né
essairement sans fa
teurs 
arrés. On peut dé-terminer sa partie sans fa
teurs 
arrés, par un algorithme dé
rit dans le paragraphesuivant.Mais on peut aussi dire
tement appliquer dire
tement les algorithmes dé
rits dans leparagraphe pré
édent. Ces algorithmes donnent la fa
torisation en fa
teurs irrédu
tiblesde la partie sans fa
teur 
arrée de f . Ensuite, il su�t de 
her
her la valuation de f pour
ha
un de 
es fa
teurs irrédu
tibles.Voyons le 
oût en opérations dans Fq. Il est dominé par n3 log q pour la fa
torisationen degrés distin
ts. Ensuite, on applique l'algorithme de Cantor-Zassenhaus aux di�é-rents fa
teurs g1, . . . , gs trouvés, respe
tivement de degrés m1, . . . ,ms. Cha
une de 
es



4appli
ations 
oûte au plus O(im2
i log q log(mi/i)) opérations dans Fq. Comme

i log(mi/i) = mi
log(mi/i)

mi/i
6 mi,on trouve que le 
oût total est en O(n3 log q). Le pas �nal, qui trouve les valuations desfa
teurs irrédu
tibles, a un 
oût inférieur, don
 en tout, l'algorithme est en O(n3 log q).5. Fa
torisation sans fa
teurs 
arrésSoit F un 
orps parfait arbitraire. Nous nous intéressons dans 
e paragraphe à la façonde réduire le problème de la fa
torisation d'un polyn�me au problème de la fa
torisationd'un polyn�me sans fa
teurs 
arrés.É
rivons la fa
torisation en fa
teurs irrédu
tibles d'un polyn�me f de F [x] : f =∏r

i=1 f ei

i , où les fi sont deux à deux non asso
iés et les ei stri
tement positifs. La partiesans fa
teurs 
arrés de f est égale à ∏r
i=1 fi. De plus,

f ′ =

r∑

i=1

ei
f

fi
f ′

i .Alors on peut voir que pour tout i, f ei−1
i divise f ′, et que de plus, f ei

i ne divise f ′ quesi eif
′
i = 0. Ainsi, en 
ara
téristique nulle, la partie sans fa
teur 
arré de f est f/u, où

u =pg
d(f, f ′), alors qu'en 
ara
téristique p, 
e quotient f/u est égal à v =
∏

p∤ei
fi.Alors, u/pg
d(u, vn) =

∏
p|ei

f ei

i . On est don
 ramené à 
al
uler la ra
ine pème de 
epolyn�me, puis à pro
éder de façon ré
ursive.6. Algorithme de BerlekampCet algorithme de fa
torisation utilise l'algèbre linéaire. Soit f ∈ Fq[x] un polyn�meunitaire irrédu
tible de degré n > 0, et soit R = Fq[x]/(f). Alors R est une Fq-algèbrede dimension n, et l'appli
ation σ de R dans R qui à a asso
ie aq est Fq-linéaire.Soit β = σ−id. Alors β est également Fq-linéaire. On va en
ore utiliser l'isomorphismed'algèbres
χ : R −→ Fq[x]/(f1) × · · · × Fq[x]/(fr) = R1 × · · · × Rr.Soit B = Ker β. χ(B) est égal à Fq × · · · × Fq = F

r
q (
'est un abus de notation : 
'est enfait égal au produit des images de Fq dans Fq[x]/(fi)).Soit Q la matri
e de σ dans la base de R formée par les images de 1, x, . . . , xn−1 dans

R. L'algorithme de Berlekamp détermine dans un premier temps une base b1, . . . , br de
B, en utilisant le pivot de Gauss. Notons que f est irrédu
tible si et seulement si le rangde Q− I est égal à n− 1. On va supposer à partir de maintenant que q est impair. Soit
b =

∑r
i=1 cibi un élément de B 
hoisi au hasard, où les ci sont des éléments de Fq. Onemploi la même idée que pour la fa
torisation en degrés égaux. Si au
un fi ne divise b,alors pour tout i, b(q−1)/2 ≡ ±1 mod fi, et 
ha
une des deux possibilités apparaît ave
probabilité 1/2, et 
e de façon indépendante pour tout i. L'algorithme suivant donneun fa
teur non trivial de f , ou bien retourne (( Erreur )).



5On 
al
ule g1 =pg
d(b, f). Si g1 6= 1, on termine l'algorithme : g1 est un fa
teur de
f . On 
al
ule a = b(q−1)/2.On 
al
ule g2 =pg
d(a − 1, f). Si g2 6= 1 et g2 6= f , alors on retourne g2, sinon, onretourne (( Erreur )).Théorème 6.1. Cet algorithme répond ((Erreur )) ave
 une probabilité inférieure à 1/2,ou sinon donne un fa
teur non trivial de f . Il utilise au plus O(n3 +n2 log q) opérationsdans Fq.Si l'on veut une fa
torisation 
omplète de f , on se 
ontente de 
al
uler une base de Bune fois pour toute, puis on applique le reste de l'algorithme ré
ursivement à g et f/g,où g est le fa
teur trouvé. Une analyse semblable à 
elle 
orrespondant à l'algorithmede fa
torisation en degrés égaux montre que le 
oût en moyenne est de O(n3 + n2 log q)opérations dans Fq.Référen
e. Modern 
omputer algebra (Von zur Gathen et Gerhard).


