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Fonctions booléennes

Définition. Une fonction booléenne est une fonction

f:{0,1}" — {0,1}

Exemple. La fonction suivante de {0,1}* — {0,1}

0 0 0|01 0 O0fO
0 0 1(0f1 0 1]1
0 1 O0oj1y1 1 0/0
0 1 1711 1 1|0

C'est la table de vérité de la fonction f.
Théoreme. Il y a 2(2") fonctions booléennes sur {0,1}".

Exemple. Pour n =5, il y a 4294 967 296 fonctions. Pour n =7, il y a
~ 103 fonctions. (Soit 10?2 années a 1 milliard de fonctions/seconde.)
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Fonctions booléennes et opérateurs logiques

On rappelle les opérateurs logiques : non, et, ou, ou exclusif

négation ou et ou exclusif
a‘ —a a\/b‘O 1 a/\b‘O 1 aEBb‘O 1
0 1 0 |0 1 0 (0 O 0 0 1
1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0

lls permettent de construire des fonctions booléennes.

Exercice. On considére la fonction sur {0,1}3
fla,b,¢) = (maVe)® (—(bVeV(aA-b)))

Construire sa table de vérité.

Attention a I'ordre des opérateurs. — a la plus forte priorité, mais il
n'y a pas d'ordre entre A et V. L'expression suivante est ambigiie

—aAbVa

Exercice. Donner les deux écritures non ambiglies de cette expression et
démontrer qu'elles ne sont pas égales.
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Fonctions booléennes et opérateurs logiques

Théoreme de représentation normale logique

Toute fonction booléenne peut s’exprimer uniquement a |'aide des
opérateurs logiques =, V et A, et méme uniquement — et A (ou — et V).

Preuve. Pour chaque ligne de la table de vérité qui donne la valeur 1, on
construit a I'aide de — et A une expression qui vaut 1 uniquement pour les
entrées correspondantes. Puis, on assemble ces expressions avec des V.

Pour le deuxieme point, on utilise la loi de DeMorgan

(a1 Vag V- Vay) =-(nay A—ag A+ A -ay)

Exercice. Construire une représentation normale logique pour la fonction
booléenne suivante

o O O o
= = O O
= OO
= -0 o
e e i
== OO
- o = O
R OO
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Fonctions booléennes et opérateurs logiques

Regles de calcul logique

Associativité
Commutativité
Distributivité
Idempotent
Double négation
Loi de DeMorgan
Absorption
Valeurs constantes

Valeurs opposées

(anb)Ac=aA(bAc)
aNb=bAa
aN(bVe)=(aAb)V(aAc)
aNa=a

-—a=a
—(aAb)=-aV b
aV(anb)=a

aN0=0 aAl=a
aN-a=0

Exercice. Démontrer ces formules.

(avb)Ve=aV (bVe)
aVb=bVa
aV (bAc)=(aVb) A(aVc)

aVa=a

—(aVb)=-aA-b
aN(aVb)=a
aVli=1 aVvVO0=a

aV-a=1
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Fonctions booléennes et opérateurs logiques

Exercice. Utiliser les régles de calcul et la représentation trouvée
précédemment pour démontrer que la fonction booléenne suivante

O O O o
= = O O
= O~k O
== oo
e i i
== O O
= O - o
R O~ O

est en fait la fonction (—ma A b) V (a A c).

Indication. Partager I'expression en deux parties. Utiliser la
distributivité, puis I'absorption.
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Fonctions booléennes et polyndmes dans Fo[ X7, ..., X,]
Définition. Un polyndme de F5[X71,..., X,,] est une somme finie de
termes mondmiaux de la forme (ou Fy est le corps a deux éléments)

X X§?--- X avec ap,...,a, >0
Exemple. X3 + X2X, + X7 X7 est un élément de Fa[ X1, Xo, X3]
Degré. On définit le degré du terme mondmial X' X532 .- X% par

a1+ -+ a,. Etle degré d’un polyn6me comme le maximum des degrés
de ses termes mondmiaux.

Exercice. Déterminer le degré du polynéme X3 + X2X, + X7 X7,
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Construction. Une polynéme dans Fy[X7, ..., X,,] permet de construire
une fonction booléenne de {0,1}" en considérant 0 et 1 comme les
éléments de Fs.

Exercice. Construire la table de vérité de la fonction correspondant au
polynéme X3 + X2 X, + X7 X1

Remarque. Puisque 1" = 1 et 0™ = 0, pour tout n > 1, on peut
remplacer X" par X; sans changer les valeurs.

Exemple. Le polynéme
X1+ X1 Xo + X1 X3
définit la méme fonction booléenne que le polyndme

X3+ XX, + X7 X2
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Polynémes réduits

Définition. Un polyndme dont tous les termes mondmiaux sont de la
forme
X X5?--- X0 avec ay,...,a, =0oul

est un polynéme réduit.
Exemple. Le polyndme suivant est réduit

X1 X5+ XoXs+ X3

Théoreme de représentation normale algébrique

Toute fonction booléenne peut s’exprimer de maniére unique comme un
polynéme réduit.
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Exercice. Preuve du théoreme
lere partie. Soit P un polyndme réduit dans Fy[X7, ..., X,], non nul.
On montre qu'il existe (ay,...,a,) € {0,1}™ tel que

P(ay,...,a,) #0.

@ Démontrer le résultat pour n = 1.

@ Soit n > 1. On suppose que le résultat est vrai pour tout polynéme
dans Fy[ X1, ..., X,]. Soit P un polyndme dans Fo[X1, ..., Xpt1].

@ Montrer qu'il existe S,T € Fo[X1, ..., Xn] tels que
P(X1,. o Xns1) = Xns1S(X1s oo, Xn) + T(X1, ..., Xn)
@ En déduire qu'il existe (a1,...,ant+1) € {0,13" " tel que
P(ai,...,an+1) #0.
Indication. Commencer avec (a1, ...,an) € {0,1}" tel que

S(ai,...,an) #0ou T(ai,...,an) #0
@ Conclure.
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Exercice. Preuve du théoreme
Exercice. Trouver un élément de {0,1}* qui n'annule pas
X1 Xo X4+ X1 X3 Xy + Xo Xy + X3 Xy + Xy

2éme partie. Soit n > 1 et soient P et Q deux polynémes réduits
distincts dans Fo[ X1, ..., X,,].

Montrer, en utilisant la premiére partie, qu'ils définissent deux fonctions
booléennes différentes.

3eme partie. Soit M un mondme d'un polynéme réduit dans
IFZ[Xla s 7Xn]
@ Montrer que M est de la forme
Xi - Xi, oul0<s<netl<i<---<ig<n

@ Compter le nombre de mondmes de cette forme.
@ En déduire le nombre de polyndmes réduits dans Fa[ X1, ..., X,].
@ Conclure.
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Conversion entre représentations normales

Monoémes. Un mondme correspond a un 'et logique’ entre les variables
du monéme
X1 X3X5 > x1 ANz Axs

Addition. L'addition correspond au 'ou exclusif’

X1X2 +X1X3 — 1 Nxog D 21 /\CE3

Exercice. Ecrire la représentation normale logique correspondant a la
fonction booléenne définie par

X1 Xo+ X0+ X1X5
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COﬂVGFSiOﬂ entre représentations normales
Exercice : Construction de la représentation algébrique.

@ Soit (a1, ...,an) dans {0,1}". Montrer que
(1 B@a DA A(@n@®anPl)=1 < z;=a; pour 1 <i<n

© En déduire que le polyndme suivant est la représentation normale
algébrique de la fonction booléenne f sur {0,1}"

> (Xi4+a1+1) - (Xp+an+1)

(a1,...,an)€{0,1}™
tels que f(a1,...,an)=1

© Calculer la représentation algébrique normale de la fonction booléenne

0 0 0j0|1 0O 0]O
0 0 101 0 1)1
0 1 oj1}1 1 0]O
0 1 111 1 1|1

(a A=b) V (e A —a)

© Calculer la représentation algébrique normale de la fonction booléenne
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Distance entre fonctions booléennes

Définition. Soient f et g deux fonctions booléennes de {0,1}", on
définit la distance de f a g par

d(f,g) = card{z € {0,1}" tel que f(z) # g(x)}

Exercice. Calculer la distance entre les deux fonctions booléennes

suivantes :
fla,b)=aVv-b et g(a,b)=-adb

Exercice. Montrer que d est bien une distance, c'est-a-dire qu'elle vérifie
pour f, g et h trois fonctions booléennes :

e d(f,g) =0 si et seulement si f =g,
o d(f,g)=dl(g,[)
o d(f,h) <d(f,g)+d(g,h).
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Transformée de Fourier et transformée de Walsh

Produit scalaire. Soient © = (21,...,2,) et y = (y1,-..,Yn) deux
éléments de {0,1}™. On définit le produit scalaire de x et y par
TxY=T1Yy1 + -+ Tplyn (dans IF2>
=@ A1) BB (zn AYn)

Exercice. Soient x,y,z € {0,1}". Montrer 2 (y@z) = (x*y) ® (r*2).

Transformée de Fourier. Soit f une fonction booléenne sur {0,1}", la
transformée de Fourier de f est la fonction de {0,1}"™ dans Z définie par

fwy= 3 ()™"f(2)

z€{0,1}n
ou les valeurs 0 et 1 de f sont vues comme des entiers.

Exercice. Calculer la transformée de Fourier de la fonction booléenne
f(a/abvc) = (a@ﬂb)/\ (a\/b\/_‘C)
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Transformée de Walsh. Soit f une fonction booléenne sur {0,1}", la
transformée de Walsh de f est la fonction de {0,1}" dans Z définie par

flu) = Z (—1)f @@ (@)

ze{0,1}n
Exercice. Calculer la transformée de Walsh de la fonction booléenne
fla,b,¢) =(a®—b)A(aVdV-c)
Vérifier qu'on a
Fu) = 2m —A 2£(0...0) si u=0..0
—2f(u) sinon

Démonter ce résultat en utilisant le fait que (—1)f(®) =1 — 2f(z) et

exu )27 stu=0..0
SR —{0

vefon) sinon

Indication. Pour u # 0...0, montrer qu'il existe v tel que u x v = 1.
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Fonctions booléennes vectorielles

Définition. Un fonction booléenne vectorielle (FBV) de {0,1}™ dans
{0,1}"™ est un vecteur (f1,..., fm) de m fonctions booléennes sur
{0,1}™. C'est donc une fonction de {0,1}"™ dans {0,1}™ donnée par

(a1,...,ap) — (fl(al,...,an),...,fm(al,...,an))

Exemple. La fonction suivante est une fonction booléenne vectorielle de
{0,1}? dans {0, 1}?

F(a,b,c) = ((aAb) @ —c,(maAb)V (a®b®c))

Fonctions booléennes vectorielles et cryptosystémes.

Un cryptosysteme travaillant sur des blocs de n bits avec une clé de m
bits est donné par une fonction booléenne vectorielle de {0, 1} dans
{0,1}™, ou de {0,1}"™ dans {0,1}" si on considere la clé fixée.
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