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Questions de cours
1. Cf cours, Definition 6.5 et 6.8.
2. Cf cours Théoreme 6.25.

LR

Exercices.
3. Fait en TD, feuille 3, exo 12.

4. Soit P une mesure de probabilité sur R (muni de la tribu Borélienne Bg). Montrer que les
intégrales suivantes sont bien définies et calculer la limite.
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Solution. Pour tout n € N on note

_ 1
- 1+nlx|

fu(x)

Alors x — f,(x) est continue donc mesurable. De plus 0 < f,(x) < 1. Comme P est une
mesure de probabilité, on a

[ 1ax)1dP(x) < [ dP(x) = P(R) =1

donc f, est intégrable sur R par rapport a P pour tout n € N. On va appliquer la convergence
dominée : on a vu précédemment que | f,,(x)| < 1 et1 est intégrable car P est une probabilité.
De plus, on a
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Par le théoréme de convergence dominée on a

fim /R Fu(x)dP(x) :./R Loy (x)dP(x) = P({0}).
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5. Montrer que la série
5 (em)
2
= \1+n
est convergente pour s 6]%,—1—00[. On note K(s) la somme de cette série. Montrer que la
fonction s — K(s) est continue sur |3, +oo[. Calculer lim__, 1 K (s).

S
Solution. Les termes de la série étant positifs, et comme <1+17> ~n% lorsque n — co, par

les régles de convergence des séries on sait que la série K(s) est convergente pour s > 1.



S
Soit ¢ la mesure de comptage sur N et f(n,s) = (ﬁ) ,ona

K(s) = [ fOns)dp(n).

N

Soit € > 0, on va appliquer le théoréeme de continuité des intégrales a parametres sur
]3 + €, +oo[. On voit que s — f(n,s) est continue, et n — f(n,s) mesurable (forcément car
tribu compléte sur N). On a la domination suivante pour s €]1 + ¢, +-oo[ :

f(n,s)| < <1jn2>%+e.

qui est intégrale sur N (vu plus haut). Donc Ve > 0, s — K(s) est continue sur |5 + €, +oo[,
donc continue sur U€>o]% +¢€, +oo[:]%, +ool.

Soit s; suite décroissante, sy > 3 et limy_,c5¢ = 3. En notant gx(n) = f(n,s;), on voit

que gx(n) est une suite croissante de fonctions (car ﬁ <1et

li ! %
dim g() = <1+nz> :
Par le théoreme de convergence monotone (appliqué a la suite de fonctions gi(n) et a la

mesure de comptage sur N), on a
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la derniere égalité venant du fait que ( L ) ~ 1 qui est une série divergente. Donc

1+n?
lim,_ s K(s) = +o0

. Dans chacun des cas suivants, dites (et justifier avec les résultats du cours et les regle de
convergence des intégrales généralisées) si : f est intégrable, respectivement l'intégrale au
sens de Lebesgue est bien définie (c’est-a-dire f admet une intégrale), sur l'intervalle I, par
rapport a la mesure de Lebesgue.

— 1=0,1], f(x) = Z=.
— 1=]0,00], f(x) = ),
— 1=]0, 0], f(x) = 25
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Solution. 1er cas : f est positive et continue. De plus l'intégrale généralisée fol %dx est
absolument convergente. Par résultat du cours, on en déduit que f est intégrable sur I.

2éme cas. On a f (x) = Ny o[(x) f(x). De plus, par régle de Bertrand [T f(x)dx = +oo,
donc [; fi = +oo (au sens de l'intégrale de Lebesgue). De méme f(x) = —Toq(x)f(x).
Par régle de Bertrand on a [; f- = +co. Donc f n’admet pas d’intégrale au sens de Lebesgue
sur I (en particulier n’est pas intégrable).

3éme cas. On a fy (x) = Lj o (x) f(x). De plus, par régle de Bertrand [T f(x)dx < +oo,
donc [, f1 < +oco. De méme f_(x) = —Tjpy)(x)f(x). Par régle de Bertrand on a [} f- = +-c0.
Donc f n’est pas intégrable mais admet une intégrale au sens de Lebesgue sur I (et on a

flf = —o0).



