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Eléments de corrigé

Partie I : questions de cours et d’application du cours
1. Cours et fait en TD.

2. Cours et fait en TD.

3. Application : Non c’est faux. Par Parseval on sait que % 02” 1fI?> = Cpez len(F)]2
Sous 1’hypothese de 1’énoncé on a que |c,|? ~ % lorsque n tend vers +oco. Donc la
série |c,|* est divergente. Ainsi [|f]|;2(0,0,[) = © et f n’est pas dans L2.

4. Par calcul, on a que [ fi(t)dt = f:“ e"'dt = (1 — 1). D’autre part, pour tout x €
R, il existe un entier 1y tel que f,,(x) = 0 pour n > ng. On a donc lim,_,e f(x) =0

Vx € R. Donc )
lim /fndA—/ lim fudd=1—- > 0.
n—-+oo JR R n—+o0 e

Le théoreme de convergence dominée ne s’applique pas sinon on aurait o. Et en
effet, on voit qu’il est impossible de trouver une fonction intégrable qui domine la
suite f, : on remarque que pour x € [n,n+ 1], fy(x) > 1, donc sup,|fu(x)| > Lxr,
qui n’est pas intégrable. (On ne peut pas non plus dominer la suite des fonctions a

partir d’un certain rang, pour une raison similaire.)

Partie II : exercices

5. Soit I = f]o oo x [a,5] f(x,y)dxdy. La fonction f étant positive mesurable (car conti-

nue) sur son domaine, on peut appliquer le théoréme de Tonelli, et chacune des
intégrales ci-dessous ont a un sens comme intégrales de Lebesgue. On a donc

I= /OOO (/ab exp(—xy)dy) dx = /Ooo% <e_’”‘ — e‘bx> dax.

D’autre part, en intégrant d’abord sur la variable x, on obtient par calcul élé-

mentaire,
b o b1
I = / (/ exp(—xy)dx) dy = / ydy = In(b) — In(a).
a 0 a

qui est donc la valeur de l'intégrale demandée.

6. (a) Soit g(t,x) = t* le~fe~#* On peut dominer g par |g(x,t)| = h(t) :=
t*~le~t, pour tout t > 0 et tout x € R. On a h(t) ~ t*~! lorsque t — 0.
Comme h(t) est positive, par critére de Riemann car « —1 > —1, on sait
que h est intégrable sur [0,1]. De plus par comparaison on sait que h(t) =



0(e~t/2) lorsque t — oo (car t*~1 = o(e!/2)). Donc h est intégrable sur [1, co|.
Donc t — g(f, x) est intégrable sur |0, o[ pour tout x € R.

D’autre part, g(x, t) est clairement C* en la variable x et £¢(x,t) = —itte~fe~i¥,
que l'on peut dominer comme suit :

%g(x,tﬂ < h(t):=t%"!, Vt>0, xecR

(qui ne dépend pas de x). La fonction h; se prolonge continument en 0 et
est intégrable en +4-co pour la méme raison que /. On peut donc appliquer
le théoréme de dérivation des intégrales a parametres et f est C! et

fl(x) = —i/o t*e e~ dt,

t(1+ix)

b) Par intégration par partie avec u = t* et v/ = ¢~ , on obtient,
g par p

e to—it —1 to—it * n © a1 —t —it
/ tYe et = | ———t%e e Y| 4+ , / e e L,
0 1+ix o 1l+ixJo

Comme lim;_,eo [t*efe | = limy_yo0 t*e¢™ ! = 0 et lim;_,o t¥e fe™™* = 0, le
premier terme est nul, et donc

/ —in *® a—1 _—t —itx
— t dt.
f) = o [ et

(c) On constate que f est solution de 1’équation différentielle linéaire f'(x) =
a(x)f(x), avec a(x) = 75 qui est une fonction continue sur R. Donc cette
ED admet une unique solution de la forme

) = F0)exp ([ atwny).

On voit que a(x) = % = —ioclJ:T — 72 On reconnait des dérivées
classiques et [; a(x)dx = —laln(1+ x?) — inarctan(x). Comme f(0) =

I'(«), on a le résultat.

(d) Ona|f(x)] =T(a)(1 +x2)~2% donc lorsque x — o0, |f(x)[* ~ T'(a)?|x| 2
qui est intégrable en oo par critére de Riemann car 2a > 1. Comme | f|? est
positive et continue sur R, cela donne [ |f|* < oo, donc f est dans L*(R).

Soit g(t) = t“‘le_tx]oloo[(t) alors ¢ est dans L1(R) (cf a)) et par définition
¢ = f. Par théoréeme de Plancherel on sait que | f| ;2 = v27||g]|;2. Par les
méme arguments qu’en a), on peut en effet vérifier que g est dans L?(R)
pour & > % Comme f et g sont dans L? on peut utiliser le théoréme d’in-
version de Fourier (pour la transformée de Fourier des fonctions L? définie
comme extension de la transformée sur L' N L?). On obtient

A

f(t) = &(t) = 2mg(—t) = 27[t]* e Mxpeq (1)
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(a)

(b)

(©)

(a)

(b)

(©)

En utilisant la 27-périodicité, par résultat du cours, on peut calculer les
coefficients de Fourier sur toute période, donc on a par calcul direct

T 1 e —e ™ (=1)"sinh(m)

1 )
C"(f) - E/nexp(x B znx)dx - 1-— in(_l)n 27 1—in T

ceci car et = (—1)" pour tout n € Z.

La fonction f étant C! par morceaux on peut appliquer la théoréme de
Dirichlet et donc la série de Fourier, notée Sf, converge simplement en tout
point et Sf(x) = 3(f(x*) + f(x~)). Comme f est continue sur | — 7, 7t[, on
aSf(x) =e"sur | —m, t[. Comme f(—7ntt) =e "et f(—n")=f(r") =
e’ (par périodicité), on a Sf(—r) = cosh(rm).

On a par b), Sf(—m) = cosh(7r). D’autre part
Sf(—m) = ) Cpe T = Y (—1)"cq

nez nez
sinh(77) 1

- T Z1—z'n

nez

sinh(77) 1 1 sinh(7) 1
s ( +1§11—in+1+in> T * gl—kn

7t cosh(71) —sinh(7)
2 sinh(7)

Remarque : on aurait aussi pu appliquer l'identité de Parseval, ¢ca marche.

Au final on obtient, )~ Tlnz = (mcoth(n) — 1) =

On sait que ([n,n + 1]),cz forme une partition dénombrable de R, on a
donc

A=UpezAN[n,n+1],
Par additivité dénombrable, on a A(A) = Y,cz A(A N [n,n+1]). D’autre
part, (A—n)N[0,1[= (AN [n,n+1[) — n, et par invariance par translation
de la mesure de Lebesgue, ona A(AN[n,n+1[) = A((A—n)N|0,1]). Ceci
conclut la preuve.

Supposons que les ensembles (A —n) N [0,1], n € Z, soient deux a deux
disjoints. Par additivité dénombrable on aurait

MA) =) M(A—=n)N0,1]) = AMU(A —n) N[0, 1) < A([0,1]) =1
nez
car (A —n)NJ[0,1[C [0,1[. Hors A(A) > 1 par hypothese.

Par b) on peut trouver n et m entiers distincts et x € (A —n)N[0,1, x €
(A—m)N[0,1. Onadonc y; € Aety, € A tels que x = y; —n, et
x = yp — m. On en déduit que y; — y» = n — m est un entier non nul.

)



