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Controle Partiel 2 - Corrigé

La soin apporté a la justification des réponses et a la présentation des copies sera un élément pris en
compte lors de la notation.
Comme dans le cours et les TD, on notera simplement dx pour désigner l’intégration par rapport a la

mesure de Lebesgue A(dx) sur R.
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On rappelle que pour tout réel z : 1 — cos(z) < %2 On rappelle la formule dérivée : arctan’(x) =
Questions de cours. Soit (X, 7, u) un espace mesuré.
1. Donner la définition de l'intégrale [ + Jdu d’une fonction f étagée positive sur X.

2. Donner la définition de lintégrale [  Jdp d’une fonction f mesurable positive sur X. Donner la
définition d’une fonction intégrable sur X.

, 11‘% < 1. Pour tout entier strictement positif n € N*,

n?(1 — cos(x))
1+ (nx)?

Exercice 1. Montrer que pour tout réel u € [0, 00|
on définit la fonction f, : [0,1] — R par f,(z) = . Montrer que la fonction f,, est bornée

sur [0, 1], uniformément en n. Calculer

lim fndz.
n—-+00 [0’1]

Correction Pour tout u € [0, 1] on a w?<1<1+4u?et pour u > 1 on a w <ud < 1—|—u3, d’ou u? <.

14u3 =
1 2
D’apres le rappel en début d’énoncé, pour tout = € [0,1], fn(z) < % < 1 d’apres la question

précédente. Comme f,, est positive (puisque cos(x) < 1), on a donc montré que pour tout z € [0, 1],
|fn(z)] <1, donc f,, est bornée uniformément en n.

Pour tout z €]0, 1],

| < 27722 s
- 14+ n3x3 n—oo

| fn()

et fn(0) = 0 pour tout n € N*. La suite f,, converge donc simplement vers 0 sur [0,1]. De plus, pour
tout n € N*| f,, est continue donc mesurable. On a aussi montré que la suite (f,,), est dominée par la
fonction constante égale a 1, qui est intégrable sur [0, 1] puisque [0, 1] est de mesure finie. On peut donc
appliquer le théoréeme de convergence dominée pour conclure que

0,

lim fn(x)dx = /[0 : lim f,(x)dz = 0.

Exercice 2. Soit p > 0, et

) .
- [y,
0 T

1. Justifier pourquoi l'intégrale dans la définition de F'(p) est bien définie pour p > 0.

2. Déterminer lim,_, o F(p).



3. Montrer que la fonction F(p) est continuement dérivable pour p > 0 et exprimez F’(p) sous la
forme d’une intégrale.

4. Calculer F'(p). Indication : on pourra vérifier que x + psmﬁ%e‘” est une primitive de
—e Prginx.

5. En déduire la valeur de F(p).

Correction

1. La fonction h(p,-) : @ —» e P*S2L egt continue sur R%. De plus, |h(p, )| < e P (car |S|12‘x| <1
pour tout z > 0), et la fonction x — e P* est intégrable sur R . D’ou U'intégrabilité de h(p,-) sur
Ry.

2. On peut appliquer le théoreme de convergence dominée, ou remarquer que la majoration a la
question précédente montre aussi que |F'(p)| < fR+ e P*dx = 1/p, donc F(p) — 0.

pP—00

3. Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivabilité des intégrales a parametre. On vient de voir

que pour tout p > 0, h(p,-) est intégrable. Pour tout = > 0, h(-,z) est clairement C!, de dérivée
ih(- x)(p) = —e PPsinx
dp

Soit € > 0. Alors pour tout p > € la dérivée est dominée par e~ ¥, ce qui est intégrable sur R;. On
peut donc appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a parametre, qui montre que F' est
Clet F'(p) = Jr, —e P sinada.

4. On vérifie facilement 'indication par dérivation. On obtient alors

. (o]
sinx 4 cosx 1
F'(p) = £ +2 e == 2
1+p 0 1+p
5. En intégrant, on obtient F(p) = —arctanp + C avec C' € R. La question 2 permet de déterminer

C, puisque lim,,_,+ arctan p = 7 /2. On doit donc avoir F(p) = m/2 — arctan p.

Exercice 3. 1. Montrer que pour tout p > 0, la fonction G(x,y) = cos(zy)e P* est intégrable sur

R+ X [O, 1]

2. En calculant de deux fagons l'intégrale de G sur Ry x [0, 1], retrouver le résultat de lexercice

précédent, c’est-a-dire calculez F(p) = [° e*p“i%dx.

Correction

1.

Soit p > 0. G est continue donc mesurable. Par un corollaire du théoreme de Tonelli, il suffit donc de
montrer que fR+ f[o 1] |G (z,y)|dydx < 0o (ou le méme résultat en inversant l'ordre d’intégration).

Pour tout (z,y) € Ry x [0,1],
Gz, y)] < e,

/ / |G (z,y)|dydx < / e PPdr =1/p < 0.
R, J[0,1] R,

Remarque Erreurs courantes dans les copies :

donc

(a) G n’est pas positive!

(b) Une fonction bornée n’est pas nécessairement intégrable si 'ensemble d’intégration est de
mesure infinie (par exemple, une fonction constante n’est pas intégrable sur R ).



2. D’apres la question précédente, G est intégrable sur Ry x [0, 1] donc on peut appliquer le théoréme
de Fubini & son intégrale :

1 1
/ G(%y)dkz(x,y):/ / G(w,y)dyde/ G(z,y)dzdy.
R+><[0,1] R+ 0 0 R+

Utilisons la premiere expression : pour tout z > 0,
! _ o [sin(zy)]' _ . sinz
/ G(z,y)dy =e P | ———=| =e Pr—.
0 x 0 T

L’intégrale de G sur Ry x [0, 1] est donc égale a F'(p).
Utilisons la deuxieme expression pour calculer cette quantité : pour tout y €]0, 1],

G(z,y)dr = Re </ ezxye‘”dx) :me< , > = Re < 192+zy2> = — P 5-
R, 0 p—iy P +y P+y

Reste a intégrer en y :

1 B 1/p 1/p
p u=y/p D 1 1
F(p) = 2 _dy = — = _pdu= ———du = arct - .
®) /0 P+ /0 P21+ a2y’ /0 T4 2 e (p>

Remarque C’est bien le méme résultat qu’a l’exercice 2 : pour tout x € R, arctan(1/z) = 7/2 —
arctan(x).

Exercice 4. Soit f : R — R une fonction borélienne.
1. On suppose f positive. Montrer que

/Olzf(:c+n)da::/Rf(a:)dx.

nel

2. En déduire que si f est intégrable pour la mesure de Lebesgue, > ., f(x + n) converge pour
presque tout = € [0, 1], puis montrer que c’est aussi vrai pour presque tout = € R.

Correction

1. Soient A est la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et u la mesure de comptage sur Z. Par théoreme de
Tonelli appliqué & A ® p et a la fonction positive sur [0,1] x Z (x,n) — f(x + n),

/01 S fa+n)de =3 /01 Flo+nyde TETY /n+1 F(z)dz = /Rf(x)dx.

nez neZ nez” ™
Remarque On pouvait aussi justifier linterversion série/intégrale dans la premiere égalité par
convergence monotone.

2. On ne suppose plus f positive. Comme [ intégrable, [ g |fl(z)dr < oo. Grace au résultat précédent
appliqué a |f|, fol Y onez |f(x 4+ n)|dr < oco. La fonction positive g :  — > . [f(z + n)| est
donc d’intégrale finie sur [0, 1], ce qui implique qu’elle est finie pour presque tout z € [0, 1] (car
fol g(x)dx > fg_l(oo) g(z)dx, et I'intégrale de droite est infinie sauf si A(g~!(00)) = 0). Pour presque
tout 2 € [0,1], on a donc ), f(x 4+ n) qui converge absolument, et donc qui converge.

Pour tout z € R, > ., |f(x +n)| = >,z |f(x — [z] +n)|, avec  — |x] € [0,1]. Considérons
I’ensemble
B={reR: Y |f(x—|x]+mn) diverge}.
nez
On peut aussi écrire

B={y+k:yel01],ke Z,Z |f(y + k +n)| diverge} = Ugez Bk,
nez
ou By ={y+k :y € (0,13, |f(y+k+mn)|diverge} ={y+k :y € [01],3,,|f(y+
n)| diverge}. Par invariance par translation de la mesure de Lebesgue, comme \(By) = 0, By, est
de mesure nulle pour tout k € Z. Par suite, B est de mesure nulle comme union dénombrable
d’ensembles de mesure nulle.



