
Université Claude Bernard Lyon 1 Licence de mathématiques 3e année
UE Mesure et intégration & Éléments d’analyse fonctionnelle Année 2023–2024

Feuille de TD # 5

Mesures produit

Notations
1. νn est la la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne BRn de Rn.

2. λn est la mesure de Lebesgue sur la tribu de Lebesgue Ln de Rn.

3. λ est la mesure de Lebesgue sur la tribu de Lebesgue L1 de R. (Donc λ “ λ1.)

Exercice # 1. Soient X , Y a. p. d., et µ, respectivement ν, la mesure de comptage sur X ,
respectivement Y .

a) Montrer que PpXq bPpY q “ PpX ˆ Y q.
b) Montrer que µb ν est la mesure de comptage surX ˆ Y .

Exercice # 2. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) T bS “ tAˆB ; A P T , B P S u.
b) BRn bBRm “ BRn`m .

c) Ln bLm “ Ln`m.

d) νn b νm “ νn`m.

e) λn b λm “ λn`m.

f) Soient pX,T , µq et pY,S , νqdes espaces mesurés, avecµ et ν σ-finies. SoitE P T bS .
Si νpExq “ 0 pour (presque) tout x P X , alors µb νpEq “ 0.

g) Si µ et ν sont des mesures σ-finies, alors µb ν est σ-finie.

Exercice # 3. SoitD :“ tpx, yq P R2 ; x ľ 0, y ľ 0, x` y ĺ 1u.
a) Dessiner le domaineD dans le plan et déterminerDx etDy, @x, y P R.

b) Montrer queD est borélien.

c) Calculer l’aire deD et
´

D
px2 ` y2q dxdy.

Exercice # 4. Calculer l’aire d’un disque.

Exercice # 5. a) Calculer
´

r0,1s2 xe
xy dxdy.

b) Calculer
ˆ

∆

1

1` x2 ` y2
dxdy, où ∆ :“ tpx, yq P R2 ; 0 ĺ x, y ĺ 1, 0 ă x2 ` y2 ĺ 1u.

Exercice # 6. Dans R3, nous considérons :

(i) La demi-boule ferméeD :“ tpx, y, zq P R3 ; z ľ 0, x2 ` y2 ` z2 ĺ 1u.
(ii) Le cône pleinK :“ tpx, y, zq P R3 ; 0 ĺ z ĺ 1, x2 ` y2 ĺ z2u.

(iii) Le cylindre pleinC :“ tpx, y, zq P R3 ; 0 ĺ z ĺ 1, x2 ` y2 ĺ 1u.
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En examinant les aires des coupes des ces trois solides à la hauteur z, retrouver l’identité
d’Archimède :

volpCq “ volpDq ` volpKq,
« vol » désignant le volume d’un solide.

Vérifier cette identité à l’aide de formules connues.

Exercice # 7. Dans R3, calculer le volume d’un cylindre (plein), pas nécessairement circu-
laire ou droit, en fonction de l’aire de sa base et de sa hauteur. Généralisation à Rn ?

Exercice # 8. a) Montrer que, si H est une homothétie de rapport k dans Rn, alors

µnpH pAqq “ kn µnpAq, @A P BRn .

b) Comme application, calculer le volume d’une pyramide dans R3 en fonction de l’aire de
sa base et de sa hauteur.

c) DansR3, deux pyramides qui ont la même base et la même hauteur ont le même volume.
d) Généralisation à d’autres formes et dimensions?

Exercice # 9. Dans R3, on considère deux cylindres (pleins) circulaires droits infinis de
rayon 1. Si les axes des cylindres sont concurrents et orthogonaux, calculer le volume de
leur intersection.

Exercice # 10. Pour x P R et y ą 0, soit fpx, yq :“ yx. Soient a et b tels que´1 ă a ă b.
a) Montrer que f est λ2-intégrable sur ra, bs ˆ r0, 1s.
b) Trouver la valeur de l’intégrale I :“

ˆ 1

0

yb ´ ya
ln y

dy.

Exercice # 11. Pour y ą 0, soit fypx, tq :“ 1

p1` x2t2qp1` y2t2q , avec x, t P R.

a) Montrer que fy est λ2-intégrable sur r0, 1s ˆ R`.

b) Soit gpy, tq :“ ´ 1

0
fypx, tq dx. Montrer que g est λ2-intégrable sur r0, 1s ˆ R`.

c) Trouver la valeur de l’intégrale I :“
ˆ 8

0

ˆ
arctan t

t

˙2

dt.

Exercice # 12. a) Montrer que l’intégrale généralisée I :“
ˆ 8

0

lnx

x2 ´ 1
dx existe et que I “

2

ˆ 1

0

lnx

x2 ´ 1
dx.

b) Calculer de deux façons différentes l’intégrale
ˆ

R`ˆR`

dxdy

p1` yqp1` x2yq .

En déduire que I “ π2{4.
c) Déduire des questions précédentes et d’un développement en série entière de la fonction

x ÞÑ 1

1´ x2
que

ÿ

nľ0

1

p2n` 1q2 “
π2

8
et

ÿ

nľ1

1

n2
“ π2

6
.
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Exercice # 13. En calculant de deux façons différentes l’intégrale

I :“
ˆ 8

0

ˆ
ˆ 1

0

e´x sinp2xyq dy
˙
dx,

déterminer la valeur de
ˆ 8

0

e´x
sin2 x

x
dx.

Exercice # 14. (Variables aléatoires indépendantes à densité) Soit pX,T , P qun espace pro-
babilisé. Soient f, g : X Ñ R deux variables aléatoires indépendantes (voir l’exercice # 32
de la feuille # 3). Supposons que la loi f˚P “ Pf de f (respectivement la loi g˚P “ Pg de g)
a la densité F (respectivementG) par rapport à ν1 (voir les exercices # 33 et 34 de la feuille
# 3).

Soit

F bG : R2 Ñ r0,8s, F bGpx, yq :“ F pxqGpyq, @ px, yq P R2.

Nous considérons le couple pf, gq : X Ñ R2 (qui est un vecteur aléatoire, en langage
probabiliste). Montrer que la loi pf, gq˚P “ Ppf,gq de pf, gq a la densité F bG par rapport à
ν2.

Exercice # 15. (Transformée de Fourier d’une mesure) Soit µ une mesure borélienne finie
dans R. La transformée de Fourier de la mesure µ est définie par

ϕpxq :“
ˆ

R
exp p´ıxtq dµptq, @x P R.

(En théorie des probabilités, on travaille plutôt avec la fonction caractéristique deµ, définie par

ψpxq :“ ϕp´xq “
ˆ

R
exp pıxtq dµptq, @x P R.q

a) Montrer que la fonction ϕ est continue et bornée sur R.
b) Soient n ľ 1 et a P R. Montrer que

1

2n

ˆ n

´n
exp pıaxqϕpxq dx “

ˆ

R
Knpt´ aq dµptq,

oùKn est une fonction que l’on explicitera.

c) Déterminer lim
n

1

2n

ˆ n

´n
exp pıaxqϕpxq dx.

d) En déduire que, si lim
|x|Ñ8

ϕpxq “ 0, alors µ est une mesure diffuse.

e) Même conclusion si ϕ est Lebesgue intégrable sur R.

Exercice # 16. Soit µ la mesure de comptage sur pr0, 1s,Br0,1sq.
a) Soit ∆ :“ tpx, xq ; x P r0, 1su. ∆ est-il un borélien de R2 ? De r0, 1s2 ?
b) Justifier l’existence des intégrales itérées suivantes, et les calculer.

I1 :“
ˆ

r0,1s

ˆ
ˆ

r0,1s
χ∆px, yq dλpxq

˙
dµpyq,

I2 :“
ˆ

r0,1s

ˆ
ˆ

r0,1s
χ∆px, yq dµpyq

˙
dλpxq.
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c) Quelle hypothèse d’un théorème important n’est pas satisfaite?

Exercice # 17. a) Énoncer les hypothèses et les conclusions des théorèmes de Tonelli et Fu-
bini pour la mesure de comptage sur Nˆ N.

b) Soit

f : Nˆ NÑ R, fpn,mq :“

$
’&
’%

1, si n “ m´ 1

´1, si n “ m` 1

0, si n “ m˘ 1

.

Calculer
ř
n

ř
m fpn,mq et

ř
m

ř
n fpn,mq, et vérifier si les conditions de point précé-

dent sont satisfaites.

Exercice # 18. Pour px, yq P r´1, 1s2, soit

fpx, yq :“
#
pxyq{px2 ` y2q2, si px, yq ‰ p0, 0q
0, sinon

.

a) Montrer que les intégrales itérées de f existent et sont égales.
b) La fonction f est-elle λ2-intégrable sur r´1, 1s2 ?

Exercice # 19. Soient µ1, µ2 deux mesures boréliennes, σ-finies, non nulles, sur R, telles
que

µ1 b µ2pR2z∆q “ 0, où ∆ :“ tpx, xq ; x P Ru.
Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe a P R et b1, b2 Ps0,8r tels que µ1 “ b1 δa
et µ2 “ b2 δa. (Et réciproquement.)

a) Montrer que siA1, A2 P BR sont tels que µ1pA1q ą 0 et µ2pA2q ą 0, alors µ1bµ2pA1ˆ
A2q ą 0.

b) AvecA1,A2 comme ci-dessus, en déduire que pA1ˆA2qX∆ ‰ H, puis queA1XA2 ‰ H.

c) Soit A P BR tel que µ1pAq ą 0. En utilisant les questions précédentes, montrer que
µ2pRzAq “ 0, puis que µ2pAq ą 0, et enfin que µ1pRzAq “ 0.

d) Conclure en utilisant l’exercice # 42 de la feuille #2.

Exercice # 20. Soit µ la mesure de comptage sur N, ν une mesure σ-finie sur X , et soient
fn : X Ñ R des fonction mesurables, @n P N. Soit fpn, xq :“ fnpxq, @n P N, @x P X .

a) Quelles hypothèses supplémentaires doit-on ajouter pour pouvoir appliquer le théorème
de Tonelli à µb ν et à f , et quelle est l’identité obtenue?

b) Quelles hypothèses supplémentaires doit-on ajouter pour appliquer le théorème de Fu-
bini à µb ν et à f , et quelle est l’identité obtenue?

c) Les identités obtenues dans les deux questions précédentes restent-elles valides si ν n’est
plus supposée σ-finie?

Exercice # 21. Soient µ, ν deux probabilités sur BR. Soient

Fµptq :“ µpst,8rq, Gµptq :“ µps ´ 8, tsq, Hµptq :“ µpttuq, @ t P R.
On définit de manière analogue Fν ,Gν etHν .

a) Montrer que les fonctions Fµ,Gµ etHµ sont boréliennes.
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b) Montrer que
´

R Fµ dν “
´

RpGν ´Hνq dµ.

c) SoientDµ :“ tt P R ; Hµptq ‰ 0u etDν :“ tt P R ; Hνptq ‰ 0u.
(i) Expliquer pourquoi les ensemblesDµ etDν sont a. p. d.

(ii) Montrer l’égalité suivante :
ˆ

R
Fµ dν `

ˆ

R
Fν dµ`

ÿ

tPDµXDν
HµptqHνptq “ 1.

Exercice # 22. Soit µ une mesure borélienne finie dans R. Soit

Hµpx, yq :“ 1

π

ˆ

R

y

y2 ` px´ tq2 dµptq, @x P R, @ y ą 0.

Par analogie avec l’exercice # 21 de la feuille # 4,Hµ est l’extension harmonique de µ.

Le but de cet exercice est de montrer que siHµ “ Hν , alors µ “ ν.

a) Montrer queHµ est continue.

b) Soit x P R. Déterminer lim
yŒ0

y Hµpx, yq.

c) Soient a ă b deux réels. Déterminer lim
yŒ0

ˆ b

a

Hµpx, yq dx.

d) Soit ν une autre mesure borélienne finie dans R. On suppose que Hµ “ Hν . Montrer
que µ “ ν.
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