Université Claude Bernard Lyon 1 Licence de mathématiques 3¢ année
UE Mesure et intégration & Eléments d’analyse fonctionnelle Année 2023-2024

Feuille de TD # 6
Changement de variables

Notations
a) Pourz > 0,I(z) := fooo t*te~t dt €]0, o[ (C’est la fonction Gamma d’Euler).
b) v, estla mesure de Lebesgue sur les boréliens de R™.

c) A, estlamesure de Lebesgue (complete) dans R™.

Exercice # 1. On demande de calculer

Tod
I::/ _
o l+cos?x

Voici une « solution ».

4 dx ™1 +tan’x
I_/ 1 _/ 2+tan2mdx‘
0 1_|_ 0

1+ tan?zx

dr = (1 + tan® ) dz, ot

En posant? := tan x, nous avons dt =

tan dt 0 dt
[ e [ e
tano 2+ 1 0 2+t

a) Pourquoi est-ce manifestement faux?

cos? x

b) Ou estl'erreur de raisonnement?
¢) Quelle estlavaleurde I?
Exercice # 2. Vrai ou faux. Si ® :]a, b[—]c, d[ est un C*-difféomorphisme et f :]c,d[— R

est mesurable, alors

[ s = [ sewyewa

au sens du théoréme de changement de variables.

Exercice # 3. (Fonction Béta d’Euler)

a) Montrer que, Vo > 0,Vy > 0, lapplication t — t*71(1 — ¢)¥~! est \;-intégrable sur
10, 1.
La fonction Béta d’Euler est définie par

1
B(x,y) := / t" N1 -ty tdt, Yo,y > 0.
0
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b) Soientz > 0,y > Oet] := / t7=1 gv=1 e=(+9) dsdt. Calculer I en utilisant le
ijRi

changement de variables dans R?: v = tetv =t + s.

¢) En calculant I d’'une autre maniére, établir, pour z, y > 0, 'identité

I'(z)T'(y)

C(z+y)’ @

B(ZL’,y) =

Exercice # 4. a) Soit H : R?* — R?, H(u,v) := (s,t),avec s := uwvett := u(l — v).
Montrer que H est un C''-difféomorphisme de l'ouvert U =]0, co[ x |0, 1[ sur (R* )2

b) Calculer I'intégrale I de I'exercice précédent en utilisant le changement de variables H,
et retrouver I'identité (1).

Exercice #5. a) Ca.lculer/ 5 drdy, ou A = {(z,y) € R2;0<z,y<1,0<
Yy

Al+a?+
z? +y? < 1}
R
b) Calculer l'aire de D := {(:B,y) e R?: — + 2 <lLz>0,y=> 0} (avec a,b > 0 para-
a
metres).

¢) Calculer [, (2 + y?) dady.

d) Soienta,b > 1.Calculerlaire de B, ou B est 'ouvert délimité par les courbes d’équation
y=ax,y=x/a,y =b/rety = 1/(bx) et contenant le point (1, 1).

Exercice # 6. Pourn > 1,soitU, :== {r e R"; 21 > 0,...,2, > 0,21 + --- + z, < 1}.
Soit S,, := A, (U,,). Etablir une relation entre S,, et S,,_;. En déduire la valeur de S,,.

Exercice # 7. Soient(0 < a < b. Soit
D:={(r,y)eR*; 0<x<y<+va2+leta<uxy<b}.

a) Montrer que D est un borélien.

b) Alaide du changement de variables u := y? — 22, v := zy, que 'on justifiera, calculer
Vintégrale I := [ (y*> — 2*)™ (2* + y?) dzdy en fonction de a et b.

Exercice # 8. Soit U la partie de R? définie par
U:={(u,v,w)eR’; u>0v>0w>0,uv<1l,uw<1vw<1}.

a) Montrer que U est borélien.

b) Calculer I := [,; uvw dudvdw. On pourra, apres lavoir justifié, utiliser le changement
de variables suivant :

(2,9, 2) = @(u,v,w) = (Vow, Vwu, vuv).

Exercice # 9. Soit f : RY — R, une fonction borélienne. Pour a, b, ¢ > 0 fixés, soit
L a—1_b—1 _c—1
Iope = Ty 2 fr +y + 2) dedydz.
(R¥)3

X +
etw = —y.Montrer
rT+y rT+y+z

que H estun C'-difféomorphisme de (R* )® sur un ouvert U de R? que 'on déterminera.

a) Soit (z,vy, 2) A (u,v,w),o0u:=x+y+ 2,0 :=
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b) En utilisant H et la formule (1), en déduire que

D(a) D(b) T(c)

” a+b+c—1
I'(a+b+c) /0 " J(u) du. @)

]a,b,c =

Exercice # 10. Soient «, 3, > 0. Soit

J-—/ dxdydz
. (R¥)3 1+xa+yﬁ+z7'

A quelle condition sur «, 3, , l'intégrale .J est-elle finie?

Trouver la réponse de deux fagons diftérentes :
a) En utilisant le théoréme de Tonelli.
b) En utilisant (2).
Exercice # 11. Soit B := {(z,y,2) e R®; 2% + y> + 22 < 1}.

a) Calculer
L:= / ||t |y [Pt |27t dadydz
B

(@) En utilisant les coordonnées sphériques.
(b) En utilisant (2).
b) Que retrouve-t-ondanslecasa =b=c=1?

Exercice # 12. Rappelons que fooo e dt = 13/ Soit
w0 2 2
H,(z):= / e~ gt Ya >0,z = 0.
0

a) Montrer que la fonction H, : [0, oo[— R est continue.

b) Calculer H,(0).

¢) Montrer que la fonction H, est dérivable sur |0, cof.

d) Calculer, pourz > 0, H.(z) en fonction de H,(z). Indication : utiliser le changement de

) o) ..
variable ¢t := —, avec « convenablement choisi.
S

e) Endéduire que

1
H,(z) = 5\/?62\/@, Va>0,Vz>0. (3)

Exercice # 13. Pour o > (), soit

J(a) := / e~ @ /) o112 gy,
(R%)?

VT ().

a) En utilisant (3), montrer que J(a) = SatT

b) En utilisant le changement de variables u := xy?, v := x/y?, que l'on justifiera, montrer

que
o= Qr(e3)




¢) Endéduire la formule I’ <%> r (a b 1> VT I'a),a > 0.

2 - Qa—1
. : . . P e’ +e "
Exercice # 14. Rappelons quela fonction cosinus hyperbolique est définie par cosh x := —5
a) Nous considérons les intégrales suivantes
e dsdt o / dsdt . / dudv
o R2 coshs +cosht’ ~ ° Jgo coshs+cosht’ ~ " Jge coshu coshv’

(i) Vérifierque B = 4AetC = 7.
(i) En utilisant le changement de variables s := u — v,t := u + v, calculer B, puis A.
b) Soit H : R% — R, définie par H(x) := fOOC exp(—x cosht) dt.

(i) Démontrer que H est décroissante et continue sur |0, oo[. Déterminer les limites
de H en 0 et a 'infini.

(ii) Montrer que [,” H(z)dx = 7/2.
(ii) En utilisant lintégrale A, montrer que [°[H (z)]* dz = 7%/4.

. . dxd
Exercice # 15. Soit .J ::/ e .
10,1[x]0,1[ -y

1
a) Montrer que J = Z —5-
n

n>1

b) Effectuer le changement de variables z := u — vety := u + v et en déduire que

2 dudv
T= | T
QL — u“ + v
ou () est un quadrilatére du plan que 'on déterminera.

c¢) Effectuer le changement de variable u := cost et en déduire que J = 72/6. Rappels :

1— t
,—CC;S = tan(t/2),Vt € R\w Z, etarctan(z) + arctan(1/z) = 7/2,V z € R.
sin

Exercice # 16. (Théoreme du changement de variable dans R) Soit ¢ :]a, b[—]c, d|, avec
Ja, b, Je, d[< R. Nous supposons ® un C''-difféomorphisme, c’est-a-dire: ® € C*,  bijectif
et ®'(z) # 0,V z €la, b.

a) Montrer que 9’ est de signe constant sur |a, b|.

Dans la suite nous supposons ®'(x) > 0, Vx €|a, b[. Nous nous proposons de montrer
la validité du théoreme du changement de variable : si f :]c, d[— R est borélienne et si
g(y) == f(P(y)) ®'(y), Vy €]a, b[, alors f a une intégrale de Lebesgue si et seulement si
g enaune et dans ce cas

d b
fdv, = / g dvy, ouencore / f(x)dx = / f(@(y)) D' (y) dy. @)
e d[ ]a,b[ c a

b) Montrer la validité de (4) si f := x;, avec I ¢, d| intervalle.

c¢) Endéduire que (4) estvraiesi f = x, avec B € ). q[. Indication : classe monotone.
d) Endéduire que (4) est vraie si f est borélienne positive.

e) Conclure.

f) Etsi f est Lebesgue mesurable?



g) Etsid’(x) <0,Vz€]a,b|?

Exercice # 17. Soient f,g : R” — R deux fonctions Lebesgue mesurables. Nous nous
proposons de montrer 'égalité

. fle—=y)gly)dy= | [fly) gz —y)dy, VzeR" ©)

Rﬂ/
a) Donner un sens a I'égalité (5).
b) Lajustifier.
Exercice # 18. Soit | | la norme euclidienne standard sur R". Soit f :]0, co[— R une fonc-
tion borélienne.

a) Nous nous proposons de montrer qu’il existe une constante C' €]0, o[ (dépendant uni-
quement de n, en particulier indépendante de f) telle que

f(jz|)dx =C / "1 f(r) dr. (6)
Rn

0
(i) Donner un sens a I'égalité (6).

(i1) Lajustifier (pour C convenable).

2 7"/
I'(n/2)
¢) Calculer, en fonction de la fonction I, le volume de la boule euclidienne unité.

b) En calculant de deux fagons différentes [, e~ 11” dz, montrer que C' =

Exercice # 19. Soit || | une norme quelconque sur R”. Nous nous proposons de trouver un
analogue de I'égalité (6) de lexercice précédent pour le calcul de l'intégrale [, f(||z[|) dz,
ot f :]0,0[— R est borélienne.

a) Supposons d’abord f > 0. En utilisant les coordonnées sphériques, montrer I'existence
d’une constante C’ €]0, o[ telle que

F(l]) de = € / L f () dr. )
Rn 0

b) Montrer que (7) reste encore vraie (dans un sens a expliquer) si f n’est plus supposée
positive.

¢) Soient U := {z € R"; ||z| > 1} eta € R. Quelle est la nature de [, ||z|| * dz?

Exercice # 20. Soit f € Z'(R). Montrer I'égalité

/R F(a) di = /R Flo— 1)) d.

Exercice # 21. Pour toute fonction F' : R — R borélienne et bornée, soit

o F(z +y) .
I(F) = /RQ m2(1 + 22)(1 + y?) dady.

a) Montrer que I(F') est bien définie.
b) Calculer I(F)si F(x) :=sinx,Vx € R.

c) Montrer, en utilisant un changement de variables, que

Pla +y) [ _Fe)
/RQ 1T 201 1 7)o = Q/R T+ >
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d) Soit F)\(x) := cos (\x),Vz € R, avec A € R paramétre. Soit G(\) := I(F)). Ecrire G
comme la transformée de Fourier d’'une fonction que I'on précisera.

e) Montrer que, pour toute fonction F' : R — R borélienne et bornée, nous avons

2 2 F
/ F L) ewtrzvr dxdy = 2/ (2) dz.
R2 Yy R 1 +22




