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Feuille de TD # 6

Changement de variables

Notations
a) Pour x ą 0, Γpxq :“ ´ 8

0
tx´1e´t dt Ps0,8r (c’est la fonction Gamma d’Euler).

b) νn est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de Rn.

c) λn est la mesure de Lebesgue (complète) dans Rn.

Exercice # 1. On demande de calculer

I :“
ˆ π

0

dx

1` cos2 x
.

Voici une « solution ».

I “
ˆ π

0

dx

1` 1

1` tan2 x

“
ˆ π

0

1` tan2 x

2` tan2 x
dx.

En posant t :“ tanx, nous avons dt “ 1

cos2 x
dx “ p1` tan2 xq dx, d’où

I “
ˆ tanπ

tan 0

dt

2` t2 “
ˆ 0

0

dt

2` t2 “ 0.

a) Pourquoi est-ce manifestement faux?

b) Où est l’erreur de raisonnement?

c) Quelle est la valeur de I ?

Exercice # 2. Vrai ou faux. Si Φ :sa, brÑsc, dr est un C1-difféomorphisme et f :sc, drÑ R
est mesurable, alors

ˆ d

c

fpxq dx “
ˆ b

a

fpΦpyqqΦ1pyq dy

au sens du théorème de changement de variables.

Exercice # 3. (Fonction Bêta d’Euler)

a) Montrer que, @x ą 0, @ y ą 0, l’application t Ñ tx´1p1 ´ tqy´1 est λ1-intégrable sur
s0, 1r.
La fonction Bêta d’Euler est définie par

Bpx, yq :“
ˆ 1

0

tx´1p1´ tqy´1 dt, @x, y ą 0.
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b) Soient x ą 0, y ą 0 et I :“
ˆ

R˚`ˆR˚`
tx´1 sy´1 e´pt`sq dsdt. Calculer I en utilisant le

changement de variables dans R2 : u “ t et v “ t` s.

c) En calculant I d’une autre manière, établir, pour x, y ą 0, l’identité

Bpx, yq “ ΓpxqΓpyq
Γpx` yq . (1)

Exercice # 4. a) Soit H : R2 Ñ R2, Hpu, vq :“ ps, tq, avec s :“ uv et t :“ up1 ´ vq.
Montrer queH est unC1-difféomorphisme de l’ouvert U “s0,8rˆs0, 1r sur pR˚̀ q2.

b) Calculer l’intégrale I de l’exercice précédent en utilisant le changement de variables H ,
et retrouver l’identité (1).

Exercice # 5. a) Calculer
ˆ

∆

1

1` x2 ` y2
dxdy, où ∆ :“ tpx, yq P R2 ; 0 ĺ x, y ĺ 1, 0 ă

x2 ` y2 ĺ 1u.
b) Calculer l’aire de D :“

"
px, yq P R2 ;

x2

a2
` y2

b2
ĺ 1; x ľ 0, y ľ 0

*
(avec a, b ą 0 para-

mètres).

c) Calculer
´

D
px2 ` y2q dxdy.

d) Soient a, b ą 1. Calculer l’aire deB, oùB est l’ouvert délimité par les courbes d’équation
y “ ax, y “ x{a, y “ b{x et y “ 1{pbxq et contenant le point p1, 1q.

Exercice # 6. Pour n ľ 1, soit Un :“ tx P Rn ; x1 ą 0, . . . , xn ą 0, x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ă 1u.
Soit Sn :“ λnpUnq. Etablir une relation entre Sn et Sn´1. En déduire la valeur de Sn.

Exercice # 7. Soient 0 ĺ a ă b. Soit

D :“ tpx, yq P R2 ; 0 ă x ă y ă ?x2 ` 1 et a ă xy ă bu.
a) Montrer queD est un borélien.

b) À l’aide du changement de variables u :“ y2 ´ x2, v :“ xy, que l’on justifiera, calculer
l’intégrale I :“ ´

D
py2 ´ x2qxy px2 ` y2q dxdy en fonction de a et b.

Exercice # 8. Soit U la partie de R3 définie par

U :“ tpu, v, wq P R3 ; u ą 0, v ą 0, w ą 0, uv ă 1, uw ă 1, vw ă 1u.
a) Montrer que U est borélien.

b) Calculer I :“ ´

U
u v w dudvdw. On pourra, après l’avoir justifié, utiliser le changement

de variables suivant :

px, y, zq “ Φpu, v, wq :“ p?vw,?wu,?uvq.
Exercice # 9. Soit f : R˚̀ Ñ R` une fonction borélienne. Pour a, b, c ą 0 fixés, soit

Ia,b,c :“
ˆ

pR˚`q3
xa´1 yb´1 zc´1 fpx` y ` zq dxdydz.

a) Soit px, y, zq HÞÝÝÑ pu, v, wq, où u :“ x ` y ` z, v :“ x

x` y etw :“ x` y
x` y ` z . Montrer

queH est unC1-difféomorphisme de pR˚̀ q3 sur un ouvertU deR3 que l’on déterminera.
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b) En utilisantH et la formule (1), en déduire que

Ia,b,c “ ΓpaqΓpbqΓpcq
Γpa` b` cq

ˆ 8

0

ua`b`c´1 fpuq du. (2)

Exercice # 10. Soient α, β, γ ą 0. Soit

J :“
ˆ

pR˚`q3
dxdydz

1` xα ` yβ ` zγ .

A quelle condition sur α, β, γ, l’intégrale J est-elle finie?

Trouver la réponse de deux façons différentes :
a) En utilisant le théorème de Tonelli.
b) En utilisant (2).

Exercice # 11. SoitB :“ tpx, y, zq P R3 ; x2 ` y2 ` z2 ă 1u.
a) Calculer

L :“
ˆ

B

|x|a´1 |y|b´1 |z|c´1 dxdydz :

(a) En utilisant les coordonnées sphériques.
(b) En utilisant (2).

b) Que retrouve-t-on dans le cas a “ b “ c “ 1?

Exercice # 12. Rappelons que
´ 8

0
e´t2dt “ 1

2

?
π. Soit

Hapxq :“
ˆ 8

0

e´pat
2`x{t2q dt, @ a ą 0, @x ľ 0.

a) Montrer que la fonctionHa : r0,8rÑ R est continue.
b) CalculerHap0q.
c) Montrer que la fonctionHa est dérivable sur s0,8r.
d) Calculer, pour x ą 0,H 1

apxq en fonction deHapxq. Indication : utiliser le changement de
variable t :“ α

s
, avec α convenablement choisi.

e) En déduire que

Hapxq “ 1

2

c
π

a
e´2

?
ax, @ a ą 0, @x ľ 0. (3)

Exercice # 13. Pour α ą 0, soit

Jpαq :“
ˆ

pR˚`q2
e´pxy

2`x{y2q xα´1{2 dxdy.

a) En utilisant (3), montrer que Jpαq “
?
π

2α`1
Γpαq.

b) En utilisant le changement de variables u :“ xy2, v :“ x{y2, que l’on justifiera, montrer
que

Jpαq “ 1

4
Γ
´α

2

¯
Γ

ˆ
α ` 1

2

˙
.
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c) En déduire la formule Γ
´α

2

¯
Γ

ˆ
α ` 1

2

˙
“
?
π

2α´1
Γpαq, α ą 0.

Exercice # 14. Rappelons que la fonction cosinus hyperbolique est définie par coshx :“ ex ` e´x
2

.

a) Nous considérons les intégrales suivantes

A :“
ˆ

R2`

dsdt

cosh s` cosh t
, B :“

ˆ

R2

dsdt

cosh s` cosh t
, C :“

ˆ

R2

dudv

coshu cosh v
.

(i) Vérifier queB “ 4A etC “ π2.
(ii) En utilisant le changement de variables s :“ u´ v, t :“ u` v, calculerB, puisA.

b) SoitH : R˚̀ Ñ R, définie parHpxq :“ ´ 8
0

expp´x cosh tq dt.
(i) Démontrer que H est décroissante et continue sur s0,8r. Déterminer les limites

deH en 0 et à l’infini.
(ii) Montrer que

´ 8
0
Hpxq dx “ π{2.

(iii) En utilisant l’intégraleA, montrer que
´ 8

0
rHpxqs2 dx “ π2{4.

Exercice # 15. Soit J :“
ˆ

s0,1rˆs0,1r

dxdy

1´ xy .

a) Montrer que J “
ÿ

nľ1

1

n2
.

b) Effectuer le changement de variables x :“ u´ v et y :“ u` v et en déduire que

J “
ˆ

Q

2 dudv

1´ u2 ` v2
,

oùQ est un quadrilatère du plan que l’on déterminera.
c) Effectuer le changement de variable u :“ cos t et en déduire que J “ π2{6. Rappels :

1´ cos t

sin t
“ tanpt{2q, @ t P Rzπ Z, et arctanpzq ` arctanp1{zq “ π{2, @ z P R.

Exercice # 16. (Théorème du changement de variable dans R) Soit Φ :sa, brÑsc, dr, avec
sa, br, sc, drĂ R. Nous supposons Φ unC1-difféomorphisme, c’est-à-dire : Φ P C1, Φ bijectif
et Φ1pxq ‰ 0, @x Psa, br.
a) Montrer que Φ1 est de signe constant sur sa, br.

Dans la suite nous supposons Φ1pxq ą 0, @x Psa, br. Nous nous proposons de montrer
la validité du théorème du changement de variable : si f :sc, drÑ R est borélienne et si
gpyq :“ fpΦpyqqΦ1pyq, @ y Psa, br, alors f a une intégrale de Lebesgue si et seulement si
g en a une et dans ce cas

ˆ

sc,dr
f dν1 “

ˆ

sa,br
g dν1, ou encore

ˆ d

c

fpxq dx “
ˆ b

a

fpΦpyqqΦ1pyq dy. (4)

b) Montrer la validité de (4) si f :“ χI , avec I Ăsc, dr intervalle.
c) En déduire que (4) est vraie si f “ χB , avecB P Bsc,dr. Indication : classe monotone.
d) En déduire que (4) est vraie si f est borélienne positive.
e) Conclure.
f) Et si f est Lebesgue mesurable?
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g) Et si Φ1pxq ă 0, @x Psa, br?
Exercice # 17. Soient f, g : Rn Ñ R deux fonctions Lebesgue mesurables. Nous nous
proposons de montrer l’égalité

ˆ

Rn
fpx´ yq gpyq dy “

ˆ

Rn
fpyq gpx´ yq dy, @x P Rn. (5)

a) Donner un sens à l’égalité (5).
b) La justifier.

Exercice # 18. Soit | | la norme euclidienne standard sur Rn. Soit f :s0,8rÑ R une fonc-
tion borélienne.
a) Nous nous proposons de montrer qu’il existe une constante C Ps0,8r (dépendant uni-

quement de n, en particulier indépendante de f ) telle que
ˆ

Rn
fp|x|q dx “ C

ˆ 8

0

rn´1 fprq dr. (6)

(i) Donner un sens à l’égalité (6).
(ii) La justifier (pourC convenable).

b) En calculant de deux façons différentes
´

Rn e
´|x|2 dx, montrer queC “ 2πn{2

Γpn{2q .

c) Calculer, en fonction de la fonction Γ, le volume de la boule euclidienne unité.

Exercice # 19. Soit || || une norme quelconque sur Rn. Nous nous proposons de trouver un
analogue de l’égalité (6) de l’exercice précédent pour le calcul de l’intégrale

´

Rn fp||x||q dx,
où f :s0,8rÑ R est borélienne.
a) Supposons d’abord f ľ 0. En utilisant les coordonnées sphériques, montrer l’existence

d’une constanteC 1 Ps0,8r telle que
ˆ

Rn
fp||x||q dx “ C 1

ˆ 8

0

rn´1 fprq dr. (7)

b) Montrer que (7) reste encore vraie (dans un sens à expliquer) si f n’est plus supposée
positive.

c) Soient U :“ tx P Rn ; ||x|| ą 1u et a P R. Quelle est la nature de
´

U
||x||´a dx?

Exercice # 20. Soit f P L 1pRq. Montrer l’égalité
ˆ

R
fpxq dx “

ˆ

R
fpx´ 1{xq dx.

Exercice # 21. Pour toute fonction F : RÑ R borélienne et bornée, soit

IpF q :“
ˆ

R2

F px` yq
π2p1` x2qp1` y2q dxdy.

a) Montrer que IpF q est bien définie.
b) Calculer IpF q si F pxq :“ sinx, @x P R.
c) Montrer, en utilisant un changement de variables, que

ˆ

R2

F px` yq
π2p1` x2qp1` y2q dxdy “ 2

ˆ

R

F pzq
πp4` z2q dz.
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d) Soit Fλpxq :“ cos pλxq, @x P R, avec λ P R paramètre. Soit Gpλq :“ IpFλq. Écrire G
comme la transformée de Fourier d’une fonction que l’on précisera.

e) Montrer que, pour toute fonction F : RÑ R borélienne et bornée, nous avons
ˆ

R2

F

ˆ
x

y

˙
e´x

2{2´y2{2 dxdy “ 2

ˆ

R

F pzq
1` z2

dz.
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