Calcul Différentiel et Analyse Complexe

9éme séance de cours

Laplacien et principe du maximum

On rappelle des définitions et faits suivants
— Le laplacien Ag d’une fonction g de n variables est défini comme Ag = 7" %.

— Une fonction g : 2 — R est dite harmonique si Ag = 0 sur €. '

— Si g € C%(Q) admet un maximum local en un point zg € €2, alors Ag(zg) < 0 (puisque toutes les
dérivées secondes pures sont négatives, et donc leur somme aussi).

— Un calcul simple donne A(g?) = 2|Vg|? + 2¢gAg. En particulier, si g est harmonique, on a Ag? =
2|Vg|* > 0.

— SiQCcR?et g:Q — R est harmonique alors pour tout g € et 7 > 0 tel que B(xg,7) C Q on a
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ou y(0) = (cos(f),sin(#)). Si Ag > 0, alors

[ oo+ 168 = g(a0)

% /OZWg(:L‘o +7v(0))df > g(xo),

avec égalité si et seulement si Ag = 0 sur B(zg,r). Ces deux propriétés (propriétés de la moyenne)
seront prouvées plus tard.
On veut maintenant prouver le fait suivant

Proposition 1. Si Q C C est un ouvert conneze, f : Q@ — C est holomorphe et |f| admet un mazximum
local en xg € Q, alors f est constante.

Démonstration. On écrit f = u + iv avec u, v réelles, et on rappelle que u et v comme conséquence des
relations de Cauchy-Riemann, sont harmoniques. De plus, si | f| admet un maximum local, |f|? = u? + v?
aussi, et on a A(|f|?) = 2(|]Vu|? + |Vv]?).

En prenant r tel que |f|? < |f|?(wo) sur B(zg,7) C Q on a

R0 = = [ 140 + r1(0))d6 > |FP (a0).
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ot la premiére inégalité est justifiée par la maximalité en zg et la deuxieéme par A(|f|?) > 0.

Comme on a en fait égalité, alors A(|f|?) = 0 dans B(zo,r). Ceci implique Vu = Vo = 0 sur la méme
boule, et f est constante sur cette boule. Par prolongement analytique elle est alors constante sur 2. [

Il nous reste a prouver la propriété de la moyenne. On a d’abord besoin de la formule de Stokes dans le
cas d'un disque de R?.

Proposition 2. Si Q C R? est un ouvert bordé par un lacet injectif v : [a,b] — R? et v : Qg — R? est un
champ de vecteurs régulier défini sur Qo D, on a

/V~v:/ v-n,
Q o0

ou V - v est la divergence de v, définie par V -v = g—ill + g—;z, n est la normale sortante a ) et l’intégrale

de bord est définie par [y v -n = ffv(v) - RY/dt, ot R est la rotation de 90° qui transforme le vecteur
tangent v en un vecteur normal sortant.



Démonstration. Le résultat est facile & démontrer si Q2 =]a, b[x]c, d[ est un rectangle, parce que
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/ dml/ dmv-v:/ d:cl/ iy 202 1 Clxg/ d, O
a c a c 8552 c a 83:1
b d
:/ [va(x1,d) — va(x1, €)]dxy +/ [v1(b, x2) — v1(a, z2)]dz2,

ce qui correspond a 1’énoncé puisque le vecteur normal au bord du rectangle vaut, selon les cotés (0,1), (0—
1),(1,0),(—1,0.

On peut aussi vérifier le résultat pour tout €2 dont le bord soit un lacet composé de segements horizontau
et verticaux, puisqu’(2 serait alors une réunion finie de rectangles et les intégrales sur les parties de bord
communes a deux rectangles s’effacent.

Pour le cas d’un lacet quelconque, on I'approche par une suite -, de lacets “horizontoverticaux”, en
approchant donc le domaine 2 par une suite de domaines 2,, avec 9€2, = y,. On a donc
b
/V-U:Iim/ V-v:/ v(vn) - Ry, dt.,
Q noJo a
11 suffit de vérifier | b

L () - Rypdt — |, : v(y) - Ry'dt — 0. Pour ce faire, on choisit des courbes ~, qui
touchent v de manieére a ce que la différence entre ces deux intégrales soit la somme de plusieurs intégrales
sur des petits lacets. On peut imposer que §,, le diametre maximal de ces petits lacets, tende vers 0, et
la longueur totale de ces lacets peut étre estimée par C' = L(v) + 2diam(~y).

Or, sur chaque petit lacet, qu’on appelera n; (défini sur un intervalle [a;, b;]), si on soustrait une constante
v(j) & v l'intégrale ne change pas, puisque |, ;JJ v(j) - Rnjdt = 0. Par conséquent, si on prend v(;) égal a la
valeur moyenne de v sur le lacet 7;, la différence qu’on veut estimer est égalea - [, ;’JJ (v(nj) —v(j))- Rgzdt <

> w(0n)L(nj) < Cw(dn) — 0, ot w(6p) représente l'oscillation maximale de v sur un ensemble de diametre
In. O

Avec ce résultat en téte, il est possible de prouver la propriété de la moyenne.

Proposition 3. La fonction ¢(r) := 5= OQW g(xo+717v(0))dl est telle que ¢'(r) =0 si Ag = 0 sur B(xo,r)
et ¢'(r) =0 si Ag >0 sur B(xg,r) (et dans ce dernier cas, on a ¢'(r) =0 si et seulement si Ag =0 sur
B(zg,7)).

Démonstration. Par dérivation sous le signe d’intégrale on a
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¢'(r) /0 - V(o + 1v(0)) - v(0)d6.

Cette intégale est une intégrale de bord de la forme

/ v - n,
0N

pour Q = B(xg,r) et v = Vg. Grace a la formule de Stokes cela donne (utilisant Ag = V - (Vg))
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et on conclut facilement. O

¢'(r)



