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TEST DE JANVIER 2012

1. — Faux. Il faudrait des propriétés de symétrie pour pouvoir se ramener a [0, 7'/2]. On va construire
un contre exemple (mais on pourrait en trouver bien d’autres). On définit deux fonctions x(t) et y(t)
sur [0, 27] et on les prolonge par périodicité :

) cos(t) sio<t<m;
T =
2(75—37”) siTt<t<2mw

™

y(t) =

sin(t) si0<t<m;
0 sim<t<2m.

La figure 1 représente en trait plein la courbe pour ¢ € [0, 7] et en pointillés la courbe pour
t e [—m,0].
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FI1GURE 1. Courbe de 'exercice 1

2. — Vrai. Pour tous a, b réels, les points (a,b) et (b,a) sont symétriques par rapport a la droite
T =y.

Soit (x0, yo) un point de la courbe ~y. Cela veut dire qu’il existe t € R tel que v(t) = (x0, yo). Mais
alors y(—t) = (z(—t),y(—t)) = (y(t),z(t)) = (yo, o) est aussi dans la courbe =, et, par la remarque
initiale, est le symétrique de (xo, yo).

3. — Faux. Tout ce que I'on peut affirmer, c’est que la courbe associée est symétrique par rapport
a la droite d’équation y = —z. On va donner un contre-exemple. Posons z(t) = (t + [t]|)/2 et
y(t) = (t — |t|)/2. Alors pour tout réel ¢, z(—t) = —y(t) et y(—t) = —x(t). Mais la courbe associée
n’est pas symétrique par rapport a la droite d’équation y = x puisqu’elle contient (1,0) (image de
t =1) et pas (0,1) (puisque pour tout réel ¢, y(t) < 0).
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4. — Faux. Onal'y s et I'y =1I's.

Montrons I'y # T's. Si ¢ €]m, [, x(t) = cos(t) > —1, donc le point (—1,0) n’appartient pas a I's.
Or (—=1,0) = y1(m) € I'y.

Montrons I'y = I's. Soit t €] — 7, 7w[. Posons s = tan(¢/2). Alors

1 — g2 . 2s
COS(t) = m et Sln(t) = m

Ainsi, y2(t) = y3(s) € I's. On a donc montré que I'y C T's.

Soit maintenant ¢ € R. On pose s = 2arctan(t). Alors s appartient & l'intervalle | — 7, 7|,

112 ,
T e cos(s) et i sin(s).
Ainsi, v3(t) = y2(s) € I'y. On a montré que I's C T's.
5. — Faux. Pour tout t < 0, x(t) = —t et y(t) = t, donc z(t) # y(t), c’est-a-dire que le point

(z(t),y(t)) n’appartient pas a la droite d’équation y = x.
6. — Vrai. Pour tout réel ¢, la distance du point (z(t),y(t)) au point O = (0,0) est donnée par
V)2 +y(t)2 = v/e2(cos(t))? + e2t(sin(t))? = e’
Or, la fonction exponentielle est injective. Ainsi, si les réels ¢ et t' sont distincts, les points

(x(t),y(t)) et (z(t'),y(t')) ne sont pas & la méme distance de O, ils sont donc différents. La courbe
ne peut donc pas avoir de point multiple.

7. — Vrai. Cet énoncé est volontairement donné de fagon un peu imprécise. Ce que ’on demande,
c’est s'il est possible d’associer & chaque lettre de 'alphabet un segment I de R et une fonction
v : I — R2, continue, telle que 'ensemble {~(t) [t € I } soit un < dessin > de la lettre.

C’est possible, puisque 'on peut dessiner toutes les lettres de 'alphabet en utilisant des segments
de droite et des arcs de cercle, et que 'on peut toujours < recoller > des morceaux de courbes
paramétrées pour en faire une courbe unique.

Mlustrons ce principe de construction sur la lettre < L ». On pose I = [0,2] et y(t) = (z(t),y(t))

avec
0 i 1];
ZE(t): STtE[O, ]7
t  site]l,2].
et
1—t site]0,1];
t) =
y(t) {0 si t €]1,2).

On obtient le tracé de la figure 2.
Pour la lettre < D >, on pose I = [0,2] et y(t) = (z(t), y(t) avec

B 0 site [07 1] )
x(t) = {_% sin(rwt)  sit€]l,2].

et

B 1—¢ SitG[Oal];
y(t) = {5(1 +cos(nt))  sit€]l,2].

On obtient le tracé de la figure 3.

8. — Faux. On va donner un contre-exemple. Soit un réel a > 0. Posons z(t) = e 'sin(at) et
y(t) = et cos(at). Alors

O(t) = Va(t)? +y(t)? = /e~ (sin(t))? + e~ (cos(t))> = ¢ * < 1.
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FIGURE 2. Lettre < L >
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FIGURE 3. Lettre <« D >

La courbe est donc contenue dans le disque de centre O et de rayon 1. Notons [ la longueur de la
courbe associée a ~y. Alors

1
1= [ Il
Or, 2/(t) = —ae~!sin(at) et y'(t) = et cos(at), donc ||/ (t)|| = ae~t. Finalement,
1
l= / ae”tdt = [—ae”')) = ale — 1).
0

11 suffit de choisir a > 27/(e—1) pour obtenir un contre-exemple. On remarque que, sur cet exemple,

on augmente la longueur de la courbe en tournant un plus grand nombre de fois autour du point
O = (0,0).
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9. — Vrai. L’hypothese faite sur la vitesse instantanée se traduit par 'inégalité ||7/(¢)|| < 1. Notons
[ la distance parcourue entre les instants tg = 0 et 1 = 1. Alors

131 t1
1= [l [Cia=n-t=1.

to to

10. — Vrai. La distance parcourue est égale a 'intégrale de ¢ty a ¢; du module de la vitesse. Calculons
ainsi le carré de ce module.
Tout d’abord, v(t) = (2/(t),/(t)), donc v? = (z'(¢))? + (v/(¢))%. On a

Donc
2 ()% = ' (t)? cos(6(t))% — 2 (t) cos(6(t))r(t) sin(A(2))0' (t) + r(t)* sin(0(t))%0' (t)?
y' (1) = r'(t)?sin(0(t))% + 2 (t) sin(0(¢))r(t) cos(0(t))0' (t) 4+ r(t)? cos(0(t))*0' (t)*
v(t)? = 7' (t)*(cos(8(t))? + sin(8(t))?) + r(t)*(sin(0(t))* + cos(8(t))*)¢' (t)?

=7'(t)* +r(t)*0' ()%
Donc on a bien la formule indiquée.

11. — Faux. On a %32 = cos(t) et 4 = sin(¢), donc sommant leurs carrés on obtient

2 2
- —4xr+4 n Y 1
9 4
qui apres simplification donne 4z? — 162 + 9y? = 36 — 16 = 20.
Par ailleurs, la courbe donnée est une ellipse, de méme que la fausse équation =2 — 4z + 9y> = 20.
On peut aussi vérifier directement que le point (5,0), image de ¢ = 0, ne vérifie pas I’équation
cartésienne.

12. — Faux. Si f était C?, alors sa restriction 4 R = { (x,0), 2 € R} serait aussi C'*. Or, la restriction
de fest f(x,0) = Va? = |x| qui n’est pas dérivable en 0.

13. — Vrai. C’est une conséquence du résultat général de composition des fonctions C*, k > 1. La

fonction f est égale a g o h, avec

h: D — 10, +o00]
(r,y) = 22+2y° -1

une fonction de classe C? (et méme C°°) sur D (puisqu’il s’agit d’une fonction polynomiale), et

g: 0,400 — R
z =z

une fonction de classe C? (et méme C°°) sur ]0, +o0[. La composée de deux fonctions de classe C?
est de classe C2.

14. — Faux. Pour t € [0, 1], on note ¢(t) la température de I’avion & l'instant ¢. Alors g = f o7y, et
donc, par composition, g est une fonction de [0, 1] dans R de classe C'.



Pour tout ¢t € [0, 1], on a par la formule de dérivation des fonctions composées

g'(t) = (Vf(v(t),7' 1))

Comme par hypothese (Vf(y(t)),7(t)) < 0 pour tout ¢ € [0,1], la fonction g est strictement
décroissante sur [0, 1]. La température de ’avion a 'instant 0 est donc strictement supérieure a celle
a 'instant 1.

15. — Vrai. Il suffit de définir g par g(x,y) = y — f(x). On sait que les projections (z,y) — =
et (z,y) — y sont des fonctions de classe C*° car polynomiales. Comme f est de classe C!, la
fonction (z,y) — f(x) est de classe C'! par composition. Ainsi, g est de classe C' comme différence
de fonctions C*.

La ligne de niveau 0 de g est ’ensemble

{(z,y) eR? [ g(a,y) =0}
Il est égal a 'ensemble
{(@y) eR|y=fx)},

c’est a dire au graphe de f.
Enfin, un calcul montre que Vg(z,y) = (f'(x),1) qui n’est jamais nul.

16. — Vrai.
Calculons les dérivées partielles de f :
0 0
a—i = —sin(z+y) —sin(zr —y) +y 6‘;; = —sin(z+y) +sin(z —y) —
0? 0?
O—ZUJ; = —cos(x +y) — cos(x — y) 8y£ = —cos(x + y) — cos(x — y)
82
(%cgy = —cos(x +y) + cos(x —y) + 1.
En (0,0) on a alors :
Pf__, &r_ ., &f_
0x? oy? 0xdy
2 .
Comme (;jgy) — %giyg” =1-4=-3<0et % < 0, il s’agit d’'un maximum local.
17. — Faux. Comme cos(t) =1 — % + o(t?) pour t proche de zéro, on a
z +y)? T —y)?
flz,y)=1-— (2y)+1 — (2y)+xy+0(x2+y2)
= 1—x2—y2+$y.
18. — Faux. On a f(z,y) — +oo quand 22 — oo ou y? — oo car 2 — cos est toujours positive. Ainsi,

il existe M tel que f(z,y) > 2£(0,0) si 22 > M et de méme f(z,y) > 2f(0,0) si y> > M. Par le
théoreme de Weierstrass, f admet un minimum sur le compact (un carré)

C={(z,y)| 2> <Mety’ <M}
Ce minimum est atteint en (xg,yo), et satisfait
f(zo,90) < £(0,0)

puisque (0,0) est dans C.
C’est donc le minimum global de f, puisqu’en dehors de C' la fonction est toujours supérieure a

2£(0,0).
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19. — Faux. On remarque que les points (—2,t) appartiennent tous a E pour —2 < ¢t < 2
puisqu’alors

(x—y)=—2-t<0

(x+y)=—-24+t<0

donc |z —yl+ |z +yl=—(r—-y) —(zr4+y) =—2x+y—z—y=—-20=4
Or, un segment vertical n’est jamais le graphe d’une fonction.

20. — Faux.

Voyons que E est un cercle centré en I'origine. Tout d’abord, [¢t|? = t? pour tous les ¢ réels, donc
on a

E={(z,y) eR?|(z—y)* + (z+y)* =16} = {(z,y) € R* [ 2® +y* =8}

Si en un point (xg,yp) de E il existe une fonction ¢(z) telle que E coincide avec le graphe de ¢
proche de (xg,y0), alors la normale & F est perpendiculaire & (1, ¢/(¢)) au point (¢, ¢(¢)).

Comme au point (2v/2,0) le gradient de f(z,y) = 2% +y* — 8 est (4v/2,0), qui est aussi le vecteur
normal & E, il n’est pas possible de trouver une fonction ¢ car cela nécessiterait ((1, ¢'(t)), (4v/2,0)) =
0.



