Université Paris-Sud
Mathématiques

L2 - MPI
2€ semestre 2015-2016

Math203 — Analyse et Convergence 11
Feuille d’Exercices 3

Exercice 3.1.— Comparer les rayons de convergence R; et Ry des séries entieres Y a,x" et

S anz?t.

Exercice 3.2.— On suppose que la suite (a,,) tend vers 0 et que la série > a, diverge. Quel est
le rayon de convergence de la série entiere > an,a™?

Exercice 3.3.— Etant donnés une suite (a,) et un réel a quelconques, montrer que les rayons
de convergence R et R’ des séries entiéres > a,z™ et > n%a,z™ sont égaux.

Exercice 3.4.— Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
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Exercice 3.5.— Donner le développement en série entiere au voisinage de 0 des fonctions :

1. z— L

2. z—In(l-2) 3. xz—In(l+z) 4. x—e€”

5. x> cos(x) 6. x> sin(x) 7. x> ch(z) 8. x> sh(x).

Dans chaque cas, préciser le rayon de convergence et le domaine de convergence de la série.

Exercice 3.6.— Soit f la fonction définie par

@ =3 a2
flx) = -1H" .
= 2n+1

. Quel est son domaine de définition ?

1
2. La fonction f est-elle continue?

3. Montrer que f est dérivable sur |—1,1[. Calculer f’ et en déduire une expression de f.
4

. Prouver I’égalité




Exercice 3.7.— Les questions suivantes sont indépendantes.
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1. Déterminer le domaine de convergence et la somme de la série entiere Z o
n>1
z—2
d—a?—x+1
sant une décomposition en éléments simples. Donner le domaine de convergence de la série
obtenue.

2. Développer en série entiere la fonction f : x +— au voisinage de 0 en utili-

n
3. Déterminer le domaine de convergence de la série entiere E

n>0

X .
—— puis calculer sa somme.
(2n)!

xn
4. Soit a un réel > 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere g ch(na)—-
n

n>1
Calculer sa somme en évaluant d’abord la série dérivée.
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Exercice 3.8.— Montrer qu’il existe une unique série entiere f(z) = apx™ qui vérifie la
n=0

condition f(0) =1 et qui est solution de 'équation différentielle

zy (x) 4 3y (x) — 2°y(z) = 0.

Déterminer son rayon de convergence.

Exercice 3.9.— Etant donné un réel o # 0, soit (£) I’équation différentielle :

&) (A+2)f'(z) = af(z).

1. Montrer que si f; et fo sont deux solutions de (£) définies sur un intervalle I inclus dans
]—1,400] et si fo ne s’annule pas alors % est constante sur 1.

2. Soit f une solution de (£) définie au voisinage de 0 et telle que f(0) = 1. Montrer que si f

+oo
est développable en série entiere au voisinage de 0 sous la forme f(z) = > a,a™ alors la

n=0
suite (a,) vérifie la relation de récurrence :
(R) VneN, (n+1ar1 = (a—n)ay,.
+oo
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere > a,a™ dont les coefficients sont
n=0

définis par ag = 1 et la relation de récurrence (R).
3. En déduire le développement en série entiere de x — (1 + x)® au voisinage de 0.
+oo

Exercice 3.10.— Soit Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R = 1. Montrer que si
n=0

—+oo +oo
la série Y a, converge alors Y a,z™ converge uniformément sur [0, 1] et on a

n=0 n=0
—+oo —+oo
lim Z apr" = Zan.
o1 n=0 n=0
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Indication : poser R, = Y ay et utiliser pour p < ¢ la relation
k=n

q

q q
Z anx™ = Z(R” — Rot1)z"™ = RpaP + Z Rop(z™ — 2" 1) — Ryyia7
=p

n=p n=p+1

+oo
pour montrer que la série > a,a™ vérifie le critere de Cauchy uniforme sur [0, 1].
n=0



Exercice 3.11.—

1. Soit f une fonction développable en série entiere au voisinage de 0. Montrer que f est de
classe C'°° sur un voisinage de 0, et que les coefficients a,, de la série entiere vérifient

(n)
vneN, a,= 17(0)
n!
2. Soit f la fonction définie sur R par
o) =0
flz)=e"32" siz#0.

Montrer que f est C'°°. Est-elle développable en série entiere au voisinage de 07

3. Soit f :]—a,a] — R une fonction de classe C*°. On suppose qu’il existe M > 0, A > 0, a > 0
tels que I'on ait
Ve €]-o,af, VYneN, |F™) ()] < An! M™.

Montrer que f se développe en série entiere au voisinage de l’origine.



