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Feuille de TD
Développements limités

Exercice 1. Donner le développement limité en xy a l'ordre n des fonctions :

L fi(z) =(n(1+2))> (n=4,20=0)

2. fa(x) =1In(sin(z) (n=3,20=7)

3. fa(z) =@ (n=3, 25 =0)

4. fo(x) =cos(z).In(l+z) (n=3,xz9=0)
5. fs(@) = (1+2)T% (n=3, 29 =0)

6. fo(z) =In(tan(5 +5)) (n=2,z9=—F)
7. f5(@)=\1+Vi+z (n=2,z=0)

Exercice 2. Calculer les limites suivantes :
LL’Z
e’ — cos(x)

1. lim 5
z—0 x
5 lim In(1+x) — sm(ac).
z—0 X
. cosx—+V1—2?
3. lim 7} .
z—0 x
. In(cos(ax))
4. lim ————~ t b # 0.
250 In(cos(bx)) avec a 7 0 et b #0
5. lim v —aa’ avec a > 0.

z—a ¥ —

Exercice 3. Calculer, si elles existent, les limites

lim f(z), lim f(x) et lim f(z),

z—0 T——+00 T——00

ou la fonction f est définie sur R \ {0} par

23 + sin(2x) — 2sinx

flz) =

arctan(z3) — (arctan )3’
Exercice 4. Détérminer les valeurs du parametre réel a telles que

e 4 et -2
lim —
z—0 X

existe et est finie.

Exercice 5. Calculer le DL d’ordre 5 de la fonction
log(1 + sin x)

au voisinage du point x = 0.



Exercice 6. Pour tout entier n € N, on pose u, = Y p_;(—1)*11.
En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction  — In(1 + ), estimer la différence

|up, — In(2)] et en déduire que (uy, ), est une suite convergente vers In 2.

Exercice 7. Considérer la fonction f(x) = sin(z?) — (sinx)? et dire si le point 29 = 0 en est un
point de minimum local ou de maximum local, et préciser s’il s’agit d’un minimum ou maximum
global aussi.

Répondre aux mémes questions concernant les fonctions g(z) = arctan(z®) — (arctanz)? et
h(z) = (arctan z)? — 22.

Exercice 8. Soit f la fonction définie par la formule

2 — /2z(1+ 2?)

r—1

fz) =

1. Donner ’ensemble de définition de cette fonction.

2. En effectuant un DL a l'ordre 1 du numérateur, montrer que cette fonction se prolonge
par continuité en 1. Notons encore f la fonction ainsi prolongée.

3. En effectuant un DL a l'ordre 3 du numérateur, montrer que f est dérivable au point 1 et
donner I’équation de sa tangente t(x) en ce point.

4. En effectuant un DL a lordre 4 du numérateur, préciser si au voisinage de 1 on a f(z) >
t(z) ou f(z) < t(z) ou ni l'une ni 'autre inégalité.
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Feuille de TD
Calcul d’intégrales et de primitives

Exercice 9. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Supposons f > 0 et f; f(t)dt = 0.
Démontrer que f est la constante nulle.

Exercice 10. Soient f, g : R — R deux fonctions C! et h une fonction continue. Démontrer
que la fonction F' donnée par

est de classe C'!. Qu'est-ce qu’on peut dire en général si f € C*1(R), g € C*2(R) et h € C*3(R)
sur la régularité de F'?7 donner des exemples pour montrer que la réponse qu’on a donnée est

optimale (par exemple, si I'on dit que la fonction sera C2T*1+2=F3(R) il faut trouver un exemple
oil elle n’est pas C3+kitha=ks(RY),

Exercice 11. Determiner les primitives des fonctions suivantes :

1 . (N 1
(@) a(z® +1);  (b) 5 (@sin@2z—g); (d) (@ + T)
© sty () cos'@: (o) g () (o)

Exercice 12. Soit F' une primitive de %, G une primitive de % sur un

intervalle contenant 0. Déterminer F' + G et F' — G puis déduire les expressions de F' et G.

Exercice 13. Calculer les primitives des fonctions suivantes a ’aide d’une intégration par
partie :

(a) (xz+1)e™%;  (b) log(z); (c) (z®4+x+1)e**; (d) e“sinz;  (e) warctanz;  (f) log?(z);
(9) e **cos’x; (k) Vxlogz (i)e®sinz; (j)e“cos?z; (k) sin(log(z))
Exercice 14. Calculer les intégrales suivantes a ’aide d’une ou plusieurs intégration par parties.

2 log(1 + 1)

ot

7/
(a) /01 t2eldt; (b)/o i costlog(1l + cost)dt (c)/1

Exercice 15. Calculer les intégrales suivants a I’aide d’une intégration par parties :
I = [{cos(mlogz)dx, J = [{ sin(rlogz)dz.

Exercice 16. Déterminer une primitive de xe® puis calculer les intégrales suivantes :

I = [ ze®sin2zdx, I = [ ze® cos2zdx.



Exercice 17. Calculer les primitives suivantes en utilisant, si nécessaire, des changements de
variable opportuns.

(a) / N% ) Q}jd:p (0) / %dw (d) / Snlmdx.

T xsinxdx

Exercice 18. Soit . Utiliser le changement de variable ¢ = 7w — x, puis déterminer

0 3+4sin?x
la valeur de I.

Exercice 19. Calculer I'intégrale suivante
In4
ver —1ldx

0

et dire si sa valeur est supérieure, inférieure ou égale a 3/2.
Exercice 20. Calculer une primitive F' de la fonction
flz) =1+

Exercice 21. Décomposer chacune des fractions suivantes en éléments simples et en calculer
une primitive.

2r + 3 3x+ 7 2 +1
(a)x2—4 (b)x2—3x—|—2 (C)xQ—l
z2 -1 23 42 2 —5
- L e
( )x?’ + 422 + 5w (e)x2+3m+2 (f)a;(x— 1)(z + 3)

. , . e ey 1
Exercice 22. Déterminer une primitive de DD
, . . . L opm/4 dt

adéquat pour obtenir la valeur de l'intégrale : [o' " 2{—;

puis utiliser un changement de variable

Exercice 23. On note I, = [; (1 — t)"dt.
1. Etablir un relation de récurrence entre I,, et I,,_1.
2. Calculer I,.

3. En déduire la valeur de Z 2( k —i-) IC’E (le coefficient Cﬁ, qu’on écrit aussi (Z), est donné par
k=0
n!

Fn—R)! et est celui qui apparait dans le bindme de Newton et dans le triangle de Pascal).

Exercice 24. On note F,, une primitive sur R de m

1. En intégrant par parties F,, — Fj,_1, trouver une relation de récurrence entre F, et F,_; (pour
n > 2). Donner les expressions de Fy, Fy, Fj.

2. On pose I, = f; ﬁdw. Ecrire la relation de récurrence entre I,, et I,,_1 et donner la

1422
valeur de I,,.



