Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2023-2024
UE de calcul différentiel, courbes et surfaces

Controle final: durée 2 heures.
VEUILLEZ REDIGER CHAQUE EXERCICE DE CE DEVOIR SUR UNE COPIE DIFFERENTE
Les documents de cours et de TD ne sont pas autorisés.
Attention : le baréeme dépasse largement 20 ; il n’est donc absolument pas nécessaire de traiter
tous les exercices et il est conseillé de se concentrer sur trois d’entre eux.

Exercice 1 (8 points). Vrai ou faux? Justifier votre réponse par une preuve ou un contre-exemple
explicite.
a) Soit f : R — R? une fonction dérivable en tout point et a,b deux réels distincts. On suppose que
f(a) = f(b). Alors, il existe un réel ¢ tel que f'(c) = 0.

b) Dans R? (muni de la norme euclidienne), soit B la boule unité fermée et By la boule ouverte de
rayon 2, centrées en 'origine. Soit f : By — R une fonction de classe C'. Alors, la restriction de
f a B est lipschitzienne.

c) Soit f: R — R une fonction surjective, de classe C' dont la dérivée f’ ne s’annule pas. Alors, f
est un difféomorphisme de classe C.

d) Soit v : [a,b] — R? une courbe paramétrée plane, de classe C!, réguliere et ty €]a,b[, on note
(20, yo) les coordonnées cartésiennes de (o) et (z(,y) celles de 7/(tg). Alors, la droite tangente
a ~y au point (z9,y0) a pour équation cartésienne x(,(y — yo) = y((x — o).

Solution :

a) FAUX. Prendre par exemple f(t) = e pour t € R, a = 0 et b = 2.

b) VRAL |V f]| est continue (comme composée de deux fonctions continues). Ainsi, sa restriction
au compact Bj atteint son maximum M. B; étant convexe, on peut appliquer l'inégalité des
accroissements finis et conclure que

[f (@) = f(y)] < Mz —y|

pour tous x,y appartenant a Bj.

¢) VRAL f’ ne s’annulant pas, le théoreme de Rolle implique que f est injective. On sait aussi que
f est différentiable en tout point de R et que pour a € R,h € R, Df(a)(h) = f'(a)h. Puisque
f'(a) # 0, Df(a) est un homéomorphisme de R. Par le théoréme d’inversion globale, f est un
difféomorphisme de classe C'.

d) VRAL Remarquons que le vecteur n = (—y, () est orthogonal au vecteur tangent +'(ty) =
(23, y()- La droite tangente a donc pour équation cartésienne

n-(z —zo,y —yo) =0
ie. z((y — yo) = yu(z — x0).
Exercice 2 (9 points). Soit S C R? le cone défini par
S ={(x,y,2) € R®; 22 = 2% +4°}.

On se donne un point M € S\ {0} et on désigne par Py, le plan tangent & S (en tant qu’espace affine)
qui passe par M.

a) Ecrire Péquation de Py en un point M = (o,Y0,20) € S\ {0}. Montrer aussi que le plan tangent
au cone S est le méme en M et en tout point du type M’ = AM avec X # 0.



b)

On se donne o € R arbitraire et on désigne par G C R3 le plan d’équation y = ax. Montrer que
G N S consiste en deux droites vectorielles. On donnera un vecteur directeur pour chacune d’elle,
puis une paramétrisation.

Soit v : [a,b] — R? la courbe paramétrée définie par v(t) = e’(cost,sint, 1), ou t € [a,b]. Prouver
que le support de la courbe est contenu dans S et calculer la longueur de cette courbe en termes
de a et b.

Pour la méme courbe, calculer 7/(0),~”(0) et sa courbure au point v(0) (on suppose 0 €la,b]).
Prouver que ni cette courbe ni toute reparamétrisation (par un difféomorphisme de classe C?) de
cette courbe ne satisfont 1’équation différentielle d’ordre deux des géodésiques de S.

Solution :

a)

Le vecteur normal & une surface S de la forme { f = 0} en un point M est donnée par la direction de
V f(M) (& condition que V f(M) # 0). On peut prendre f(z,y, 2) = 22+y*—22. Si M = (20, Yo, 20)
on a V f(zo, Yo, 20) = (220, 2y0, —22¢). Ce gradient ne s’annule pas si M € S\ {0}. L’espace affine
tangent & S en M est donc I'ensemble des points P = (z,y, z) tels que P — M est orthogonal a
Vf(M), donc

2x0(x — o) + 2y0(y — yo) — 220(2z — 29) =0 c’est-a-dire zox + yoy — 202 = ZU(Q) + y% - zg =0,
ou la derniere égalité vient de M € S.
Si on remplace M par AM la condition devient donc Axgx + Ayoy — Azpz = 0, qui est la méme
apres division par A\ # 0.
Attention : pour ce calcul il est essentiel de remarquer que le terme constant dans I’équation affine
du plan s’annule, sinon la constante serait proportionnelle & A\? et pas & A, donc diviser par \ ne
donnerait pas la méme équation.

Les points de G' C R? sont caractérisés par

Yy =z (équation de G)
2?2 =22 +y?* (équation de 9).

Cela donne z? = (1+a?)2?, donc z = £2v/1 + a2. On a donc les points du type (z, az, 2v1 + a2),
une premiere droite vectorielle, et ceux du type (z, az, —zv1 + o2), une deuxieme. Ces expressions
avec z € R en sont des paramétrisations. Les vecteurs (1,a,v1+ a?) et (1,a, —V1+ a?) sont
respectivement un vecteur directeur de I'une et de I'autre.

Pour vérifier que le support de la courbe est contenu dans S il faut vérifier si I’équation définissant
S est satisfaite par les points de la courbe. Comme on a (ef cost)? + (efsint)? = (e!)? on trouve
que le support de la courbe est bien contenu dans S.

Ensuite, on calcule v/(t) = (e'(cost — sint), e!(sint + cost), e!) et

Y@ = \/@275((:os2 t+sin?t — 2costsint) + e2(cos? t + sint + 2 costsint) + 2

= et\/20082t+2sin2t+1 = e'/3.

La longueur de la courbe est donnée par
b b
/ 17/ ()| |dt = \/5/ eldt = V3(e” — 7).

On a déja calculé la formule pour +/(t). On calcule v (t) = (—2¢'sint, 2¢’ cost, e!). On a donc
7(0) = (1,1,1), ~"(0) =(0,2,1).
Pour une courbe non parametrée par longueur la formule & utiliser pour la courbure est

IO A1)
"= eE




On calcule

1 0 —1
FYO)AY"(0)=| 1 | Al 2 |=]| -1
1 1 2

La norme de ce vecteur vaut /6. Par conséquent, la courbure #(0) vaut v/6/(v/3)> = v/2/3.
L’équation des géodésiques d’une surface de la forme {f = 0} est

DX () (Y (1), 7 (1)
V(v

En particulier, il faut que pour tout ¢, le vecteur 4" (¢) soit colinéaire avec V f(y(t)). Dans notre cas,
cela ne se produit pas en t = 0 parce que les vecteurs (0,2,1) et (2,2, —2) ne sont pas colinéaires.
Donc v n’est pas solution de cette équation. Ce n’est pas surprenant, parce que les solutions de
cette équation ont une vitesse ||7/|| constante, ce qui n’est pas le cas ici.

Y'(t) =

V().

Considérons maintenant une reparamétrisation 4 = v o ¢. Dans ce cas on a
- 2
V' = 08)¢"+ (v o d)l¢'I".

Donc, la dérivée seconde de 74 est une combinaison linéaire de 4" et v/. Pour étre une solution de
I’équation des géodésiques il serait donc nécessaire que le vecteur V f(v(¢(t)) soit une combinaison
linéaire de v/(¢(t)) et 7" (¢(t)). Prenons t tel que ¢(t) = 0. On trouverait donc que le vecteur
(2,2, —2) serait une combinaison linéaire de (0,2,1) et (1,1,1), ce qui n’est pas le cas puisque ces
trois vecteurs font une famille libre, comme on peut le voir en calculant le déterminant de leur

matrice :
1 2 0
det| 1 2 2 =8#0.
1 -2 1

Exercice 3 (6 points). On considere R™ muni du produit scalaire habituel et de la norme euclidienne.
On se donne une application f : R® — R" de classe C! et on suppose quil existe o > 0 tel que, pour
tous z, h € R",
Df(z)(h) - h > af|h|*.
a) Montrer que f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de R™.
b) On se donne dans cette question une fonction g : R® — R de classe C! et a,b € R™ arbitraires.
b1) Montrer que la fonction h : R — R, h(t) = g((1 — t)a + tb), est de classe C et calculer sa
dérivée.

b2) Montrer qu’il existe un point ¢ sur le segment |[a, b] tel que
9(b) = g(a) = (b—a) - Vg(c).
c) Soient a,b € R™ arbitraires. Montrer 'inégalité
(f(b) = f(a) - (b= a) > allb - a]]*.

(Indication : on pourra considérer la fonction g(z) = (f(z) —a) - (b— a).)
d) Montrer que I'ensemble f(R™) est fermé.
e) Montrer que f est un diffomorphisme global de R™ dans R™.

Solution :

a) La fonction f étant C'!, par le théoréme d’inversion locale il suffit de montrer que pour tout = € R™,
Df(x) : R" — R" est un homéomorphisme. Comme on est en dimension finie, la continuité de
Df(x) (qui est linéaire) est automatique. Comme les espaces d’arrivée et de départ pour D f(x)
sont de méme dimension, si D f(x) est injective alors elle est bijective. Il suffit donc de montrer que
D f(x) est injective pour tout z € R™. Cela est évident car si D f(z)(h) = 0 alors D f(z)(h)-h =0
donc 0 > al|h||? Aot h = 0.



b) bl) Comme I'application t +— (1 — t)a + tb est polynoémiale donc C', nous avons que h est C!
comme composition de fonctions C'. La dérivée se calcule a I'aide de la régle de la chaine :

n

W(t) = %[g((l —t)a+1tb)] = th[((l —t)a+1tb),] 59 (1 —t)a+th)

Ty

Zb—al (1 —t)a+tb) = (b—a)-Vg((1 —t)a+tb).

b2) On commence par remarquer que g(b) — g(a) = h(1) — h(0), puis on applique le théoreme des
accroissements finis dans R : il existe ¢y €]0, 1] tel que

h(1) — h(0) = h/(tg) = (b—a) - Vg((l —tp)a + tob).
Donc ¢ = (1 — tg)a + tob convient.
¢) On commence par calculer les dérivées partielles de g :

dg 0
(@) = 5 [(F0) ~0) - (- 0)] = L @) 0~ )

Puis

= [Df(c)(b—a)]- (b—a)

> aflb— aHQ.

d) On montre que f(R™) est fermé en utilisant la caractérisation avec les suites. Soit y, € f(R"),
Yyn — y. Alors il existe =, € R™ tel que f(xy,) = yn. On utilise la question précédente pour écrire

|z, — $m||2 < (f(ffn) - f(l‘m)) (Tn = 2m) = (Yn — Ym) - (Tn — Tm) < |Yn — Ynml| |70 — T
d’out ||z —Zm|| < |yn—yml|/a. Or la suite (y,,) est convergente, donc de Cauchy : lim  y,—y, =
m,n—o0

0. Cela implique lim x, —x;,, = 0, donc (z,,) est de Cauchy et par conséquent convergente. Soit
m,n— oo

xr = lim x,. Par continuité de f nous avons que
n—oo

f(z) = lim f(x,) = hm Yn =Y

n—oo

d’out y € f(R™). On conclut que f(R"™) est bien fermé.

e) On voit tout de suite que la question c¢) implique f injective. Comme f est injective et difféo-
morphisme local en tout point (cf. question a)), par le théoreme d’inversion globale nous avons
que f(R™) est ouvert et f est un difféomorphisme de R™ sur f(R™). Comme f(R") est a la fois
ouvert et fermé dans R™ et que R™ est connexe, il s’ensuit que f(R™) = R™. Donc f est bien un
difféomorphisme global de R™ dans R".

Exercice 4 (7 points). Soit £ C R? I'ensemble défini par E = {(z,y,2) € R? : g((z,y,2) < 1}, ou
la fonction g : R? — R est définie par g(z,y, z) := 2% + 2y% + 32%; soit Q = (20, v0,20) un point de
R,)3\ E (c’est-a-dire que 'on a xg, 0, 20 > 0 et g(wo,y0,20) > 1), et f : R® — R la fonction définie
par f(z,y,2) = (z —x0)* + (y — y0)* + (2 — 20)*.



a)

b)
)

)

Prouver que la fonction f admet un minimum sur l'ensemble E et que tout point P = (%,%, 2)
réalisant le minimum se trouve sur la frontiere 0E.

Prouver que tout point P réalisant le minimum n’a pas de coordonnées strictement négatives.

Prouver que I'on peut appliquer le théoréme sur les multiplicateurs de Lagrange pour trouver P
et écrire le systeme correspondant sous la forme

Vf=AVg,
g=1.
Prouver que la condition sur les signes des coordonnées de P implique A < 1/3 et qu'avec cette

condition supplémentaire le systeme n’admet qu’une seule solution. En déduire 'unicité du mini-
miseur (pouvait-on 1’obtenir autrement 7).

Trouver P dans le cas Q = (\%, \/ig, %)

Solution :

a)

La fonction g est continue, donc E = g~!(] — 00, 1]) est un fermé. De plus, si (x,y, z) € E, alors
2.y, 2)* = 2 +y* +2° <a® + 29" + 322 = g(w,y,2) = L.

Donc E est borné. C’est donc un compact. Par ailleurs, f est continue, elle admet donc un minimum
sur F.

Supposons que ce minimum soit atteint en un point P = (Z, %, Z) qui soit a I'intérieur de E. Alors
comme f est de classe C, la condition du premier ordre pour la minimisation sur un ouvert donne
Vf(P) = 0. Or pour tout P € R3 Vf(P) = 2(P — Q), et ne s’annule qu’en P = Q. On déduit
donc que P = Q, ce qui contredit I'hypothése de I'énoncé que @ ¢ E. On aboutit donc & une
contradiction, et nécessairement le minimum de f sur E est atteint sur OF.

Soit P = (Z,¥, 2) un minimiseur de f sur E. Supposons que I'une des coordonnées de P soit
strictement négative, par exemple, Z (les autres coordonnées se traitent de la méme fagon). Posons
P = (—Z,y, z). Par parité coordonnée par coordonnée de g, on a g(P) = g(P). Or P € E, donc
g(P) <1, donc g(P) < 1, donc P € E. Par ailleurs,

F(P) = f(P) = (% — 20)? — (7 — x0)* = —4Fo.

Comme Z < 0 et 2o > 0, cette quantité est strictement positive, et f(pP) >
la minimalité de P. On aboutit a une contradiction, et on conclut que z >
pour y et Zz.

f(P), ce qui contredit
0, et il en est de méme

D’abord, comme on sait par a) que le P € 9F, on déduit que P est un minimiseur de f sur
OE. Par ailleurs, on sait que sur OF, g = 1. En effet, g~!(] — oo, 1]) est un ouvert contenu dans
g (] — 00,1]) = E. 1l est donc contenu dans son intérieur, et donc

OE = E\E C E\g~*(] — 00,1]) = g7 '(] — 00, 1])\g~'(] — 00, 1[) = g *({1}).

On déduit que F est un minimiseur de f sur ’ensemble o1t g = 1.

On cherche donc le systeme donné par le théoreme des multiplicateurs de Lagrange pour le pro-
bleme consistant a minimiser f sous la contrainte ¢ = 1. Montrons que cette contraintes est
qualifiée. La fonction g est C', et pour tout (x,y,2) € R3,

2z

Vy(z,y,2) = | 4y
6z

Ce gradient est non nul, sauf si = y = z = 0. Dans ce cas, g(z,y,2) = 0. En particulier, la
contrainte est qualifiée sur 'ensemble ou g = 1.



Comme f est de classe C!, le théoreme des multiplicateurs de Lagrange s’applique, et il existe
A € R tel que

Vf(P)=AVy(P),
g(P) = 1.
Ce systeme se réécrit
2(7 — J,‘()) = 2\, (1 — )\)i‘ = xg,
2(9 — yo) = 4y, (1 =207 = yo,
ou encore
2(zZ — z0) = 6%, (1 —=3X\)Z = zo,
24272 + 322 =1, 2277 +32° = 1.

Comme on sait que z( est strictement positif et que z est positif, I’équation sur z donne (1—-3X) > 0,
et donc A < 1/3.

On en déduit que (1 —A), (1 —2X) et (1 —3)) sont tous non-nuls, et donc que

=0 =0 F= (1)

1—-A 1—2)\ 1-3)\

En injectant ces identités dans la troisieme équation, on trouve

2 2 2
i 2yy 320
= 1. 2
Or la fonction 9 2 2
La € - ool ’ ) )
h:ae€]—o00,1/3[— 1= a)? + (1—2a)? - (1 — 3a)?

est une fonction continue qui tend vers 0 en —oo et 400 en 1/3. En conséquence, par le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe un a €]—o00, 1/3[ tel que h(a) = 1. Par ailleurs, h est strictement
croissante, donc ce a est unique. Comme A doit satisfaire I’équation h(A) = 1, A coincide avec ce
a. Cette observation associé & (1) montre que notre systéme admet une unique solution, et donc
que f admet un unique minimiseur sur £.

FEn fait, on aurait pu directement déduire I'unicité de l'optimiseur du fait que 'on minimise une
fonction f strictement convexe sur un ensemble E convexe.

Ecrivons (2) en remplagant xg, yo, zo par les données de ’énoncé. On obtient
4 . 9 . 16 _1
3(1-X)2  3(1—2\)2  3(1-3\2
On remarque que A = —1 est solution. Par c), c’est donc 'unique solution. En appliquant (1), on

trouve donc
1
, z=—.

3

xr =

Sl

g:

Bl



