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Examen du 20 mai 2014
Durée: 2 heures. Documents et calculettes interdits.

On citera soigneusement les résultats du cours que l’on utilise.

Exercice 1.— Soit f la fonction 2π-périodique définie par f(x) = x2 pour x ∈ [0, 2π[.

1. Tracer la courbe représentative de f sur [−3π, 3π].

2. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f .

3. Montrer que la série de Fourier de f converge simplement, et donner sa somme.

4. En déduire la valeur de
∑
n≥1

1

n2
et de

∑
n≥1

(−1)n

n2
· En déduire aussi la valeur de

∑
n≥1

1

n4
·

Exercice 2.— On considère la fonction F donnée par

F (x) =

∫ +∞

0

e−xt arctan(t)dt .

1. Montrer que F est bien définie sur ]0,+∞[.

2. Pour x > 0, on note G(x) = xF (x). Montrer que G(x) =

∫ +∞

0

e−xt

1 + t2
dt.

3. Montrer que G est de classe C2 sur ]0,+∞[.

4. En déduire que F est de classe C2 sur ]0,+∞[, et que

∀x > 0, xF ′′(x) + 2F ′(x) + xF (x) = 1/x.

Exercice 3.— Soit ϕ la fonction 2π-périodique, C1 par morceaux, définie par ϕ(x) = 1− x

π
pour

x ∈ [0, 2π[.

1. Calculer les coefficients de Fourier exponentiels ck(ϕ), k ∈ Z.

2. On note Dn(x) =

n∑
k=−n

eikx et ∆n(x) =

∫ x

0

Dn(y)dy. Montrer que ∆n(x) = πSn(ϕ)(x) + x, où

Sn(ϕ) désigne la n-ième somme partielle de la série de Fourier de ϕ.

3. Montrer, comme dans le cours, que Dn(x) =
sin(n+ 1

2 )x

sin x
2

si x /∈ 2πZ, Dn(x) = 2n+ 1 sinon.

4. En déduire l’égalité

∆n(
2π

2n+ 1
) = 2

∫ π

0

sin(u)

(2n+ 1) sin u
2n+1

du.

5. Justifier que

lim
n→+∞

∆n(
2π

2n+ 1
) = 2

∫ π

0

sinu

u
du.

6. En déduire que, lorsque n→ +∞,

(Sn(ϕ)− ϕ)(
2π

2n+ 1
)→ 2

π
I − 1, où I =

∫ π

0

sinu

u
du.

7. Sachant que 2
π I vaut approximativement 1,179, discuter de la convergence simple et uniforme

de la série de Fourier de ϕ.


