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Feuille d’Exercices 3

Exercice 3.1.— Pour tout entier non nul n, on note f,, : RT — R la fonction définie par :

(_1)n—1 "

n 14z’

fn(x) =

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > f,.

. . o1 . I" _ _ 1
Indication. Pour x > 1, on pourra utiliser la relation e =1 75m-

2. Etudier la continuité de sa somme sur son domaine de définition.

. . ’ . . . n K . . . 7’ 7z
Indication. On pourra étudier la monotonie de la suite LTW et utiliser 'indication précédente.

Exercice 3.2.— Donner le développement en série entiere des fonctions suivantes :

Lo & 5. &+ cos(x)
2.z~ In(l—x) 6. z — sin(x)
3.z In(l+x) 7. x — ch(z)

4. x> €” 8. x + sh(z).

Dans chaque cas, on précisera le rayon de convergence puis le domaine de convergence de la série
considérée.

Exercice 3.3.— Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
2 z" N
1. E 2", 2. E ch(na)—, oua€R.
n
n>0 n>0

Exercice 3.4.—

1. Développer en série entiere la fonction z +—
gence de la série.

5 —a7—31, en précisant le domaine de conver-

2. Apres avoir déterminé le domaine de convergence de la série entiere > T—),, calculer sa

ln
(2n
n>0
somime.

Exercice 3.5.— Définissons deux fonctions F' et G sur R par les formules suivantes :

1 e_x2(1+t2) T , 2
F(x) ::/ ———dt et G(z) := (/ et dt) .

1. Montrer que F et G sont définies et de classe C! sur R et qu’elles vérifient :
VeeR, F'(z)+G'(z)=0.

2. Calculer lim,_, 1o F(z). En déduire la valeur de 0+OC et dt.



Exercice 3.6.— On considére la fonction Gamma définie par I'(z) := f0+oo t*~le~tdt.

1. Déterminer le domaine de définition A de T'.
2. Montrer que pour tout z de A, I'(z +1) = zI'(z). En déduire la valeur de I'(n) pour n € N*.
3. Montrer que I est de classe C! sur A et y expliciter I'.

Exercice 3.7.— Soit

—+oo
fR—R, / arctan(zt) it
0 t(1+t2)

Vérifer que la fonction f est bien définie sur R.
Montrer que f est de classe C! sur R et donner f’.

A Taide d’une décomposition en éléments simples, calculer [’ puis f.

Ll

. En déduire une expression simple de I = f oo mdt

Exercice 3.8.— On note £!(R) I'ensemble des fonctions continues et intégrables sur R. Pour
f € LY(R), on définit la fonction F(f) : R — R par :

—+oo

VreR, ]—'(f)(x):/ F(t)e it dt .

— 00

1. Vérifier que F(f) est bien définie sur R, puis que F : L}(R) — C°(R) est une application
R-linéaire.
2. Pour a > 0, on consideére la fonction f, définie sur R par f,(z) = e—az”,
— Expliquer pourquoi F(f,) est bien définie.
— Montrer que F(f,) est solution de 2ay’ + zy = 0.
— Déterminer F(fq).

3. Déduire de ce qui précede :

— que les fonctions x — e~ % et T ze 5 sont vecteurs propres de F,
— une expression simple de fjooj —az® os(fz) dx lorsque o > 0 et § € R.

Quelques exercices supplémentaires, plus théoriques et/ou difficiles :

Exercice 3.9.— On consideére les fonctions f et g définies sur RT par

‘oo —xt +o0o
e sint
= ——dt et = dt.
7@ /0 rre o /0

T+t

a) Apres avoir justifié que les fonctions f et g sont bien définies sur R*, montrer qu’elles sont de
classe C? sur RT* et qu’elles vérifient I’équation différentielle 3" + y = %
b) Montrer que f et g sont continues en 0.

¢) En déduire que
+oo
t
/ sint
ot 2

Exercice 3.10.— Pour z,t € RT, on pose f(z,t) = e *!sinc(t) ou sinc (lire sinus cardi-
nal) est la fonction t — S“‘t prolongée par continuité en 0. Pour n € N, on pose u,(z) =

LI p (2 ).

a) Montrer que u, (z) = (—1)" [ gn(z, u)du pour une certaine fonction g,, que 'on déterminera.



b) Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément sur RT.
+oo

¢) On pose U(x) = 3. up(x). Justifier que U est continue sur RT et exprimer U sous la forme
n=0

d’une intégrale convergente.

d) Montrer que U est de classe C! sur ]0, +oo| et calculer U’(x).

e) Expliciter U(z) pour z > 0 puis la valeur de U(0 f0+°° Smtdt

Exercice 3.11.—Autour de la fonction I'

O e—tge—l gy, Rappelons aussi que f0+oo et dt =

Pour x > 0, on pose I'(x) := [, @

1. a) Montrer que I" est bien définie et indéfiniment dérivable sur ]0, +o0[.

b) Calculer I'(n + 1) pour tout entier n € N.
¢) Pour n € N*| en réalisant le changement de variable ¢t = n + y/n, montrer que

nm +oo
P+ = v [ )y
ou f, vérifie :

faly) =0 pour ye€l—o0,—vn], 0< fuly) <e¥/* pour ye]—m,0],
et 0< fuly) < (1 4+y)e™ pour y €0, 400].

d) En utilisant les majorations précédentes, montrer que

/ fn(y)dy—/ eV 2yl < £
] 00, — A[U] A, +00] ] 00, — A[U] A,+00] 2

e) Montrer que (f,) converge uniformément vers y — e~¥"/2 sur tout compact [a,b] de R.

Ve>0,dA>0 t.q. VYneN",

f) En utilisant les deux questions précédentes, montrer la formule de Stirling :
n! ~psiee V2N pg

2. On cherche maintenant & calculer I''(1) = f0+oo In(t)e~* dt.
a) Montrer que pour tout ¢ € [0,n], on a

¢ n—1
0< <1) <ee b,
n

n ¢ n—1 +o00
lim In(t) (1 - ) dt = / In(t)e "t dt.
n—+o0o 0 n 0

Indication. On essaiera d’adapter la démarche suivie aux questions 1)d) a 1)f). Pour cela,
" “site0,n]et
,A] (pour A > 1).

b) Etablir que

on pourra introduire la suite de fonctions (g,) avec g, () = In(t) (1
gn(t) = 0 si t > n et utiliser le découpage R = ([0, 5 [U]A, +oo[) U |

¢) Observer que
n n—1 1
1—u)” -1
/ In(t) (1 - t) dt =1n(n) +/ d-uw"-1 du
0 n 0 u

d) On rappelle que la constante d’Euler v est définie par v := lim (Z T - ln(n)).

= |

Déduire de la relation précédente que I'(1) = —7.



