
Université Claude Bernard - Lyon 1 2025-2026
M1 : Processus stochastiques

Examen – 2h – 29 Mai 2026
Documents, téléphones portables, calculatrices interdits

Exercice 1. Soit pUnqně0 une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre p Ps0, 1r. On
note q “ 1 ´ p et Fn “ σpU0, . . . , Unq. On définit

T “ inftn ě 0 : Un “ 1u,

et pour n ě 0, on pose Xn “ 1
qn
1tTąnu.

1. Montrer que pXnqně0 est une martingale par rapport à la filtration pFnqně0.

2. Montrer que pXnqně0 converge p.s. vers 0.

3. La martingale pXnqně0 est-elle bornée dans L1 ? dans L2 ?

4. La martingale pXnqně0 converge-t-elle dans L1 ?

5. La suite Yn “
?
Xn est-elle uniformément intégrable ?

Dans la suite on admettra l’inégalité d’Azuma-Hoeffding, qui dit en particulier que si
pMnqně0 est une martingale telle que M0 “ 0 et p.s. |Mi`1 ´ Mi| ď ci, pour tout i ě 0,
alors pour tout t ą 0 et tout n ě 0,

Pp|Mn| ě tq ď 2 exp
´

´
t2

2
řn´1

i“0 c2i

¯

.

Exercice 2. On considère une urne contenant initialement pN boules rouges et Np1´pq boules
bleues, où p P r0, 1s. On tire successivement des boules dans l’urne, uniformément au hasard,
et sans remise, si bien que pour tout n P t0, . . . , Nu, le nombre de boules restantes dans l’urne
après n tirages est N ´ n. On pose R0 “ pN , et pour n ě 1, on note Rn le nombre de boules
rouges dans l’urne à l’issue des n premiers tirages, et Mn “ Rn

N´n
la proportion correspondante.

1. Montrer que pMnq0ďnďN est une martingale.

2. Montrer que pour tout n P t0, . . . , N ´ 1u,

|Mn`1 ´ Mn| ď
1

N ´ n
.

3. Pour n ě 0, on note rRn “ pN ´ Rn, le nombre de boules rouges qui sont sorties après n
tirages. Montrer que pour tout α P p0, 1q, et tout n P t1, . . . , Nu,

In,α :“
”

rRn

n
´

c

2 logp2{αq

n
,

rRn

n
`

c

2 logp2{αq

n

ı

,

est un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1´α (i.e. Ppp P In,αq ě 1´α).
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Exercice 3. Soit pMnqně0 une martingale par rapport à une filtration pFnqně0, telle que
ErM2

ns ă 8 pour tout n ě 0, et telle que M0 “ 0. On pose A0 “ 0 et pour n ě 1,

An “

n´1
ÿ

k“0

ErpMk`1 ´ Mkq
2

| Fks.

On rappelle que le processus pM2
n ´ Anqně0 est une martingale, et pour h ě 0, on note

Th “ inftn ě 0 : |Mn| ě hu.

On suppose que p.s. ErpMn`1 ´ Mnq2 | Fns ď 1, pour tout n ě 0.

1. Montrer que pour tout n ě 0,
ErM2

n^Th
s ď ErThs.

2. En déduire que ErThs ě h2.

3. On suppose maintenant qu’il existe une constante a ą 0, telle que p.s. pour tout n ě 0,

ErpMn`1 ´ Mnq
2

| Fns ě a, et |Mn`1 ´ Mn| ď 1.

(a) Montrer qu’il existe C ą 0, tel que PpTh ď Ch2q ě 1
2
, pour tout h ě 1.

(b) Soit f : R` Ñ R` une fonction C1 croissante, et X une variable aléatoire positive.
Montrer que pour tout a ě 0,

ErfpXq1tXěaus ď

ˆ 8

a

f 1
ptq ¨ PpX ě tq dt.

(c) Montrer qu’il existe C ą 0, tel que ErM2
k1t|Mk|ěC

?
kus ď ak

2
, pour tout k ě 1.

(d) Montrer qu’il existe ε ą 0, tel que Pp|Mk| ě ε
?
kq ě ε, pour tout k ě 1.

(e) Retrouver le résultat de la question paq.
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