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Documents, téléphones portables, calculatrices interdits

Exercice 1. Soit (Uy,),>0 une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1[. On
note g =1—pet F, =oc(Uy,...,U,). On définit

T =inf{n >0:U, = 1},
et pour n = 0, on pose X,, = an]-{T>n}'
1. Montrer que (X,,),>0 est une martingale par rapport a la filtration (F,,)n>o.
2. Montrer que (X,,)n>0 converge p.s. vers 0.
3. La martingale (X,,),>0 est-elle bornée dans L' ? dans L? ?
4. La martingale (X,,),>¢ converge-t-elle dans L' ?

5. La suite Y,, = v/ X,, est-elle uniformément intégrable ?

Dans la suite on admettra l'inégalité d’Azuma-Hoeffding, qui dit en particulier que si
(M,)n=0 est une martingale telle que My = 0 et p.s. |M; 1 — M;| < ¢;, pour tout i > 0,
alors pour tout t > 0 et tout n > 0,

P(|M,| >t) <2 e
(421> ) < 20 (= fmr )

Exercice 2. On considére une urne contenant initialement p/N boules rouges et N(1—p) boules
bleues, ot p € [0,1]. On tire successivement des boules dans I'urne, uniformément au hasard,
et sans remise, si bien que pour tout n € {0,..., N}, le nombre de boules restantes dans 'urne
apres n tirages est N —n. On pose Ry = pN, et pour n > 1, on note R, le nombre de boules

rouges dans 'urne a l'issue des n premiers tirages, et M,, = Jf

1. Montrer que (M, )o<n<n est une martingale.
2. Montrer que pour tout n € {0,..., N — 1},
1

N—n’

’M’Nr‘rl - Mn’ <

3. Pour n > 0, on note R = pN — R, le nombre de boules rouges qui sont sorties aprés n
tirages. Montrer que pour tout a € (0,1), et tout n € {1,.

L. [2log 2/a /2 log 2/a

est un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1—a (i.e. P(p€ I,,4) = 1—a).



Exercice 3. Soit (M, ),>0 une martingale par rapport a une filtration (F,),=0, telle que
E[M?] < oo pour tout n = 0, et telle que My = 0. On pose Ay = 0 et pour n > 1,

n—1

Ay = Y E[(Myar — My) | Fi].

k=0
On rappelle que le processus (M? — A,),>o est une martingale, et pour h = 0, on note
Ty, = inf{n > 0: |M,| = h}.

On suppose que p.s. E[(M, 1 — M,)* | F,] < 1, pour tout n > 0.

1. Montrer que pour tout n > 0,
E[M;,1,] < E[T3).

2. En déduire que E[T},] = h?.
3. On suppose maintenant qu’il existe une constante a > 0, telle que p.s. pour tout n = 0,
E[(My1 — M) | Fu]l=a, et |[M,q— M, <1.

(a) Montrer qu’il existe C' > 0, tel que P(T}, < Ch?) = 1, pour tout h > 1.

(b) Soit f: R, — R, une fonction C* croissante, et X une variable aléatoire positive.
Montrer que pour tout a = 0,

BTl < [ 70 PO 0t

(c) Montrer qu'il existe C' > 0, tel que E[MP1,, ~cvm] < % pour tout k > 1.
(d) Montrer qu'il existe & > 0, tel que P(|My| = evk) = ¢, pour tout k > 1.

(e) Retrouver le résultat de la question (a).



