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Exercice 1. Soit (Uy,),>0 une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1[. On
note g =1—pet F, =oc(Uy,...,U,). On définit

T =inf{n >0:U, = 1},
et pour n = 0, on pose X,, = an]-{T>n}-

1. Montrer que (X,,),>0 est une martingale par rapport a la filtration (F,,)n>o.

On note que {T' > n} = {T' < n}° e F,, et donc X,, est F,,-mesurable. De plus X,, > 0,
et E[X,] = P(T > n)/q" = 1, donc X,, € L'. Enfin, pour tout n > 0, en remarquant
que {T'>n+ 1} ={T > n} n {U,11 = 0}, et que {U,,1 = 0} est indépendant de F,,, on
trouve

1{T>n}
qn+1

1 T>n
;nJrl} - P(Un+] - O) ’

2. Montrer que (X,,)n>0 converge p.s. vers 0.
On note que T' < o p.s., donc p.s. X,, = 0 pour tout n assez grand, en particulier (X,,)
converge p.s. vers (.

3. La martingale (X,,),>o est-elle bornée dans L' ? dans L? ?
Comme X, > 0, E[|X,,|] = E[X,,] = 1, pour tout n > 0, donc (X,,) est bornée dans L.
En revanche E[X?] = 1/¢", donc (X,,) n’est pas bornée dans L?.

4. La martingale (X,,),>¢ converge-t-elle dans L' ?

Si (X,,) convergeait dans L', cela voudrait dire que lim,, ., E[X,,] = 0, car la limite dans
L', devrait coincider avec la limite presque siire, et on a vu que ce n’est pas le cas. Donc
(X,,) ne converge pas dans L.

5. La suite Y,, = v/ X,, est-elle uniformément intégrable ?

Oui, car elle est bornée dans L?. Plus spécifiquement pour tout € > 0, en posant C' = 1/,
et en utilisant I'inégalité 1y, >cy < |Y,|/C, on trouve que pour tout n = 0,

E[Y, 1y, =03] <

Dans la suite on admettra l'inégalité d’Azuma-Hoeffding, qui dit que si (M,,),>0 est une

martingale telle que My = 0 et p.s. |M;1 — M;| < ¢;, pour tout ¢ = 0, alors pour tout ¢ > 0 et
tout n = 0,

t2
P(|M,| = 1t) < 2exp ( - —QZn 02)'
i=1Gi



Exercice 2. On considére une urne contenant initialement p/N boules rouges et N (1—p) boules
bleues, ot p € [0,1]. On tire successivement des boules dans I'urne, uniformément au hasard,

et sans remise, si bien que pour tout n € {0, ..., N}, le nombre de boules restantes dans 'urne
aprés n tirages est N —n. On pose Ry = pN, et pour n > 1, on note R, le nombre de boules

rouges dans 'urne a l'issue des n premiers tirages, et M,, = NE

1. Montrer que (M,,)o<n<n €st une martingale.

On note que (M,,),>0 est adaptée a sa filtration naturelle par définition, et bornée, donc
intégrable. Ensuite,

1
E[My41 | Fo] = N—_n_1 ((Rn —1)-P(Rpy1=R,—1|F,) + R, P(Ryy1 =R, | }—n)>
1 4
“N_n_1 <(Rn — )M, + Rn(1 - Mn)) = M,.

2. Montrer que pour tout n € {0,..., N — 1},

1

M,.1—M,| < .
| +1 | N_n

[Rust(N =n) = Ru(N == 1)| _ |(Ru = Rust)(N =) — Ry|

Ini1 — M,| = =
o | (N —n)(N—n—1) (N —n)(N—n—1)
_ R"]‘{Rn+1:R'n} + (N - n-—- R")]‘{RnJr'l:Rn,_l} < 1
(N—n)(N—n-—1) S N-n’

3. Pour n = 0, on note R = pN — R, le nombre de boules rouges qui sont sorties aprés n
tirages. Montrer que pour tout a € (0,1), et tout n € {1,.

L. [2log 2/a /2log 2/a

est un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1—a (i.e. P(p€ I,,4) = 1—a).

On note que My = p, et (]V[n My)n=0 est une martingale nulle au temps 0. Donc d’apres
la question précédente, et I'inégalité d’Azuma-Hoeffding,

t2
P(|M, —p| > t) < 2exp(———),

pour tout ¢ > 0. On note ¢, la valeur de t telle que le membre de droite soit égal a «,
c’est-a-dire

1

Par ailleurs,
pN R, pn R,

N —n p N—-n N-n N-n’

M, —p=

d’out 'on trouve

R, N —
IP)<| *p| >toz n) <Oéa
n n

ce qui est bien le résultat voulu.




Exercice 3. Soit (M, ),>0 une martingale par rapport a une filtration (F,),=0, telle que
E[M?] < oo pour tout n = 0, et telle que My = 0. On pose Ay = 0 et pour n > 1,

n—1

A, = Z E[<Mk+1 - Mk)2 | -Fk]

On rappelle que le processus (M? — A,),>o est une martingale, et pour i > 0, on note
Ty, = inf{n > 0: |M,| = h}.

On suppose que p.s. E[(M, 1 — M,)* | F,] < 1, pour tout n > 0.
1. Montrer que pour tout n = 0,
E[M?

nATh

| < E[T}].
D’aprés le théoréme d’arrét, pour tout n > 0,
E[M;,. 7] = E[A,.1,]-

Maintenant par hypotheése, A, < k, pour tout £ > 0. Donc, pour tout n > 0,

E[Annt,] = ) E[ALjnag,—iy] < D k-P(n A Ty = k) = E[n A Ty] < E[T}].
k=0 k=0

2. En déduire que E[T},] = h*.

On ne sait pas a priori si T}, est fini p.s., mais si ce n’est pas le cas, alors E[T}] = oo,
et on a bien le résultat voulu. Donc on peut supposer 7T}, < o p.s. Dans ce cas, M, .7,
converge p.s. vers My, , lorsque n — 00. Le lemme de Fatou implique alors

lim infE[]\/[sATh] > E[M%L] > h?,

n—aoo0

ol la derniére inégalité est obtenue par définition de 7},. On conclut a I'aide de la question
précédente.

3. On suppose maintenant qu’il existe une constante a > 0, telle que p.s. pour tout n > 0,
E[<Mn+1 - Mn)2 | Fn] =Za, et ’Mn—i-l — Mn’ < 1.

(a) Montrer qu’il existe C' > 0, tel que P(T), < Ch?) > %, pour tout h > 1.
En raisonnant comme & la question 1, on obtient que pour tout n = 0,
E[M?

nATy

| = aE[n A T}].
Maintenant par hypothése, p.s. |M,.7,| < h + 1, pour tout n > 0, d’ou

2
Eln A Ty < M7
a

pour tout n = 0. Or n A T}, converge en croissant vers Tj,, donc le théoréme de
convergence monotone donne

E[T,] = JEEOE[” ATy < (hJ;l)Q.
Maintenant, pour tout C' > 0,
E[T},] = Ch? - P(T}, = Ch?),
et donc pour tout C' > 0, et tout h > 1
(h+ 1) _ 4

Cah?2 ~ Ca’

On en déduit le résultat, en prenant C' = 8/a.

P(T, = Ch?) <

3



(b) Soit f : R, — R, une fonction C' croissante, et X une variable aléatoire positive.
Montrer que pour tout a = 0,

BUCO1xeal < [ 10 PO 0t

Notons déja que si f est C! et croissante l'intégrale a toujours un sens, comme
intégrale d'une fonction mesurable positive, et de méme pour 'espérance, puisque
I'on a supposé f = 0. Le théoréme de Fubini-Tonelli donne alors

/OO f()P(X > t)dt = E[(/ f1(1) d)Lixza] = E[(f(X)=f(a))Lx=a] = E[f(X)1xza),

en utilisant que f = 0 pour la derniére inégalité.
c) Montrer qu'il existe C' > 0, tel que E[M?21 < % pour tout k > 1.
q q ke {| My, |=CV/R} 2 P
D’apreés la question précédente, on a

0

On applique alors 'inégalité d’Azuma-Hoeffding, ce qui donne

. t° . o2
]E[Mlzl{\MMzC\/E}] < 4/0\/; : exp(—%) dt = 4k/c wexp(—u?/2) du = 4ke /2.

On obtient le résultat voulu en prenant C' = 4/2log(8/a).

(d) Montrer qu'il existe & > 0, tel que P(|My| = evk) = ¢, pour tout k > 1.
On a vu que pour tout k = 0.
E[M}] = ak.

Or pour tout € > 0, d’aprés la question précédente,
2 2 ak 2 9 ak ) i
E[Mi] < ek + o + EMile rqucov] S €k + o+ OOk - P(IMy[ = evk).

On en déduit que
2

a 9
P(|Mk| = 6\/E) = 2—02 — E7

ce qui donne si €2 < a/4,

a

D’ou le résultat en prenant par exemple € = a/(4C?).

(e) Retrouver le résultat de la question (a).
Soit h > 1 et e satisfaisant la condition de la question précédente. On pose k =
4[h?/e%]. Pour tout entier N > 1, on a

N-—1
| ({\Mjk| < h, Wi < it o {[Msye — M| = 2h}> < {T) < Nk}

i=0
Or les événements dans 1'union sont disjoints, donc

N-1
P(T, < Nk) = Z P(|Mji| < h, Vj <i, |Mgse — M| = 2h).
i=0



Mais ev/k = 2h, donc
N-1
P(T, < Nk) = )| E[1{|Mjk|<h, vi<iy - P Mis1e — M| = eVk | Fm)]-
i=0

Grace a la question précédente, on en déduit,

N-1
P(T}, < Nk) = ¢ > P(IM| < h, Vj <i) = eN-P(T), > Nk) = eN(1-P(T}, < Nk)).

=0

et donc pour N assez grand (tout N > 1/e convient),

Ne
P(1;, < Nk) = > 1/2.
(T, ) Ne+1 /

Comme k < 8h?/e%, on a donc en prenant A = 8N /&2,

P(T), < AR?) = 1/2.



