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Exercice 1. Soit pUnqně0 une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre p Ps0, 1r. On
note q “ 1´ p et Fn “ σpU0, . . . , Unq. On définit

T “ inftn ě 0 : Un “ 1u,

et pour n ě 0, on pose Xn “
1
qn
1tTąnu.

1. Montrer que pXnqně0 est une martingale par rapport à la filtration pFnqně0.
On note que tT ą nu “ tT ď nuc P Fn, et donc Xn est Fn-mesurable. De plus Xn ě 0,
et ErXns “ PpT ą nq{qn “ 1, donc Xn P L

1. Enfin, pour tout n ě 0, en remarquant
que tT ą n ` 1u “ tT ą nu X tUn`1 “ 0u, et que tUn`1 “ 0u est indépendant de Fn, on
trouve

ErXn`1 | Fns “ PpUn`1 “ 0 | Fnq ¨
1tTąnu
qn`1

“ PpUn`1 “ 0q ¨
1tTąnu
qn`1

“ Xn.

2. Montrer que pXnqně0 converge p.s. vers 0.
On note que T ă 8 p.s., donc p.s. Xn “ 0 pour tout n assez grand, en particulier pXnq
converge p.s. vers 0.

3. La martingale pXnqně0 est-elle bornée dans L1 ? dans L2 ?
Comme Xn ě 0, Er|Xn|s “ ErXns “ 1, pour tout n ě 0, donc pXnq est bornée dans L1.
En revanche ErX2

ns “ 1{qn, donc pXnq n’est pas bornée dans L2.

4. La martingale pXnqně0 converge-t-elle dans L1 ?
Si pXnq convergeait dans L1, cela voudrait dire que limnÑ8 ErXns “ 0, car la limite dans
L1, devrait coincider avec la limite presque sûre, et on a vu que ce n’est pas le cas. Donc
pXnq ne converge pas dans L1.

5. La suite Yn “
?
Xn est-elle uniformément intégrable ?

Oui, car elle est bornée dans L2. Plus spécifiquement pour tout ε ą 0, en posant C “ 1{ε,
et en utilisant l’inégalité 1t|Yn|ěCu ď |Yn|{C, on trouve que pour tout n ě 0,

Er|Yn|1t|Yn|ěCus ď
ErY 2

n s

C
“ ε.

Dans la suite on admettra l’inégalité d’Azuma-Hoeffding, qui dit que si pMnqně0 est une
martingale telle que M0 “ 0 et p.s. |Mi`1 ´Mi| ď ci, pour tout i ě 0, alors pour tout t ą 0 et
tout n ě 0,

Pp|Mn| ě tq ď 2 exp
´

´
t2

2
řn
i“1 c

2
i

¯

.
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Exercice 2. On considère une urne contenant initialement pN boules rouges et Np1´pq boules
bleues, où p P r0, 1s. On tire successivement des boules dans l’urne, uniformément au hasard,
et sans remise, si bien que pour tout n P t0, . . . , Nu, le nombre de boules restantes dans l’urne
après n tirages est N ´ n. On pose R0 “ pN , et pour n ě 1, on note Rn le nombre de boules
rouges dans l’urne à l’issue des n premiers tirages, et Mn “

Rn

N´n
la proportion correspondante.

1. Montrer que pMnq0ďnďN est une martingale.
On note que pMnqně0 est adaptée à sa filtration naturelle par définition, et bornée, donc
intégrable. Ensuite,

ErMn`1 | Fns “
1

N ´ n´ 1

´

pRn ´ 1q ¨ PpRn`1 “ Rn ´ 1 | Fnq `Rn ¨ PpRn`1 “ Rn | Fnq

¯

“
1

N ´ n´ 1

´

pRn ´ 1qMn `Rnp1´Mnq

¯

“Mn.

2. Montrer que pour tout n P t0, . . . , N ´ 1u,

|Mn`1 ´Mn| ď
1

N ´ n
.

|Mn`1 ´Mn| “
|Rn`1pN ´ nq ´RnpN ´ n´ 1q|

pN ´ nqpN ´ n´ 1q
“
|pRn ´Rn`1qpN ´ nq ´Rn|

pN ´ nqpN ´ n´ 1q

“
Rn1tRn`1“Rnu ` pN ´ n´Rnq1tRn`1“Rn´1u

pN ´ nqpN ´ n´ 1q
ď

1

N ´ n
.

3. Pour n ě 0, on note rRn “ pN ´ Rn, le nombre de boules rouges qui sont sorties après n
tirages. Montrer que pour tout α P p0, 1q, et tout n P t1, . . . , Nu,

In,α :“
”

rRn

n
´

c

2 logp2{αq

n
,
rRn

n
`

c

2 logp2{αq

n

ı

,

est un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1´α (i.e. Ppp P In,αq ě 1´α).
On note queM0 “ p, et pMn´M0qně0 est une martingale nulle au temps 0. Donc d’après
la question précédente, et l’inégalité d’Azuma-Hoeffding,

Pp|Mn ´ p| ě tq ď 2 expp´
t2

2 n
pN´nq2

q,

pour tout t ą 0. On note tα la valeur de t telle que le membre de droite soit égal à α,
c’est-à-dire

tα “
1

N ´ n

a

2n logp2{αq.

Par ailleurs,

Mn ´ p “
pN

N ´ n
´ p´

rRn

N ´ n
“

pn

N ´ n
´

rRn

N ´ n
,

d’où l’on trouve

P
´

|
rRn

n
´ p| ě tα

N ´ n

n

¯

ď α,

ce qui est bien le résultat voulu.
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Exercice 3. Soit pMnqně0 une martingale par rapport à une filtration pFnqně0, telle que
ErM2

ns ă 8 pour tout n ě 0, et telle que M0 “ 0. On pose A0 “ 0 et pour n ě 1,

An “
n´1
ÿ

k“0

ErpMk`1 ´Mkq
2
| Fks.

On rappelle que le processus pM2
n ´ Anqně0 est une martingale, et pour h ě 0, on note

Th “ inftn ě 0 : |Mn| ě hu.

On suppose que p.s. ErpMn`1 ´Mnq
2 | Fns ď 1, pour tout n ě 0.

1. Montrer que pour tout n ě 0,
ErM2

n^Th
s ď ErThs.

D’après le théorème d’arrêt, pour tout n ě 0,

ErM2
n^Th

s “ ErAn^Ths.

Maintenant par hypothèse, Ak ď k, pour tout k ě 0. Donc, pour tout n ě 0,

ErAn^Ths “
n
ÿ

k“0

ErAk1tn^Th“kus ď
n
ÿ

k“0

k ¨ Ppn^ Th “ kq “ Ern^ Ths ď ErThs.

2. En déduire que ErThs ě h2.
On ne sait pas a priori si Th est fini p.s., mais si ce n’est pas le cas, alors ErThs “ 8,
et on a bien le résultat voulu. Donc on peut supposer Th ă 8 p.s. Dans ce cas, Mn^Th
converge p.s. vers MTh , lorsque nÑ 8. Le lemme de Fatou implique alors

lim inf
nÑ8

ErM2
n^Th

s ě ErM2
Th
s ě h2,

où la dernière inégalité est obtenue par définition de Th. On conclut à l’aide de la question
précédente.

3. On suppose maintenant qu’il existe une constante a ą 0, telle que p.s. pour tout n ě 0,

ErpMn`1 ´Mnq
2
| Fns ě a, et |Mn`1 ´Mn| ď 1.

(a) Montrer qu’il existe C ą 0, tel que PpTh ď Ch2q ě 1
2
, pour tout h ě 1.

En raisonnant comme à la question 1, on obtient que pour tout n ě 0,

ErM2
n^Th

s ě aErn^ Ths.

Maintenant par hypothèse, p.s. |Mn^Th | ď h` 1, pour tout n ě 0, d’où

Ern^ Ths ď
ph` 1q2

a
,

pour tout n ě 0. Or n ^ Th converge en croissant vers Th, donc le théorème de
convergence monotone donne

ErThs “ lim
nÑ8

Ern^ Ths ď
ph` 1q2

a
.

Maintenant, pour tout C ą 0,

ErThs ě Ch2 ¨ PpTh ě Ch2q,

et donc pour tout C ą 0, et tout h ě 1

PpTh ě Ch2q ď
ph` 1q2

Cah2
ď

4

Ca
.

On en déduit le résultat, en prenant C “ 8{a.
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(b) Soit f : R` Ñ R` une fonction C1 croissante, et X une variable aléatoire positive.
Montrer que pour tout a ě 0,

ErfpXq1tXěaus ď
ˆ 8

a

f 1ptq ¨ PpX ě tq dt.

Notons déjà que si f est C1 et croissante l’intégrale a toujours un sens, comme
intégrale d’une fonction mesurable positive, et de même pour l’espérance, puisque
l’on a supposé f ě 0. Le théorème de Fubini-Tonelli donne alors
ˆ 8

a

f 1ptq¨PpX ě tq dt “ Erp
ˆ X

a

f 1ptq dtq1tXěaus “ ErpfpXq´fpaqq1tXěaus ě ErfpXq1tXěaus,

en utilisant que f ě 0 pour la dernière inégalité.
(c) Montrer qu’il existe C ą 0, tel que ErM2

k1t|Mk|ěC
?
kus ď

ak
2
, pour tout k ě 1.

D’après la question précédente, on a

ErM2
k1t|Mk|ěC

?
kus ď 2

ˆ 8

C
?
k

t ¨ Pp|Mk| ě tq dt.

On applique alors l’inégalité d’Azuma-Hoeffding, ce qui donne

ErM2
k1t|Mk|ěC

?
kus ď 4

ˆ 8

C
?
k

t ¨ expp´
t2

2k
q dt “ 4k

ˆ 8

C

u expp´u2{2q du “ 4ke´C
2{2.

On obtient le résultat voulu en prenant C “
a

2 logp8{aq.

(d) Montrer qu’il existe ε ą 0, tel que Pp|Mk| ě ε
?
kq ě ε, pour tout k ě 1.

On a vu que pour tout k ě 0.
ErM2

k s ě ak.

Or pour tout ε ą 0, d’après la question précédente,

ErM2
k s ď ε2k `

ak

2
` ErM2

k1tε
?
kď|Mk|ďC

?
kus ď ε2k `

ak

2
` C2k ¨ Pp|Mk| ě ε

?
kq.

On en déduit que

Pp|Mk| ě ε
?
kq ě

a

2C2
´
ε2

C2
,

ce qui donne si ε2 ă a{4,
Pp|Mk| ě ε

?
kq ě

a

4C2
.

D’où le résultat en prenant par exemple ε “ a{p4C2q.
(e) Retrouver le résultat de la question paq.

Soit h ě 1 et ε satisfaisant la condition de la question précédente. On pose k “
4rh2{ε2s. Pour tout entier N ě 1, on a

N´1
ď

i“0

´

t|Mjk| ď h, @j ď iu X t|Mpi`1qk ´Mik| ě 2hu
¯

Ă tTh ď Nku.

Or les évènements dans l’union sont disjoints, donc

PpTh ď Nkq ě
N´1
ÿ

i“0

P
`

|Mjk| ď h, @j ď i, |Mpi`1qk ´Mik| ě 2h
˘

.
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Mais ε
?
k ě 2h, donc

PpTh ď Nkq ě
N´1
ÿ

i“0

E
”

1t|Mjk|ďh, @jďiu ¨ Pp|Mpi`1qk ´Mik| ě ε
?
k | Fikq

ı

.

Grâce à la question précédente, on en déduit,

PpTh ď Nkq ě ε
N´1
ÿ

i“0

P
`

|Mjk| ď h, @j ď i
˘

ě εN ¨PpTh ą Nkq “ εNp1´PpTh ď Nkqq.

et donc pour N assez grand (tout N ě 1{ε convient),

PpTh ď Nkq ě
Nε

Nε` 1
ě 1{2.

Comme k ď 8h2{ε2, on a donc en prenant A “ 8N{ε2,

PpTh ď Ah2q ě 1{2.
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