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M1 : Processus stochastiques

Fiche 1
Espérance conditionnelle

Exercice 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
paramètre p P r0, 1s. Soit Z “ 1tX`Y“0u.

1. Calculer ErX | Zs et ErY | Zs.

2. Ces deux variables sont-elles encore indépendantes ?

Exercice 2. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramètres respec-
tifs λ et µ. Calculer ErmaxpX, Y q | Y s et ErminpX, Y q | Y s.

Exercice 3. Soient X1, . . . , Xn des variables i.i.d. intégrables, et S “
řn
i“1Xi.

1. Calculer ErS | X1s et ErX1 | Ss.

2. On suppose que les pXiqiďn suivent une exponentielle de paramètre λ ą 0.

(a) Montrer que S suit une loi Gamma Γpn, λq, dont la densité est donnée par

fpsq “
λnsn´1

pn´ 1q!
e´λs.

(b) Déterminer la loi conditionelle de X1 sachant S.

Exercice 4. Soient X et Y deux variables aléatoires sur pΩ,F ,Pq. On suppose que X est à
valeurs dans N, et que Y suit une loi exponentielle de paramètre 1. On suppose de plus que la
loi conditionelle de X sachant Y est une loi de Poisson de paramètre Y , i.e. pour tout k ě 0,
presque sûrement,

PpX “ k | Y q “ expp´Y q
Y k

k!
.

Déterminer la loi de pX, Y q, la loi de X, la loi conditionelle de Y sachant X “ k.

Exercice 5. Soient X1, . . . , Xn i.i.d. de loi Upr0, 1sq (la loi uniforme sur r0, 1s). Soit T “

maxpX1, . . . , Xnq. Quelle est la loi de pX1, T q ? la loi de X1 sachant T ?

Exercice 6. Soit pX1, X2, X3q „ N pm,Qq où

m “

¨

˝

1
0
´1

˛

‚, Q “

¨

˝

2 1 0
1 2 1
0 1 2

˛

‚.

1. Quelle est la loi du couple pX1, X2q ?

2. Déterminer α un réel tel que Y “ αX1 `X2 est indépendante de X1. Que vaut ErY s ?
VarpY q ?

3. En déduire ErX2 | X1s. Quelle est la loi conditionnelle de X2 sachant X1 ?
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4. Déterminer un réel β tel que Z “ βX1`X3 est indépendante deX1. En déduire ErX3 | X1s

et ErX2
3 | X1s.

Exercice 7. Soit pX, Y q un vecteur aléatoire dans R2 de loi N p0, Idq. Quelle est la loi de
X2 ` Y 2 sachant X ´ Y ?

Exercice 8. On considère le couple pX,Zq de densité jointe

fpx, zq “ pz ´ xq expp´zq1tzěxě0u.

1. Calculer la loi de X, puis celle de Z.

2. En déduire que

fX|Z“zpxq “
2pz ´ xq

z2
1t0ďxďzu.

3. Calculer ErX | Zs puis VarpX | Zq.

4. Calculer fZ|X“xpzq, puis démontrer que ErZ | Xs “ X ` 2.

5. Quelle est la loi du couple pX,Z ´Xq ? En déduire la loi de Z ´X.

Exercice 9. Soit pX, Y q de loi uniforme sur le triangle ∆ “ tpx, yq P R2 : 0 ă x ă y ă 1u.
Calculer EpY | Xq, EpX | Y q, et EpX2 | Y q.
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